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Abstract: In this note, we discuss how to $\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{f}_{}\mathrm{i}\mathrm{f}$

}
$\mathit{7}$ a Ma,rkov information source by $01$)$-$

serving a ,$\mathrm{s}\mathrm{e}^{\tau}$ ( $1^{1}\iota\{^{1}\mathrm{U}\mathrm{C}\mathrm{C}^{1}$ of $‘\epsilon^{\mathrm{c}},.\mathrm{v}111\rceil$) $(1\backslash ‘;\mathrm{g}\mathrm{C}^{)}\mathrm{D}\mathrm{e}^{\tau}1^{\cdot}i\iota\uparrow(\tau(\iota]_{)}\backslash .r\mathrm{t}_{1}1_{1\mathrm{C}^{\backslash \mathrm{q}^{\backslash }\mathrm{O}}}|\iota 1\Gamma(.\mathrm{C}$ . $\backslash 1^{\tau}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}\mathrm{t},\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}1^{\cdot}\mathrm{t}\backslash ,\mathrm{t}\mathrm{i}(.i)_{d}11_{\mathrm{t}}\mathrm{V}(\mathrm{l}\mathrm{i}\downarrow \mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{t}^{\mathrm{Y}}1111)\mathrm{i}1^{\cdot}\mathrm{i}(_{\dot{r}}.\backslash 1$

$\mathrm{d}\mathrm{i}_{\iota’}\backslash \uparrow_{1\mathrm{i}}\mathfrak{j})11\dagger \mathrm{i}(11\mathrm{f}_{1}\ln(\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}:\backslash$, of $1^{\cdot}\mathrm{d}\mathrm{n}(1_{0}111\mathrm{t}r(\backslash (\mathrm{f}\mathrm{o}1^{\cdot}$

“
$;\mathrm{g}_{\mathrm{C}}\backslash \mathrm{n}\mathrm{C}\backslash 1^{\cdot}\dot{\epsilon}\iota \mathrm{t}(^{\backslash }\mathrm{e}1$ by $\mathrm{i}\mathrm{f}_{\iota}.\mathrm{s}\mathrm{b}’ \mathrm{C}(1^{\mathrm{t}}1\mathrm{c}\mathrm{n}\mathfrak{c}^{\backslash },(^{\backslash }J\mathrm{S}$ of $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\iota^{\backslash },-\iota(^{\backslash }\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{t}_{1\mathrm{h}}$.

1 はじめに

自然現象や社会現象は確率過程でしばしばモデル化される [1]. このとき, 独立同分布 (以
下, i.i.d. と略称する) モデルとマルコフ・モデルが最も頻繁に用いられる. 特に, 情報理
論においては, 情報源が i.i.d. やマルコフ連鎖でモデル化される $[2]–[5]$ . 現象を垣.cl. とみ
なす力\searrow , マルコフとみなすかは, 何らかの物理量の時系列を観測することによって決まる.
この場合, 系列のどのような性質を基準として, 系列が $\mathrm{i}.\mathrm{i}.(1$ もしくは, マルコフであると
判断するかは, 基本的ではあるが難しい問題である. 考えられる全ての検定に合格したと
しても, 系列が $\mathrm{i}.\mathrm{i}.0|1$ . であると判定することは難しい. 推移確率を決定しなければならな
いマルコフの場合はさらに難しいといえる.
系列が 2値 i.i.el. のとき, ある長さ $?’|$, のパタンの頻度に関する頻度分布はガウス分布

に従うという中心極限定理が成立する. したがって, 系列の i.i.d. 性評価法として, 系列の
パタンの頻度の期待値と分散を調べる評価法が考えられる. このテストは ?7?, 次および $2\uparrow l\iota$

次の相関関数を同時に調べることになる. すなわち, 2値系列から生成される確率ベクト
ルのパタン, およびクラスの頻度に関する分布を調べ, それらの期待値と分散がどれだけ
ガウス分布からずれるかを評価する. もし, 期待値と分散が独立同分布の場合のそれらと
一致すれば, 系列の i.i.d. 性の必要条件が満たされたことになる
筆者の $-$人は, これまで, 系列の i.i.cl. 性の評価法として, 系列のパタンの頻度の期待

値と分散の理論的評価 $[6]-[\overline{l}]$ および実験による検証 [8] を行なってきた. 小文では, 系列
のマルコフ性の評価法として, 系列がマルコフ連鎖の場合のパタンの頻度の期待値と分散
の理論的評価を行なう ‘.

2 マルコフ連鎖とマルコフ情報源

まず, マルコフ連鎖とマルコフ情報源について復習しよう [3]. 状態空間を $S=\{1,2., \cdots., \wedge:\backslash :\cdot’\}7$ ,
確率推移行列を $P=\{P\text{諺る}$ $=1$

とする. ただし, 任意の $i_{\backslash }$

. $j$ に対し, $Pij\geq 0_{1}$. 任意の $i$. に

対し, $\Sigma^{A}j’=1pij\backslash ^{r}=1$ である. $S$ に値を取る確率変数列を $-1_{0}^{-},$ $X_{1},$ $\cdots$ とする. 任意の分布を
有する $arrow\cdot 1_{0}’$ に対して,

$\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathfrak{j}_{)}\mathrm{t}.\cdot \mathrm{X}^{\vee}\mathrm{l}+1=Sh\cdot|’\wedge\cdot \mathrm{x}’1)=.9i0’.\cdots,$$X_{1},=.s_{i_{1}}.,\}=p_{i,,,k}$ :

*2値の場合については, 研究会「確率論と計算数学」 (九州大学, 1998年 1月) において発表した.
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$\mathrm{w}1_{1(^{\backslash }}1^{\cdot}11,9_{j}j(1\leq j\leq N),$ $\mathrm{t}9_{k}\in S$ (1)

のとき, 確率変数列 $-\cdot \mathrm{x}^{-}0,$ $X_{\mathrm{l}}.,$ $\cdots$ を $4”\backslash :^{\tau}$’状態マルコフ連鎖という ( $\mathrm{p}_{1()}\mathrm{b}(\mathrm{z}4)$ は, 事象 $A$ の

起こる確率を表す). マルコフ連鎖 $-’\backslash ^{\vee}0,$ $x\iota,$ $\cdots$ に対して, 定義域が $S$ であり, 値域がア

ルファベットの集合 FF $=\{ll_{1},.$,
$\cdot$ . . , $1_{4}‘\cdot\eta$ \dagger である関数 $f$’を考える. 初期状態 X。が定常分布

$p=(P1, \cdots,Pi\backslash ’)$ に–致するように与えられたとする. すなわち,

$\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{I})\{.\cdot 1\prime 0=.\mathrm{s}_{j}\}=\mathit{1}^{J_{j}}$ , for all states $s_{j}$ , (2)

であるとき, 定常系列 $b_{?1}^{\overline{\prime}}=f(X_{l\iota}),$ $\uparrow \mathit{1}$. $=0,1,2.,$ $\cdots$ はマルコフ情報源と呼ばれる $\dagger$ . 小文で
は, 簡単のため, $\Gamma=S,$ $N=i\mathrm{t}l$ , さらに $f$ を恒等写像とする.

3 マルコフ情報源から生成される系列のパタンに関する分布

長さ $??l_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ の任意の系列を

$U=U_{1)}\iota_{1\prime}:’\cdots L‘’,?1-1_{i}$ $\mathit{0}_{k}^{\vee}‘$ . $\in s$ , $(0\leq\lambda, \leq’?\iota-1)$ . (3)

とすると, $U$ は $\wedge:\backslash ^{\tau}\dot{;}\eta l$ 種類存在する. その $\uparrow$ 番目の系列パタンを

$u^{(t)}.=\mathrm{t}\iota^{\{_{l}\cdot)(}\mathfrak{c}\mathfrak{l}ll1$

”)
$\ldots.(|.)\prime \mathrm{t}\iota.,||-\iota$ $(0\leq 7^{\cdot}\leq N^{l?}’-1)$ (4)

とする. ただし, $\iota\iota_{\mathrm{A}}\mathrm{t}.|$

)
$\in S_{\text{、}}$ ( $(\}\leq k\leq ll\mathrm{t}-1)$ . マルコフ情報源から生成される系列 $\{-\cdot\backslash _{r\iota}^{\vee}\}_{1’=()}^{\infty}$

におけるパタン $u^{\langle_{l}\cdot)}$ の発生頻度を考察するために, 2値確率変数

$\iota_{\nu l}^{r}..(u)1r\cdot)$

$=$ $\{$

1 $(X_{ll}i\lambda^{r},,\iota+1\ldots X_{+-\perp}\mathrm{t}l\uparrow 1?u=(\gamma\cdot))$

$0$ $(X,l^{\wedge}\backslash ^{-}\prime rl+1\ldots A^{\cdot}\mathrm{x}’?’.+\gamma|?-1\neq u^{\langle_{l}\cdot)}.)$

. $(_{0}^{\ulcorner})$

を導入する. { $-\cdot \mathrm{t}^{r},,$ $t’|\mathit{1}+\iota l^{\backslash }=\mathrm{I}r|\iota-2$ における $u^{(arrow}$ の個数は

ア

$A \mathrm{t}l\tau(u^{1})r)=\sum_{1\mathit{7}=0}\iota r(u^{()})r1r$
, (6)

で与えられる. ここで確率変数

$Z_{T}(u^{\mathrm{t}\cdot 1}.))=’ \frac{\lambda I_{\mathit{1}^{}}(u^{\mathrm{t}\cdot)})1\backslash -\tau \mathrm{E}[1_{n}’(u(?\cdot))]}{\sqrt{T}}.$ . (7)

を導入すると, $Z_{\mathit{1}’},(u^{(l)})$ の分散は次式で与えられる.

$\mathrm{t}\cdot’ cl’\cdot(z,\mathit{1}’(u)\mathrm{t}2^{\cdot}))$

$= \frac{1}{T}\mathrm{E}[_{\mathrm{s}^{;}}\mathrm{t}I^{2}(\tau u^{\langle)}\Gamma)]-T\{\mathrm{E}[1_{r1}’(u)(_{l}\cdot)]\}^{\underline{)}}$

: (8)

\uparrow 文献 [4] で述べられているように, 情報理論におけるマルコフ情報源は隠れマルコフ連鎖を含む. しかし

ながら, 小文では, 単純マルコフ情報源のみを議論する.
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ただし, $\mathrm{E}[\cdot]$ は期待値 (集合平均) を表す. 連鎖が既約で非周期的であるならば, $‘ Tarrow\infty$

のとき, (8) の極限が存在する [9]. その極限を

$\sigma^{\underline{)}}.(u^{\{\gamma\cdot)})=1\mathrm{i}1\mathrm{t}/a1^{\cdot}(rz_{\int}\mathrm{Z}’-^{1\mathrm{l}}\infty"(u^{(_{?}}.))$ ) (9)

と表す. さらに, 中心極限定理が成立し, $Z_{l’},(u^{1\gamma\cdot)})$ の分布は, 平均値 $.0$ , 分散 $\sigma^{2}(u^{(\})}’)$ の

ガウス分布

6
$(_{1:u^{(\}}}.\cdot\cdot))=C^{-}\overline{2^{\circ}\sigma\sim(\mathrm{p}(7))}\overline{\sqrt{2_{\overline{J\mathrm{I}}}}\sigma}\perp(u^{(_{\Gamma)}})$ (10)

に近付く. これより, 系列のマルコフ性の評価法として, i.i.tl. の場合 $[6]-[8]$ と同様に, 系
列のパタンの頻度に関する分布を調べる評価法が考えられる. 以下, 分散を具体的に求め
よう.

4 分散の評価

我々が観測できるのは, $\frac{1}{T}\wedge‘ \mathrm{t}^{1};I_{\mathit{1}’}(u’)(\cdot\cdot)$ であるが, Tが十分大きいとき,

$\frac{1}{T}\wedge\cdot \mathrm{t}:I\text{ア}(u^{(_{7}\cdot)})arrow \mathrm{E}[\iota_{t}^{r}.[](u^{()}’)’]$ (11)

となる. $\frac{1}{\prime \mathit{1}’}A:\mathrm{t}l\text{ア}(u(r\cdot))$ のヒストグラムを作成するためには, $\frac{1}{\prime \mathit{1}^{\urcorner}}\Delta,I_{T}(u)(?\cdot)$ を十分多く観測する.
$i,$ $\text{番目の観測量を}\frac{1}{T}\wedge‘ 1I_{\mathit{1}}i_{1}(:,u^{(\prime\cdot)})$ と表すと, $\frac{1}{T}4j\mathrm{t},[_{\mathit{1}}^{i},1(u^{(1}’))(0\leq i$. $\leq L-1)$ が統計的に独立で, $T$

と $L$ が十分大きいとき, ヒストグラムの分散は,

$\frac{1}{L}.\sum_{?=0}^{L-1}\frac{1}{T}(\wedge u^{(})\Gamma)-T\frac{1}{L}\sum_{=i0}\frac{1}{T}i\mathrm{t}/\tau_{\tau}^{\dot{\prime}}(u^{(_{?\cdot.)}})\mathrm{I}:\mathrm{i}I_{\text{ア}^{}j}(L-1,\underline{\cdot)}$

$arrow Vc\iota.’\cdot[ZT(u^{1\cdot)}.,)]$ . (12)

となる. したがって, 以下, 時間平均を集合平均で議論する.

$\mathrm{E}[_{-}:^{l}\mathrm{t}I_{T}2(u^{\mathrm{t}\cdot)})1]$ $=$ $T\mathrm{E}[1_{n}’’(u\mathrm{t}\cdot l\cdot))]\underline{)}$

$+$

’

$\sum_{i=1}^{1l-1}2(\tau-i.)\mathrm{E}[1\cdot’(|\iota u)1r)]’|l+i(u^{(1}’))]$

$+$ $i=’| \sum_{l}^{\tau_{-1}}2(\tau-j.)\mathrm{E}[1_{\tau}.\cdot’(lu^{\langle)}\}’)\iota\cdot\cdot’,l+i(u)(r)]$ . (13)

(13) の右辺第 2項は

$rl1- \sum_{\mathrm{l}i=}^{1}2(\tau-i)\mathrm{E}[l_{tI}’(u)\mathrm{t}1^{\cdot})]^{r}|’+i(u)(_{l}\cdot)]$

$= \sum_{i=1}^{\prime??-1}2(T-\cdot i.)(\mathit{1}_{u^{(’\cdot)}0h-}^{y\prod_{\kappa=}^{-1}\prod_{=0}^{-},\cdot’\delta_{u_{ki}?J}.’\cdot)}p_{u,u}(.’\cdot)\mathrm{t}$”)$.p(r) \mathrm{t}).()\{\prod_{\kappa k0}1I,’ pi.1\iota\cdot k+i-1^{1A}t\}\iota-i1+ki+:kki.-=\downarrow l\mathrm{A}(|).\{r+\mathfrak{m}-i-1^{l}k\mathit{1}+’ n-i))$

(14)
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となる. ただし, $\delta_{j.j}$. は $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{r}\dot{c}1$ ( のデルタ記号である. (13) の右辺第 3項は

$\mathit{1}’-1\sum_{i=||?}’2(T-i)\mathrm{E}[^{]^{r}}\cdot\uparrow|(u)\mathrm{t}t\cdot)]_{t\mathrm{t}+}’.i(u^{(?}.))]$

$=’ \sum_{|i=\}|}’2(T-\int-\downarrow‘ i)(p_{v_{0^{l’)}}^{\mathrm{t}}}’\prod p_{u^{(},.\dagger \mathrm{A}k-}")(_{l}\cdot)(P^{i})_{u_{m},\}\downarrow 0}.(_{1}\cdot)(,.)’\prod_{=}p\Gamma)|.))\mathrm{x}\cdot=1?l-11k-1\prime k1|-\perp u^{\mathrm{t}}k-1^{:^{r^{1}}}k$

’

$=(T-t7l)(T-??l+1)\mathrm{E}[1.’(nu^{\mathrm{t}\})}’)]\underline{.)}$

$.+ \frac{1}{\mathit{1}^{J_{\mathrm{t}\iota_{0}}}}\mathrm{E}[1^{r}|’(u)(_{7}\cdot)]\underline{.)}j\sum_{\underline{)}=^{=}}^{r};\backslash \prime ri=\mathit{1}’-\sum_{1?\iota}^{1}(.T-i,)\lambda^{i}llj\cdot \mathrm{t}\mathrm{t}_{l\tau-}(.’\cdot)1’ jgv_{0}^{(},jr)$

(15)

となる. ただし, $g_{i}=(g_{1.i:}.g\underline{\cdot)},j\cdot, \cdots, gl\}j:.)t,$ $h,\cdot=(h_{1.;}, f\prime 2.i, \cdots, h.\}" i)^{t}$ は各々, $P$ の $i$ 番目の

固有値 $\lambda_{i}$ に対する左および右固有ベクトルを表し, 次式を満たす.

$g_{i}^{t}h_{j}=\delta_{j:}i$, $1\leq i,j\leq f\mathrm{V}$ . (16)

ここで, 右肩の嫁よ転置を表す. さらに, $\lambda_{1}=1$ とした. このとき, $g_{1}=p,$
$h_{1}=. \cdot\frac{:^{\mathrm{h}}}{(1.\cdot\cdot}$

である. 以上より,

$\iota^{r_{Cl\uparrow}}/\cdot(z_{\mathit{1}’(},u^{\mathrm{t}}’.)))$

$=\mathrm{E}[1’.\cdot,l(u\mathrm{t}?\cdot))]$

$+ \frac{1}{T}\sum_{=i1}^{\gamma 1\prime}2(\tau--1i)(p_{1\mathrm{t}_{\mathrm{t}1}}1’\cdot)\prod^{-}h\cdot=1;|p,(|.)\iota\iota_{\lambda}.-|’ u\mathrm{t}.r\cdot)\mathrm{t}?\prime 1-k\cdot\prod_{0=}^{i1}p,.)\gamma).\delta‘ \mathrm{t}.|.)1.’\cdot).\prod^{j-1}u^{\mathrm{t}},v^{(}.1,\iota\iota-i-1’ m-i)-k+;_{-}1\kappa+|\kappa+it\mathrm{t}\cdot=0p_{u^{\{}},)r)k,+n?+\iota^{\mathrm{t}}\iota_{k}$

$+( \frac{(\tau-\uparrow|\mathrm{t})(\tau-l71.+1)}{T}-T.\mathrm{I}^{\mathrm{E}[\cdot(\})}\iota^{r}.l.)]\underline{.)}|u\mathrm{t}$

.

$+, \frac{1}{\int J_{1\mathrm{t}}\mathrm{J})}\mathrm{E}[1’..\}\}(u)\mathrm{t}\gamma\cdot)]^{\sim}.Jj=\underline{\cdot)}\sum^{f}\frac{1}{T}\wedge\prime i=\sum^{\mathit{1}’}(T-’)\mathrm{t}-1i)\lambda^{i}h(\prime j1\mathit{1}_{7},\cdot),g|-1ju_{0^{r}’}^{(\cdot)}.j$ .

(17)

$Tarrow\infty$ のとき,

$,\mathit{1}\infty 1_{\mathrm{L}}\underline{\mathrm{i}\mathrm{n}}1\mathrm{L}’\vee a‘ 1’(Z_{j’(},u\mathrm{t}l)))=\sigma(u^{(\gamma)})^{\underline{)}}$

$=\mathrm{E}[\mathrm{I}^{\vee}.,.)\iota(u)(\uparrow\cdot)]$

$+2 \sum_{i=1}^{1}\}l-1(p_{1\ell_{0}}(’.)\prod_{k\cdot.=1}^{i1}l\mathit{1}_{u_{k-1^{\dagger}},r^{\mathrm{t}.\cdot\cdot)}}^{)}\mathrm{t}’\cdot).\prod^{1}\mathit{1}^{J\delta}(r),)(’).\square -ht\cdot\cdot 1-;_{-}k\cdot=0\rceil\iota lv^{(\gamma}u^{1\prime)}k+i-1\mathrm{A}\cdot+ik+i’ u\kappa\cdot\iota\cdot=0j-1\mathit{1}’ u.-v(|\mathrm{t},+’ n-|1^{:}\iota)..\mathrm{t}.r).)+m-1$

$+(1-2.|.|l)\mathrm{E}[1,\cdot’,(u^{\mathrm{t}^{\iota})}’)]^{\underline{\supset}}$

.

$+ \frac{1}{I^{J_{\iota\prime}}\cdot 0}\mathrm{E}[1_{71}’.(u)(t\cdot)]\underline{.y}.\sum_{\underline{y}i=}^{\mathrm{v}}.\frac{\lambda_{j}^{?7l}}{(1-\lambda_{j})}.ll_{u^{\mathrm{t}},’}..r).j’.\cdot\tau \mathit{1}’|-10\mathrm{K}(’).i$ .

(18)
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5 まとめ

小文では, 系列がマルコフ連鎖の場合, 系列から生成される確率ベクトルのパタンの頻度
分布が形成するガウス分布の分散を理論値を与えた. これより, 実際に観測される系列か
ら生成される確率ベクトルのパタンに関する分布を調べ, マルコフのそれと比較すること
によって, 系列がどれだけマルコフ連鎖に近いかを評価することができる.
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