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Introduction

反射壁 Brown 運動の近似のうち反射壁 Brown 運動をいったん反射壁ではない通常の確
率微分方程式 (SDE) で近似して (ペナルティメソッドと呼ばれる) , さらにその方程式を

Euler-Maruyama 近似する方法に関しては, [S], [KS] で述べた. この–見複雑な 2段構え
の近似をすることで, 領域に対する条件が大きく緩められるだけでなく, 収束の速さもほ
とんど落ちないことに注意したい.
さて最近, Cakir [C] は, 移動したり大きさや形が変化する領域における反射壁過程につ

いて研究している. [C] ではこのような領域における反射壁方程式, いわゆる Skorohod 方
程式の解の存在と–意性が論じられているが, この結果を利用して, 移動領域における反
射壁 Brown 運動の近似を [S], [KS] などの方法に従って目指すために, 本稿では移動領域
に対するペナルティメソッドを考える.
\S 1では移動領域に対する Skorohod 方程式及び, Skorohod problem (equation) に関す

る [C] の結果を紹介しておく. \S 2で現時点までに得られた結果を述べる.

1Skorohod $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}/\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ and Skorohod SDE

[S1] にしたがって, 領域 $D\subset R^{d}$ に対する条件, Condition (A), (B) を述べておく. ま

ず, normal vector を定義する :

$N_{x,r}=$ {$n:$. $|n|=1,$ $B$ (x–rn, $r)\cap D=\emptyset$ }, $r>0$ ,

$N_{x}=\cup N_{x,r}r>0$ ’
$x\in\partial D$ .

ここで, $B(y, r)=\{z\in R^{d} : |z-y|<r\},$ $y\in R^{d},$ $r>0$ .

Condition (A) ある定数 $r_{0}>0$ が存在して, すべての境界点 $X\in\partial D$ に対して

$N_{x}=$ 人ら,ro $\neq\emptyset$ .

Conddion (B) ある定数 $\delta>0$ と $\beta\in[1, \infty)$ が存在して, 次のことが成立する : 任意の
$x\in\partial D$ に対して単位ベクトル $l_{x}$ が存在して,

$\langle\ell_{x}, n\rangle\geq 1/\beta$ for any $n\in$ $\cup$ $N_{y}$ .
y\epsilon B(x,\mbox{\boldmath $\delta$})寡� D
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ここで, $\langle\cdot, \cdot\rangle$ は $R^{d}$ の通常の内積.

Remark 1.1 $D$ が凸のときは任意の $r_{0}>0$ に対して Condition (A) がみたされる.

Remark 12 ([S1] Remark 13) 領域 $D$ が Condition (A) を満たし dist $(x,\overline{D})<r_{0}$ であ
るとき, dist $(X, \overline{D})=|x-\overline{x}^{D}|$ を満たす $\overline{x}^{D}\in\overline{D}$ が–意的に存在する. 特に $x\in D$ のとき
は $\overline{x}^{D}=x$ で, $x\not\in D$ のときには $\overline{x}^{D}\in\partial D$ である.

$r_{0},$ $\delta>0\beta\in[1, \infty)$ に対して,

$M_{r\text{。},\delta,\beta}:=$ {$D:D$ は $\mathrm{C}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}(\mathrm{A})(\mathrm{B})$ を $r_{0},$
$\delta,$ $\beta$ に対して満たす領域}

$d_{H}(D, \mathcal{O}):=\inf\{q:Dq\supset \mathcal{O}, \mathcal{O}^{q}\supset D\},$ $D,$ $\mathcal{O}\in Mr_{\text{。}},\delta,\beta$

とおく. ただし, $D^{q}:=\{x:x=y+Z, y\in D, |z|<q\}$ とする. また, $D:[0,’\infty)arrow M_{r_{\text{。}},\delta,\beta}$

として $t$ における $D$ の値を $D_{t}$ と書く. さらに, $\alpha\geq 1$ に対して,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\alpha}:=$ { $D$ : ある正定数 L’に対して $d_{H}(D_{s},$ $D_{t})\leq L’|t-S|^{\alpha}$}
とおく.

Remark 1.3 $\alpha>1$ のときでも, D\in M。をみたす領域は時間について静止し固定され
ているわけではない.

移動領域に対する Skorohod $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}/\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ 与えられた $w(\mathrm{O})\in\overline{D_{0}}$ であるような
$w\in C([0, \inftyarrow R^{n})$ に対して, 次を満たす組 $(\xi, \varphi)$ を見つける問題を $(w;D)$ に対する
Skorohod problem といい, 次の方程式を $(w;D)$ に対する Skorohod equation とよぶ.

(1.1) $\xi(t)=w(t)+\varphi(t),$ $t\geq 0$ ,

ここで,

$x(t)$ : 連続で, $x(t)\in\overline{D_{t}}$

: $\varphi(t)$ : 連続で有界変動, $\varphi(0)=0$

. $\varphi(t)=\int_{0}^{t}n(S)d|\varphi|_{S}$ , $| \varphi|_{t}=\int_{0}^{t}I_{\{x(_{S)\in}}\partial DS\}(_{S})d|\varphi|_{s}$

$n(s)\in N_{x(s)}$ if $x(s)\in\partial D_{s}$ .

ただし, $|\varphi|_{t}$ は $\varphi$ の $[0, t]$ にお $lf$る全変動を表し, $I_{A}(s)=\{$
1, $s\in A$ ,
$0,$ $s\not\in A$

である.

この方程式の解の存在と–意性については次の結果がある.

Theorem 1.1 $([\mathrm{C}])$ $D:[0, \infty)arrow M_{r\text{。},\delta,\beta}$ が連続であるとき, $w(\mathrm{O})\in\overline{D_{0}}$ であるような
任意の $w\in C([0, \infty)arrow R^{n})$ に対して (1.1) の解 $(\xi, \varphi)$ が–意に存在して, $\xi$ は $(t, w)$ に

ついて連続.
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2 移動領域に対する Penalty method

領域 $D$ が Condition (A) をみたしているとき, 次のような関数 $U$ : $R^{d}arrow R_{+}$ が存在

することが知られている $([\mathrm{S}\mathrm{T}], [\mathrm{S}], [\mathrm{K}\mathrm{S}])$ :

. $U\in C^{1}(R^{d})$

. $U(x)=|x-\overline{x}^{D}|^{2}$ if dist $(x,\overline{D})\leq r_{0}/2$

$\nabla U$ は有界で Lipschitz 連続.

これから, $D:[0, \infty)arrow\Lambda I_{r_{\mathrm{O}},\delta,\beta}$のとき, 任意の $0<T<\infty$ に対して, 同様に次の条件を
みたす関数 $U_{t}$ : $R^{d}\mathrm{X}[0, T]arrow R_{+}$ が存在することがわかる.

. $U_{t}\in C^{1}(R^{d})$ , $U_{t}\geq 0$ , $0\leq t\leq T$

. $U_{t}(x)=|x-\overline{x}|^{2}D_{t}$ if dist $(x,\overline{D_{l}})\leq r_{0}/2$

$\text{�}U_{t}$ は有界で $x$ について Lipschitz 連続.

いま, $x_{m}\in D_{0}$ として $\xi_{m}$ を

(2.1) $\xi_{m}(t)=x_{m}+w(t)-\frac{m}{2}\int_{0}^{t}\nabla U_{s}(\xi_{m}(s))ds$ , $0\leq t\leq T$

の解とすると次の結果を得る.

Theorem 2.1 ある $\alpha>1$ に対して D\in M。とするとき, (2.1) の解は任意の $0<T<\infty$

に対して $[\mathrm{O}, T]$ で (1.1) の解に–様収束する.
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