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1 序

報告者は [4] でダム過程 (または storage process ともいう) が再帰的に

なるための十分条件や必要条件を与えた。 しかしこれらを組み合わせても安

定過程を入力とし、出力レート (release rate) をべき関数に限った過程の再

帰性の必要十分条件は得られなかった。 再帰性や非再帰性を示すにはうまい
リャブ一ノフ関数を見つけることが鍵になる。われわれは上に述べたような

確率過程に適用可能なリャプーノフ関数を見つけ再帰性の必要十分条件を示
すことが出来た。また、出力レートが有界、非減少な場合にも新しい再帰性
の十分条件や非再帰性の十分条件を見つけたのでこれらを報告する。
まつ最も–般なダム過程を定義しよう。 $r(ae)$ を $[0,\infty)$ で定義された非負

値関数で $r(\mathrm{O})=0,$ $r(\mathrm{g})>0(x>0)$ , 左連続、正の右極限を持つものとする。
これを rdease rate という。放流レートと和訳すべきか。 $\{A(t)\}$ を増加加法

過程で $A(\mathrm{O})=0$ ,

$Ee^{-t\wedge \mathrm{t})}t= \exp\int_{0}^{\infty}t(e^{-}-1)\nu(dy)\theta_{\mathrm{V}}$

となるものとする。ただし $\nu$. は $(0,\infty)$ 上の測度で

$0< \int_{0}^{\infty}\mathrm{t}^{\mathrm{g}\wedge}1)\nu(dX)<\infty$

を満たすとする。 この $\nu$ は $\{A(t)\}$ のレヴィ測度とよばれる。 $n$ を $n\geq 1$ な

る整数とし、 $\{A(t)\}$ から

$A_{\hslash}(t)= \sum_{\leq lt}(A(\delta)-A\mathrm{t}s-))1\{A\{\iota$)-At$i-$ ) $>_{\hslash}\iota\rangle$

で $\{A_{n}(t)\}$ を定義するとこれは箇 $($ . $)= \nu(\cdot\cap(\frac{1}{n},\infty))$ をレヴィ測度とする増

加加法過程である。 この $\{A_{n}(t)\}$ に対し

$X_{n}( \iota)=\varpi-\int_{0}^{t}’(\mathrm{x}n\mathrm{t}\ell))dS+A_{n}(t)$
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を満たす確率過程 $\{X_{n}(t)\}$ がただひとつ存在する。 $\{X_{n}(i)\}$ は $n$ に関し単
調非減少でその極限を $\{X(t)\}$ とおくとこの確率過程は

$X(t)=x- \int_{0}^{t}r(X(s))ds+A(t)$

を満たす。 この $\{X(t)\}$ を $r$ と $\nu$ に対応するダム過程という。詳しくは [1]
を参照。 この確率過程は Hunt 過程になる。

2 Lemmas
$\tau_{V}$ を $\{X(t)\}$ の $[0,y]$ への hitting time とし $\tau_{y}^{*}$ を $[y,\infty]$ への hitting time
とする。 ダム過程 $\{X,(t)\}$ はつぎの 3つのタイプに分類できる ([4]) :
(a) すべての $x>y>0$ に対し $Pae(\tau<\infty)<1$ ,
(b) すべての $x>y>0$ に対し $P_{x}(\tau<\infty)=1$ , かつ $E_{x}(\mathcal{T})=\infty$,
(c) すべての $x>y>0$ に対し几 $(\tau<\infty)=1$ , かつある $y$ とすべての $x>y$
に対し $E_{x}(\tau)=\infty$ .

(a) が成り立つとき $\{X(t)\}$ は非再帰的、 (b) が成り立つとき零再帰的、 (c)
がなりたつとき正再帰的、 (b) または (c) が成り立つとき再帰的であるとい
おう。 $r(x)$ が非減少関数のときには正再帰的であるための必要十分条件が知
られている ([1]) のでここでは再帰 非再帰性の判定条件に興味がある。

補題 2.1 $\nu(R+)<\infty$ または $r$ が非減少であることを仮定する。ある $x\mathit{0}>0$

があ\acute \supset て $[x_{0}, \infty]$ で非負値な関数 $u(x)$ で、 f(の U(2) が連続で、

$\int_{x\mathrm{o}}^{\infty}\mathrm{u}(X)dx=\infty$

かつ

$r(x)u(X)\geq I_{x}^{\infty}\nu(y-x,\infty)u1y)dy$ , for all $x\geq x_{0}$

を満たすものがあればダム過程 $\{X(t)\}$ は再帰的

証明 $U(x)= \int_{l}^{x_{\mathrm{O}}}u(y)dy$ とおく。 $\mathcal{D}$ を $\{X1t)\}$ の ffille-bshida の意味の生
成作用素 $\mathcal{G}$ の定義域とする。 これは $\nu(R_{+})<\infty$ または $r$ が非減少という
仮定のもとでは $C_{0}$ の関数 $f$ で $rf’\in C_{0}$ かつ $rf’(\mathrm{O})=0$ を満たす有界な
derivative f’を持つものの全体を含む ([3])。したがって $M$ を恥 $<M<\infty$

ととったとき $V_{M}(x)$ $\in D$ で $U(x)=Vu\mathrm{t}X)$ for $x\in[x_{0},M]$ となるものが存
在する。 まつ

$\mathcal{G}U(x)\leq 0$ for $x\geq x_{0}$ . (1)
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を示す。

$\mathcal{G}U(_{X)}$ $=$ $-r(_{X})U’(_{X)}+ \int_{0}^{\infty}\{U(x+y)-U(X)\}\nu \mathrm{t}dy)$

$=$ $-t(X)u \mathrm{t}X)+\int_{0}^{\infty}\nu[y, \infty]u(_{X+y})dy$

$=$ $-r(x)u(_{X})+ \int_{0}^{\infty}\nu[y-x,\infty]u(y)dy\leq 0$ for $x\geq x_{\mathit{0}}$ .

つぎに鞠 $\leq a<x<b<M$ と、 $a,b,$ $M$ をとる。

$U(X(_{S}))=VM(X(s))$ for $0\leq s\leq t\wedge\tau a^{\wedge}T_{b}*$

だから Dynkin formula と (1) により

$E_{\mathrm{a}}(U(X(t\wedge T_{a\iota^{*}}\wedge \mathcal{T})))$ $=$
$U(x)+E_{\mathrm{g}}[ \int_{0}\iota \mathrm{A}\mathcal{T}_{*}\wedge \mathcal{T}iS\mathcal{G}U(x(s))d]$

$\leq$ $U(x)$

を得る。上式左辺を

$Eae(U(X(t\wedge\tau_{a}\wedge T_{b}^{*})))=j_{1}+j_{2}+J_{\}$

と分ける。 ただし

$J_{1}$ $=$ $Eae(\sigma \mathrm{t}X(t));t<\mathcal{T}_{l}\wedge\tau_{b})*$ ,
$J_{2}$ $=$ $E_{\mathrm{g}}(\sigma \mathrm{t}x(\tau_{a}));\tau a<\mathcal{T}_{b}^{*},\tau_{a}\leq t)$ ,
$J_{\}$ $=$ $E_{\mathrm{g}}(U(\mathrm{x}(T_{b}l));\tau\iota\leq*b\tau_{a},\mathcal{T}^{*}\leq t)$.

$p_{\epsilon}1^{\tau}b^{*}<\infty)=1$ と $X(\tau_{a})=a$ より

$J_{2}arrow U(a)Pl(\mathcal{T}_{l}<\mathcal{T}b^{*})$ $astarrow\infty$ .
また、 $X(\mathcal{T}_{b}^{*})\geq b$ と $U$ が単調非減少であることから. $tarrow\infty$ のとき

$J_{\}arrow E_{\mathrm{g}}(U(X(\mathcal{T}_{b})\mathrm{p});T_{b}^{*}\leq\tau_{t})\geq U\mathrm{t}b)Pae(T_{b}^{*}\leq \mathcal{T}_{a})$

ゆえに
$\{\sigma 1^{b})-U\mathrm{t}a)\}P_{\epsilon}\mathrm{t}\tau^{*}b\leq\tau_{a})\leq U(ae)-U\mathrm{t}a)$ .

ここで $barrow\infty$ とすると几 (li期 $arrow\infty^{\tau_{b}^{*}\infty)=1}=([4])$ より

$P_{l}\mathrm{t}T^{t}b\leq\tau_{\mathrm{u}})$ $arrow$ $\text{几}\mathrm{t}\tau_{a}=\infty)$ ,
$U(b)-U(a)$ $arrow$ $\infty$

を得る。 したがって孔 $(\sim=\infty)>0$ とすると矛盾であるから $\{X(t)\}$ は再

帰的。
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補題 2.2 $\nu(R+)<\infty$ または $r$ が非減少であることを仮定する。ある $x_{\mathrm{O}}>0$

があって $[x_{0}, \infty]$ で非負値な関数 $u(x)$ で、 $r(x)u(\mathrm{g})$ が連続で、

$\int_{x_{\mathrm{O}}}^{\infty}u\mathrm{t}X)dx<\infty$

かつ

$r(x)u(x) \leq\int^{\infty}ae\nu(y-x, \infty)u(y)dy$, for all $x\geq x_{0}$ (2)

を満たすものがあればダム過程 $\{X(t)\}$ は非再帰的

証明 $U(ae)= \int_{x_{\mathrm{O}}}^{x}u(y)dy$ とおくと (2) より

$\mathcal{G}U(x)\geq 0$ for $x\geq x_{0}$ . (3)

補題 11の証明と同様にして $M$ を $x_{\mathrm{O}}<M<\infty$ ととったとき $V_{M}(x)\in \mathcal{D}$

で $U(x)=V_{M(X)}$ for $x\in[x_{0},M]$ となるものが存在する。 つぎに

$x_{0}\leq a<X<b<M$

と、 $a,b,M$ をとる。

$U(X(_{\delta}))=VM(\mathrm{x}(S))$ for $0\leq s\leq t\wedge\tau_{a^{\wedge \mathcal{T}}}b^{*}$

だから Dynkin fofmula と (3) により

$E_{\mathrm{g}}( \sigma(X(t\wedge\tau_{a}\bigwedge_{T)}\iota^{*})) = U\langle x)+E_{l}[\int_{0}t\bigwedge_{\mathcal{T}_{l}\mathrm{A}i}rs\mathcal{G}U\mathrm{t}x(s))d]$

$\geq$ $U(x)$

を得る。上式左辺を

$E_{x}(\sigma \mathrm{t}X1t\wedge\tau a\wedge\tau^{*}b)))=J1+j2+J_{\}$

と分ける。 ここで、

$J_{1}$ $=$ $E_{\mathrm{g}}(U(\mathrm{x}\mathrm{t}\iota));t<T_{0}\wedge\tau_{b})*$ ,
$J_{2}$ $=$ $E_{\text{お}}(U(\mathrm{x}(\tau_{a}));\tau l<\tau:,\mathcal{T}_{a}\leq t)$ ,
$J_{\mathrm{s}}$ $=$ $E_{\mathrm{g}}(U\mathrm{t}.\mathrm{x}\mathrm{t}\tau b^{*}));\tau_{b^{*}}\leq \mathcal{T}_{a},\tau_{b^{*}}\leq t)$ .

$Pae(\tau_{b}^{*}<\infty)=1$ と $X(\mathcal{T}_{l})=a$ より

$J_{2}arrow U(a)Pae(_{\mathcal{T}_{l}}<\tau b^{*})$ as $tarrow\infty$ .
また、 $X(\tau_{b})*$ $\geq b$ と $U$ が単調非減少であることから,

$J\mathrm{s}\leq U(\infty)P*\mathrm{t}T_{b}^{l}\leq\tau_{a})$
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かつ

$\sqrt 1\leq U\mathrm{t}\infty)P(t<\tau\wedge ab\mathcal{T}^{*}=\infty)arrow 0$ as $tarrow\infty$

したがって

$\sigma(a)Pae(\mathcal{T}_{a}<\tau_{\iota}^{*})+U(\infty)Pae(\tau_{b^{*}}\leq \mathcal{T}a)\geq U(X)$ .
すなわち

$\{U(\infty)-U(a)\}Pae(\tau_{b^{*}}\geq\tau_{a})\geq U(x)-U(a)$ .
ここで $barrow\infty$ とすると几 (hmb\rightarrow \infty $\tau_{b}^{*}=\infty$) $=1$ より

$Pae1^{\tau_{b}^{*}} \leq\tau_{\alpha})arrow P_{\mathrm{g}}\mathrm{t}T_{\alpha}=\infty)\geq\frac{U(X)-\sigma(a)}{U(\infty)-^{\sigma(a})}>0$

を得る。 したがって几 $(\tau\alpha<\infty)<1$ となり $\{X(t)\}$ は非再帰的。

3 Main results
定理 3.1 $re\iota_{ea}se$ rate $r$ が非減少を仮定する。 ある $\beta\geq 0$ と $x$。$>0$ があっ

て任意の $2\geq x_{0}$ に対して

$1 \geq\int_{0}^{\infty}\frac{\nu[y,\infty)}{\mathrm{r}(y+x)}(\frac{x}{x+y})^{\rho}dy$

かつ

$\int_{\mathrm{g}_{0}}^{\infty}\frac{1}{r(y)y^{\beta}}dy=\infty$

ならば $(r,\nu)$ に対応するダム過程 $\{X1^{t})\}$ は再帰的。

証明 仮定より

$x^{-\beta}$
$\geq$ $\int_{0}^{\infty}\frac{\nu(y,\infty)}{r(l+y)}\frac{1}{(x+y)^{\rho}}dy$

$=$ $\int_{l}^{\infty}\frac{\nu(y-x,\infty)}{r(y)}y^{-^{\rho}}dy$

だから

$u(_{X)=\frac{1}{r(x)x\beta}}$

とおくと $u(x)$ は補題 21の条件を満たす。 したがって {X $(t)$} は再帰的

定理 3.2 $r\mathrm{e}$lease $mter$ が非減少を仮定する。 ある $\beta>0$ と $x\mathrm{o}>0$ があっ

て任意の $x\geq x_{\mathrm{O}}$ に対して

$1 \leq\int_{0}^{\infty}\frac{\nu[y,\infty)}{r(y+x)}(\frac{x}{x+y})^{\rho}dy$

かつ

$\int_{\epsilon 0}^{\infty}\frac{1}{r(y)y^{\beta}}d\nu<\infty$

ならば $(r,\nu)$ に対応するダム過程 $\{X(t)\}$ は非再帰的。
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証明 定理 $S.\mathit{1}$ の証明と同様に補題 22より $\{X(t)\}$ は非再帰的

4 応用

$\nu(x, \infty)=x^{-\alpha}$ かつ $r(x)=ax^{\beta}$ for $0<\alpha<\beta<1$ の場合を考えよう。 [3]
では次のことがわかっている。

$\alpha+\beta>1$ ならば $\{X(t)\}$ は正再帰的、
$\alpha+\beta=1$ かつ $\frac{1}{a}\leq\frac{\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}\pi\alpha}{\pi}$ ならば $\{X(t)\}$ は再帰的、
$\alpha+\beta=1$ 力 19 $\frac{1}{a}>\alpha$ ならば $\{X(t)\}$ は非再帰的、
$\alpha+\beta<1$ ならば $\{X(t)\}$ は非再帰的。
$\frac{\epsilon \mathrm{i}\mathrm{n}\pi\alpha}{\pi}<\alpha(\alpha>0)\text{だから}\frac{\sin\pi\alpha}{\pi}<\frac{1}{a}\leq\alpha$ のとき再帰的かどうかわからな

かったが、定理 3. 2を用いると

$\int_{0}^{\infty}\frac{y^{-\alpha}}{a(_{X+}\mathrm{y})^{1-\alpha}}(\frac{x}{x+y})^{\beta}dy$

$=$ $\frac{x^{\beta}}{a}\int_{0}^{\infty}\frac{1}{(x+y)^{1-\alpha+}\beta y^{\alpha}}dy$

$=$ $\frac{x^{\beta}}{ax^{1+\beta}}\int_{0}^{\infty}\frac{1}{(1+y)1-\alpha+\rho y^{\alpha}}Xdy$

$=$ $\frac{1}{a}\int_{0}^{\infty}\frac{1}{(1+y)1-\alpha+\rho y^{\alpha}}dy$

$=$ $\frac{1}{a}\frac{\Gamma(1-\alpha)\mathrm{r}(\beta)}{\Gamma(1-\alpha+\beta)}$

これは $\beta>0$ の減少関数で $\beta=\alpha$ のとき $\frac{1}{a}\frac{\pi}{l\dot{\mathrm{t}}\mathrm{n}\pi\alpha}$ だから、 $\frac{\iota \mathrm{i}\mathrm{n}\pi\alpha}{\pi}<\frac{1}{a}$ ならば
$\beta$ を\alpha <\beta かつ十分 $\alpha$ に近くとっておくと定理 3.2の条件を満たす。 した
$\text{がって}\frac{i\mathrm{i}\mathrm{n}\pi\alpha}{\pi}<$ A ならば $\{X(t)\}$ は非再帰的となり, この場合の再帰性の分
類が完全に出来た。なおこの分類は丁欲 ono[2]や Zakushilo [5] による、原点
で local time が存在するかどうかの分類と –致している。

5 Case $r(\infty)<\infty$

次に $r(\infty)<\infty$ の場合を考えよう $r(x)$ がある $x_{0}>0$ 以上の $x$ で定数 $r_{\mathrm{O}}$

–致している場合には
$\int_{0}^{\infty}\nu \mathrm{t}X,\infty)dX<r_{0}$ のとき正再帰、
$\int_{0}^{\infty}\nu(x, \infty)dX=r_{0}$ のとき零再帰、
$\int_{0}^{\infty}\nu(X,\infty)d_{X}<r_{0}$ のとき非再帰
であることがわかっている。 $r(x)\neq r(\infty)(0<x<\infty)$ でも

$\int_{0}^{\infty}\nu(X,\infty)dl\neq\prime 0$
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$\text{の場合には同じことが成り立_{つが}}\int_{0}\infty$ $\nu(x,\infty)d_{l}=r_{0}$ の場合には良くわかっ

ていなかった。 ここでは $r$ が非減少な場合に再帰的、非再帰的それぞれの十
分条件を与える。

定理 5.1 $r$ は非減少、 $r( \infty)=\int_{0}^{\infty}\nu(y,\infty)dy<\infty$,

$r(\infty)-r(x)=CX^{-\gamma}(1+o(1))$ as $xarrow\infty$

とする。 ただし $C$ は正の定数。 このとき次が成立。

$\gamma>1$ ならばダム過程は再帰的、

$0<\gamma<1$ ならばダム過程は非再帰的、
$\gamma=1$ かつ $\int_{0}^{\infty}y\nu(y, \infty)dy<C$ ならばダム過程は非再帰的 c
$\gamma=1$ かつ $\mathrm{t}y\nu(y, \infty)dy>C$ ならばダム過程は再帰的。

証明 $v(x)=r(x)X^{-\beta}$ とおくと

$\int_{0}^{\infty}\frac{\nu(y,\infty)}{r(\cdot x+y)}V(X+y)dy$

$=$ $x^{-\beta}I_{0}^{\infty}\nu(y,$ $\infty)(1+\frac{y}{X})^{-\beta}dy$

$=$ $v(x)$

$+x^{-\rho_{-}\gamma}[- \int_{0}^{\infty}\nu(y,$ $\infty)x^{\gamma}\{1-(1+\frac{y}{l})^{-\beta}\}dy+C(1+o(1))]$

$\gamma>1$ の場合には $0<\beta\leq 1$ ととるとファトゥ一の補題により、

$\lim_{\mathrm{g}arrow}\inf_{\infty}\int_{0}\infty \mathrm{t}\nu y,$ $\infty)_{X\{}\gamma 1-(1+\frac{y}{x})^{-\beta}\}dy$

$\geq$ $\int_{0}^{\infty}\nu(y, \infty)\lim_{arrow \mathrm{g}}\inf_{\infty}x\{\gamma 1-(1+\frac{y}{x})^{-\beta}\}dy=\infty$

だから十分大きなすべての $x$ に対して

$v(x)> \int_{0}^{\infty}\frac{\nu(y,\infty)}{r(_{l}+y)}v(x+y)dy$

が成り立つ。 また、

$\int_{1}^{\infty}\frac{v\langle x)}{r(x)}d\dot{x}=\int_{1}^{\infty}x^{-\rho_{d_{X}=}}$ 科科

だから補題 21より $\{X(t)\}$ は再帰的。次に, $0<\gamma<1$ かつ

$\int_{0}^{\infty}y^{\gamma}\nu(y,$ $\infty)dy<$ 。科

ならば $\beta>1$ として

$\int_{0}^{\infty}\nu(y,\infty)x^{\gamma}\{1-\mathrm{t}1+\frac{y}{x})-\rho\}dy$

$\int_{0}^{\infty}y^{\gamma}\nu(y,\infty)(\frac{x}{y})\gamma\{1-(1+\frac{y}{x})^{-\rho}\}dy$
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であり、 $t^{-\gamma}\{1-(1+t)^{-\beta}\}$ は $t\geq 0$ に関し有界で $tarrow \mathrm{O}$ のとき $0$ に近づ
く。 したがって、ルベーグの収束定理により

$\int_{0}^{\infty}\nu(y, \text{科科})x^{\gamma}\{l-(l+\frac{y}{x})^{-}\beta\}dy\mapsto \mathit{0}$

as $xarrow\infty$ . だから十分大きなすべての $x$ に対して

$v(x)> \int_{0}^{\infty}\frac{\nu(y,\infty)}{r(x+y)}v(x+y)dy$

が成り立つ。 だから

$\int_{1}^{\infty}\frac{v(x)}{r(x)}dX=\int_{1}^{\infty}x^{-^{\rho}}dX<\infty$

だから補題 22より $\{X(t)\}$ は非再帰的。 $\gamma=1$ とする。 $t^{-1}\{1-(1+t)^{-\beta}\}$

は $t$ に関し有界かつ $tarrow \mathrm{O}$ のとき $\beta$ に近づく。 よってルベーグの収束定理
により

$\int_{\mathrm{O}}^{\infty}y\nu(y$
.

$,$
$\infty)\frac{x}{y}\{1-(1+\frac{y}{X})^{-\beta}\}dyarrow\beta\int_{\mathrm{O}}^{\infty}y\nu(y,$ $\infty)dy\leq$ 科科.

ゆえに $\int_{0}^{\infty}y\nu(y, \infty)dy<C$ ならば $\beta>1$ を十分 1に近くとることにより、
十分大きなすべての $x$ に対し

$v(x) \leq\int_{0}^{\infty}\frac{\nu(y,\infty)}{r(_{l}+y)}v(x+y)dy$.

また、

$\int_{1}^{\infty}\frac{v(x)}{r(x)}dx<\infty$

であるから、 $\{X(t)\}$ は非再帰的。 また、 $\int_{0}^{\infty}y\nu(y, \infty)dy>C$ ならば $\beta<1$

を十分 1に近くとることにより、十分大きなすべての $x$ に対し

$v(x) \geq\int_{0}^{\infty}\frac{\nu(y,\infty)}{r(x+y)}v(x+y)dy$ .

また、

$I_{1}^{\infty} \frac{v(x)}{r(x)}dx=\infty$

であるから、 $\{X(t)\}$ は補題 2.1より再帰的。
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