
Riesz-Raikov 和の中心極限定理とその周辺

福山克司 (神戸大学理学部)

$0$ . 無理数回転の従属性消滅に関する杉田の予想
$\alpha$ を無理数とすると

$\frac{1}{N}\sum_{n=1}^{N}f(x0+(n-1)\alpha)arrow\int_{0}^{1}f(x)dx$ $(Narrow\infty, x_{0}\in \mathrm{R})$

が周期 1の局所 Riemann 可積分な函数に対して成り立つことが Weyl の定

理より従う。このことを函数 $f$ の数値積分法に用いるのが準 Monte Carlo
法と呼ばれるものであって、収束の際の誤差項が $O(N^{-1+}\epsilon)(^{\forall}\epsilon>0)$ 程度

の速さで減衰することが知られている。これに対して–様分布を持つ i.i.d.
$\{\xi_{n}\}$ に対して

$\frac{1}{N}\sum f(\xi_{n}N)arrow\int_{0}^{1}f(x)dx$ $(Narrow\infty)$ $\mathrm{a}.\mathrm{s}$ .
$n=1$

であることが大数の法則により保証されるので、. このことを用いて数値積分
するのが Monte Carlo 法である。この収束の誤差項についても $O(N^{-1/+\epsilon}2)$

$(^{\forall}\epsilon>0)$ 程度の速さで減衰することが知られている。

このように準 Monte Carlo 法による方が–見収束は速そうであるが、実
際上はそうではないことも良く知られている。即ち、 積分空間の次元が高い

ときや被積分函数が複雑な場合は、実用的な時間内ではむしろ Monte Carlo
方の誤差項がはるかに小さいという現象が観測されるのである。

ここで述べる杉田洋氏による実験でもそのような現象が現れる。 この実験

は公平な simple random walk $S_{n}$ のある点での滞在確率を準 Monte Carlo 法
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により求めるというものである。以下これを紹介しよう。まず Rademacher

函数系 $\{r_{n}\}$ を用意する。即ち

$r_{1}(\omega):=1_{[0,1/2})(\omega)-1_{[/}12,1)(\omega)$ and $r_{i}(\omega):=r_{1}(2^{i-1}\omega)$ , $(i\geq 2)$ .

と定める。グラフを書くと自明なことだが、 $\{r_{n}\}$ を Lebesgue 確率空間

$([0,1),$ $d\omega)$ 上の確率変数列と見ると $\pm 1$ の値を公平にとる i.i.d. となってい

ることが分かる。 よって $S_{n}=r_{1}+\cdots+r_{n}$ とおくと Lebesgue 確率空間上

に fair simple random walk が構成できたことになる。 さてこの枠組を利用

して $P(s_{m}=a)$ の数値積分法的計算を試みる。準 Monte $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{r}1_{0}$ 法により

$P(S_{m}=a)= \lim_{Narrow\infty}\frac{1}{N}\sum 1_{\{\}(\omega_{0}+n\alpha}s_{m}=a)N$

$n=1$

となる。 ここで $\omega_{0}$ は任意、 $\alpha$ は無理数である。

この数値実験では $m$ が大きい時には準 Monte Carlo 法の advantage は

現れず、その収束の速さは Monte Carlo 法のそれと変わらなかった。杉田

氏はこれを $\{S_{m}(\omega+n\alpha)\}$ は $m$ が大きい時に漸近的に独立に近付くから

であると考えた。 $S_{m}$ は正規化して $S_{m}/\sqrt{m}$ とすると $m$ を大きくすると

標準正規分布に近付くので、 $S_{m}/\sqrt{m}$ に無理数回転を施して得られる定常列

$\{X_{n}^{(m,\alpha)}(\omega)=S_{m}(\omega+(n-1)\alpha)/\sqrt{m}\}_{n\in \mathrm{z}}$ が gaussian i.i.d. に近付くと予

想し、実際、ほとんど全ての $\alpha$ に対して相関の消滅を示し、その order を以

下のように評価した。

$E(X_{n}^{(m,\alpha)}x^{(m,\alpha}))n+k=o(m^{-\beta})$ $(marrow\infty, k\in \mathrm{N}, 0<\beta<1/2)$ .

この予想に関して我々 [Fuk $94\mathrm{b}$] が得た結果は以下の通りである。

$\bullet$ ほとんど全ての $\alpha$ にたいし定常列 $\{X_{n}^{(m,\alpha)}\}_{n}\in \mathrm{z}$ の任意の有限次元分布は

$marrow\infty$ としたとき多次元標準正規分布に収束する。即ち、任意の $n\in \mathrm{Z}$ と
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$k\in \mathrm{N}$ に対し

$(x_{n}^{(m,\alpha)}, \ldots, X^{(m,\alpha)D})n+k-1-N(0, I_{k})$ as $marrow\infty$ . (vanish)

が成り立つ。 (vanish は従属性の消滅の意) ここで $arrow D$ は法則収束を表し $I_{k}$

は $k$ 次単位行列である。 さらに相関の減衰について次のことが成り立つ。

$\lim_{marrow}\sup_{\infty}\sqrt{\frac{m}{\log\log m}}E(X^{(m,\alpha})X^{(}m,\alpha))nn+k=\sqrt{\frac{2}{3}}$
$\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $\alpha$

つまり、予想はほとんど全ての $\alpha$ に対して正しいというわけであり、その

相関の減衰度の評価はぎりぎりのものであったと知れたわけである。 しかる

に次のことも示される。

$\bullet$ (vanish) が成り立たないような $\alpha$ の集合の Hausdorff次元は 1である。

可算集合は次元 $0$ であるので、 この結果によれば (vanish) が成り立たな

い $\alpha$ は非可算個ある、 よって予想は全ての $\alpha\not\in \mathrm{Q}$ に対して成り立つわけで

はないと分かるのである。

無理数回転を用いて乱数生成をするという試みは [Sug 95] に面白い結果が

ある。また、上に述べたような漸近独立性を用いて準 Monte Carlo 法の有効

性に対する議論をする手法は、 $[\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{g}\mathrm{T}99]$ においてさらに発展され数々の結

果が得られている。

ところで、上の予想で考察した例は

$\frac{S_{m}}{\sqrt{m}}=\frac{1}{\sqrt{m}}\sum_{j=1}^{m}r_{j}(\omega)=\frac{1}{\sqrt{m}}\sum_{j=1}^{m}r1(2j-1\omega)$

69



に無理数回転を作用させてできる定常列の従属性の漸近消滅であった。この

式の最右辺は –般に Riesz-Raikov 和と呼ばれる

$\sum_{j=1}^{m}f(\theta^{j-1}\omega)$

の特別な形となっている。下節以下では Riesz-Raikov 和について考えてゆく。

1. Riesz-Raikov 和の大数の法則

Riesz-Raikov 和という名前についてまず説明しよう。 $\theta>1$ ならばほとん

ど全ての $\omega$ に対して $\{\theta^{n}\omega\}n\in \mathrm{N}$ は mod 1として torus 上に $-$. 様分布する。

よって周期 1を持つ局所 Riemann 可積分函数に対して

$\frac{1}{m}\sum_{j=1}^{m}f(\theta^{j-1}\omega)arrow\int_{0}^{1}f(X)dx$ $\mathrm{a}.\mathrm{s}$ . (LLN)

が成り立つ。ところで $\theta=2,3,$ $\ldots$ とするとき、Raikov [Raik 36] は (LLN)

が周期 1を持つ全ての局所 Lebesgue 可積分函数に対して成り立つことを示

し、 Riesz [Ries 45] はこれが Ergode 定理の –例であると指摘した。即ち $-$

次元 torus 上の変換 $\omega\vdash+\theta\omega$ mod 1の ergode 性に起因するものであるとい

う指摘である。 ここで、 Legesgue 可積分と Riemann 可積分との問の懸崖

は大変大きいものである。 $\theta$ が整数ではないときには (LLN) は Riemann 可

積分なもの以外に対しては $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{C}-\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}- \mathrm{z}_{\mathrm{y}\mathrm{g}}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{d}[\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{S}\mathrm{z}48]$ や、 それを拡

張した $\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{d}\acute{\acute{\mathrm{o}}}\mathrm{s}\underline{\lceil}\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{d}49$ ], Izumi [Izu 51] のように函数の連続率に条件をつけて

証明することはできるが、それなしに証明するのは大変困難である。一般の

$L^{2}$ 函数に対して (LLN) が成り立つことは Bourgain [Bour 90] が代数的な
$\theta$ に対してようやく示し、また最近 Rio [Rio ??] が、任意の $f\in L^{1}$ に対

して $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $\theta$ に対して (LLN) が成り立つという、 almost sure version of LLN

を示した。全ての $\theta$ と Lebesgue 可積分な $f$ に対して (LLN) が成り立つか

否かはまだ分かっていない。
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このように $\theta$ が整数の場合と非整数の場合では扱いの困難さが違うのが

Riesz-Raikov 和の特徴とも言える。これは $\theta$ が整数の場合は Lebesgue 確率

空間上の良い混合性を持つ変換の orbit の解析と思えるのに対し、 $\theta$ が非整

数の場合はそのような議論が有効ではないからであると思われる。
以上は –次元 torus 上の結果であるが、多次元の場合にも Fan [Fan 95] や

Lesigne [Les 98] 等の結果が得られている。

2. Riesz-Raikov 和の中心極限定理

まず Kac [Kac 46] の示した中心極限定理を紹介しよう。 $\theta=2,3,$
$\ldots,$

$f$ は

有界変動または H\"older 連続な周期 1, 平均 $\int_{0}^{1}f=0$ を持つ函数とする。 こ

のとき Lebesgue 確率空間 $([0,1),$ $d\omega)$ 上で中心極限定理

$\frac{1}{\sqrt{m}}\sum_{j=1}^{m}f(\theta^{j-1}\omega)-DN(\mathrm{O}, \sigma^{2})$ (CLT)

が成り立つ。ここで極限分散 $\sigma^{2}$ は

$\sigma^{2}=Ef^{2}+2\sum_{n=1}^{\infty}Ef(\cdot)f(\theta n. )$

と与えられる。後に Ibragimov [Ibr 60] も独立に同様の結果を得ている。

非整数の $\theta$ についての中心極限定理は完成するのに幾分時間がかかった。

まず Takahashi [Tak 62] は $\theta$ が有理数の巾根でない場合に $\mathrm{R}$ 上の相対測

度の下で (CLT) が $\sigma^{2}=Ef^{2}$ . として成り立つことを示した。

Berkes [Berk $76\mathrm{a}$], [Berk $76\mathrm{b}$ ] は Lebesgue 確率空間上で (CLT) が全ての
$\theta>1$ に対して成り立つことを示したが、極限分散 $\sigma^{2}$ は確定できなかった。

Kaufman [Kauf 80] は代数的かつ有理数の巾根ではない $\theta$ に対して、 ま

た、 ほとんど全ての $\theta>1$ に対して (CLT) が $\sigma^{2}=Ef^{2}$ として成り立つこ

とを示した。
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Petit [Pet 92] は $\theta$ が有理数の巾根である場合、$\theta^{r}\in \mathrm{Q}$ となる最小の $r\in \mathrm{N}$

について $\theta^{r}=a/b(a, b\in \mathrm{N})$ とおくと、 (CLT) が成り立ち、極限分散が

$\sigma^{2}=Ef2+2\sum_{n=1}^{\infty}Ef(a^{n}\cdot)f(bn. )$

と与えられることを示した。

Fukuyama [Fuk $94\mathrm{a}$] は $\theta$ が有理数の下根ではない場合に (CLT) が $\sigma^{2}=$

$Ef^{2}$ として成立することを示して、 この問題を解決した。

以上の結果では函数の連続率についてさまざまな仮定がなされているが、

それについては有界連続性や H\"older 連続性を含むより弱い条件がそれぞれ

仮定されていることだけ注意し、詳細を省略する。

また、局所中心極限定理も $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}- \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}-\mathrm{c}_{\mathrm{a}}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{C}\mathrm{i}\mathrm{a}$ [CCC 85] や

Petit [Pet 96] によって示されているが、全ての $\theta$ について解決しているわ

けではない。

3. Riesz-Raikov 和の中心極限定理に於ける無理数回転の従属性

我々は正規化した Riesz-Raikov 和

$\frac{S_{m}}{\sqrt{m}}=\frac{1}{\sqrt{m}}\sum_{j=1}^{m}f(\theta^{j-1}\omega)$

が $marrow\infty$ として正規分布に収束することを前節で見た。 ここでは最初の

問題に戻り、 この $S_{m}/\sqrt{m}$ に無理数回転を施して得られる列 $\{X_{n}^{(m,\alpha})(\omega)=$

$S_{m}(\omega+(n-1)\alpha)/\sqrt{m}\}_{n\in \mathrm{Z}}$ の従属性について考える。Rademacher 函数系

の場合と同様にこの定常列はほとんど全ての $\alpha$ に対して gaussian i.i.d. に

収束することが示され、 また、 そうならないような $\alpha$ も Haussdorf 次元 1

を持ち、十分たくさんあることが分かる。以上は単なる結果の拡張にすぎな

いが、 gap theorem の技法を用いた解析により、次のようなことも分かる。

[Fuk 96]
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即ち、定常列の列 $\{x_{n}^{(m,\alpha)}\}_{m\in}\mathrm{N}$ は相対 compact であって、どのような列

$\{m_{i}\}$ に対しても定常列の列 $\{X_{n}^{(m,\alpha})\}mi_{k}\in \mathrm{N}$ がある列の分布に収束するよう

な部分列 $\{m_{i_{k}}\}$ をとることができる。そしてそこに現れる極限は gaussian

定常列であり、それ以外の分布は現れない。

最初に述べた Rademacher の場合の結果は gaussian $\mathrm{i}.\mathrm{i}.\mathrm{d}$ . に収束する場合
以外の情報は皆無であったが、この結果を用いると部分列をとれば必ずある

gaussian 定常列に収束させうることが分かる。

無理数回転の従属性の消滅の現象は Riesz-Raikov 和全般に現れる普遍的

なものであることが分かったわけである。これが、他の変換や他の type の

和についても成り立つか否かという問題は今後の課題であるが、次節で述べ

るような Riesz-Raikov 和の変形のようなものについてはある程度の結果が

得られる。

4. Baker の列の中心極限定理と無理数回転の従属性

ここでいう Baker の列とは次のようなものである。 $\tau\in \mathrm{N}$ とし、 $q_{1},\ldots,$ $q_{\mathcal{T}}$

は互いに素な正の整数列とする。集合 {q|可. $q_{\tau}^{i_{\tau}}|i_{1},$

$\ldots,$
$i_{\mathcal{T}}\in \mathrm{N}\mathrm{U}\{0\}$ } を

増大順に並べた列を $\{n_{j}\}$ と書き、 Baker の列と呼ぶのである。

Marstrand [MMMar 70] はこの列に対し次の大数の法則を証明した。任意の周

期 1を持つ有界可測函数 $f$ に対し

$\frac{1}{m}\sum_{j=1}^{m}f(n_{j}\omega)arrow\int_{0}^{1}f(x)dx$ $\mathrm{a}.\mathrm{s}$ .

というものである。Nair [Nai 90] は仮定の有界性を局所 Lebesgue 可積分性

に弱めた。この結果は $\tau=1$ とすると、ちょうど 1節に述べた Raikov の定

理になる。

この列は数論的興味からさまざまな研究がなされて来たものであり、特に

中心極限定理としては Philipp [Phi 94] が $f=\cos$ の場合に示している。
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Fukuyama-Petit $[\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{k}\mathrm{P}??]$ はこの Baker の列に関しても Riesz-Raikov 和

の場合と同様に中心極限定理が成り立つことを示した。即ち、 $f$ が周期 1,

平均 $\int_{0}^{1}f=0$ を持ち、 よい連続性を持つなら

$\frac{1}{\sqrt{m}}\sum_{j=1}^{m}f(n_{j}\omega)arrow N(0, \sigma)D2$

が成り立つというものである。ここで極限分散は

$\sigma^{2}=\sum_{nj,k\in \mathrm{N}:\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(j,nk)=1}Ef(n_{j}\cdot)f(n_{k}\cdot)$

で与えられる。

この列に関して無理数回転を作用させて得られる定常列の従属性について

であるが、これも今までと同様ほとんど全ての $\alpha$ に対して漸近消滅すること

が示される。これら –連のことの証明には Murai [Mur 87] の間隙三角級数に

対する中心極限定理を–般係数をもつ配列に書き換えた version を用いる。こ

のことは Riesz-Raikov 和の中心極限定理の証明に於いても Salem-Zygmund

[SalZ 47] にある通常の列に対する中心極限定理ではなく、 Salem-Zygmund

[SalZ 48] にある配列に対する中心極限定理を用いることに対応している。

5. Riesz-Raikov 和の non-conventional average の中心極限定理

最後に今までの問題とは離れるが、やはり数論的興味から研究されている

non-conventional average と Riesz-Raikov 和の関係について述べておこう $0$

この問題は数論に於ける $\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{d}\acute{\acute{\mathrm{o}}}\mathrm{s}$-Tur\’an の予想に端を発する。 $\mathrm{E}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\acute{\acute{\mathrm{O}}}\mathrm{S}}$-Tur\’an

の予想とは、「N の部分集合 $A$ の上密度 $\lim_{narrow}\sup_{\infty}(\# A\cap[1, n])/n$ が正なら、

$A$ は任意の長さの等差数列を含む。」というもので、 これは Szemeredi によ

り証明されたので、現在は Szemer\’edi の定理と呼ばれているものである。
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$\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}- \mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{Z}\mathrm{n}\mathrm{e}1_{\mathrm{S}\mathrm{O}}\mathrm{n}- \mathrm{O}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}[\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{K}\mathrm{o}82]$: はこの定理の確率論的証明

を与えるのだが、その副産物として示されるのが、 non-conventional average
の ergode 定理と呼ばれるものである。詳しくは Furstenberg-Weiss $[\mathrm{F}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{W}96]$

を参照されたい。

この結果の中から最も典型的なものを我々の興味のある Riesz-Raikov 和

の場合に書き換えると $\theta=2,3,$ $\ldots$ に対して

$\frac{1}{m}\sum_{j=1}^{m}f(\theta^{p(j}-1)_{\omega})g(\theta^{q(j-}1)_{\omega})arrow\int_{0}^{1}f(x)dX\int^{1}0\mathit{9}(X)d_{X}$

といったものになる。ここで乃 $q$ は無限遠で正に発散する多項式で $p-q$ が

定数でないものである。

これについて [Fuk $??\mathrm{a}$] は中心極限定理を示した。 即ち、 $f,$ $g$ が周期 1,

平均 $0$ を持つ十分に連続率の高い函数ならば

$\frac{1}{\sqrt{m}}\sum_{j=1}^{m}f(\theta^{p}(j-1)_{\omega})g(\theta^{q(j-}1)_{\omega})arrow N(0, \sigma)D2$

ここで極限分散は次のように与えられる。$p,$ $q$ のいずれかが 2次以上ならば

$\sigma^{2}=Ef^{2}Eg^{2}$

ともに 1次の場合、$p(x)=ax+b,$ $q(x)=cx+d$ とおくと、 $\theta^{a},$
$\theta^{b}$ の少なく

とも -方が有理数の巾根でない場合には極限分散はやはり上と同様に与えら

れる。そうでない場合は $\theta^{an},$
$\theta^{bn}$ がともに有理数になる最小の自然数 $n$ を

とり、 $\theta^{an}=p/q,$ $\theta^{bn}=r/s$ とかくとき、

$\sigma^{222}=EfEg+2n=\sum.Ef(p^{n}\cdot)f(q^{n}\cdot)\infty 1Eg(r^{n}\cdot)g(S^{n}\cdot)$

ときれいな形で与えられる。
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