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1 はじめに

近年、並列計算機はいろいろな分野で計算手法を変革しつつある。 メモリ分散型並列計算機では、プロ
セッサ間の情報の共有はメッセージパッシングと呼ばれる通信手続きによる。その実行はプロセッサ内の計
算に比べて低速である。 したがって、 メッセージパッシングの少ない計算手法を開発する必要がある。領域
分割法はこのようなメモリ分散型並列計算機で偏微分方程式を解く有力な手法と考えられる。
領域分割法の–種として、部分領域間の弱い連続性のために Lagrange 乗数を導入する手法がある。 こ

れは、. 部分領域の計算の独立性が大きいこと. 共有面のない部分領域間では局所的な情報の共有の必要がないこと
の特長があり、並列計算化の手段として有望である。

Navier-Stokes 方程式に対して、この型の領域分割法がいくつか提案されている [1, 2, 7, 8, 10, 17]。こ
こでは 2次元非圧縮 Navier-Stokes 方程式の領域分割型解法 $[7, 8]$ を発展させて、Lagrange 乗数の基底関
数の選択の拡大や、流速・圧力の基底関数の異なる選択と合わせて考えることにより、 より自由度の高い領
域分割への適用や、2流体問題への適用を検討する。以下では第 2節で領域分割型解法を総括し、第 3節で
3角形キャヴィテイ内流れの計算例を示す。第 4節で自由度の高い領域分割への適用を、第 5節で 2流体問
題への適用を検討する。

2 Navier-Stokes 方程式の領域分割有限要素解法

2.1 Navier-Stokes 方程式

2次元の有界領域 $\Omega$ 内で, 非圧縮 Navier-Stokes 方程式,

$\frac{\partial u}{\partial t}+u\cdot \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}u+\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}P$

$=$ $\frac{1}{Re}\triangle u+f$, (1)
$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u$ $=$ $0$ , (2)

を考える。 ここに, 流速 $u$ : $\Omega\cross(0, T)arrow R^{2}$ と圧力 $p:\Omega\cross(0,T)arrow R$ は未知関数, $f$ は外力, $Re$ は

Reynolds 数である。
境界の 2つの部分, $\Gamma_{D}(\neq\emptyset)$ と $\Gamma_{N}$ でそれぞれ, 流速境界条件 u $=u_{D}$ と応力境界条件\mbox{\boldmath $\sigma$}(u, $p$) $\cdot n=\tau N$ を課

す。ここに, $\sigma_{ij}(u_{)}p)=-p\delta ij+(2/Re)Dij(u)(i,j=1,2)$ は応力テンソル, $D_{\dot{\mathrm{a}}j}(u)=(\partial u_{i}/\partial_{X_{j}}+\partial uj/\partial_{X_{i})}/2$

$(i,j=1,2)$ は変形速度テンソル, $n$ は単位外向き法線ベクトル, $u_{D}$ と $\tau_{N}$ は境界上の流速と表面力で既知
のデータである。初期条件は時刻 $t=0$ で u=uI。とする。なお以降のスキームの説明では簡単のため、
$u_{D}=0$ とする。
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2.2 標準的な有限要素解法

221 混合型有限要素近似

空間の離散化には混合型有限要素近似 [9] を用いる。 $\Omega$ の 3角形要素分割を行い, 要素の最大直径を $h$

とする。圧力は要素分割に基づく $\mathrm{P}1$ (1次) 要素による有限次元関数空間 $Q_{h}$ 内に求める。各 3角形を 4等分
した細かい要素分割を考え, 流速はその要素分割に基づ $\text{く}\mathrm{P}1$ 要素による有限次元関数空間殊内に求める
(節点数が P2要素と等しい Pl 要素なので、P2同相 Pl 要素と呼ばれる。 また最大直径 $h/2$ の要素分割に

基づく Pl 要素なので、Pl(h/2) 要素とも呼ばれる。本論文では後者の表記法を用いる。すなわち、流速/

圧力の有限要素の組合せは、Pl $(\mathrm{h}/2)/\mathrm{P}\mathrm{l}(\mathrm{h})$ である) 。 これらの関数空間に属する関数を下付添え字 $h$ で示

す。 この関数空間の組み合わせば, 後で定義する双 1次形式 $b$ が下限上限条件を満たす [3]。このため, 定常

Stokes 方程式に関して, 有限要素スキームの–意可解性が保証され, また, 解が $u\in(H^{2}(\Omega))^{2},$ $p\in H^{1}(\Omega)$

ならば, 誤差評価,
$||u-u_{h}||_{V}+||P-p_{h}||Q\leq Ch(||u||_{(}H^{2}(\Omega))2+||p||_{H^{1}(}\Omega))$ (3)

が成り立つ。 ここに $c$ は $h$ に依存しない定数である。

$\phi_{i,u}i=1,$$\ldots,$
$N$ を $V_{h}$ の基底関数, $\psi_{i},i=1,$

$\ldots,$
$N_{p}$ を $Q_{h}$ の基底関数とする。時間方向には準陽的な

離散化 [11] を用いる。すなわち, $\Delta t$ を時間刻みとして, 上付添え字 $n$ は時刻 $n\triangle t$ におけるデータを表わ

すものとし, 式 (1) を陽的に離散化し, 式 (2) を陰的に扱う。

以上により次の有限要素スキームを得る。

$(u_{h},p_{h}n+1n)\in V_{h}\mathrm{x}Q_{h}$ ,

$( \frac{u_{h}^{n+1}-u_{h}n}{\Delta t},\phi_{i})h^{+(u_{h}})a_{1}^{h},uh’\emptyset i)+\Omega_{0}(u_{h}^{n},\phi_{i}+nnb(\phi i,p_{h}^{n}) = \langle\hat{f},\phi_{i})$, $1\leq i\leq N_{u}$ (4)

$b(u_{h}^{n+1},\psi_{i})$ $=$ $0$ , $1\leq i\leq N_{p}$ , (5)

ここに,

$(u,v)$ $=$ $\int_{\Omega}u\cdot vdx$ ,

$a_{1}(w, u,v)$ $=$ $\int_{\Omega}(w\cdot \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}u)\cdot vd_{X}$ ,

$a_{0}(u,v)$ $=$ $\frac{2}{Re}\int_{\Omega}D(u)$ : $D(v)dx$ ,

$b(v_{\rangle}q.)$ $=$ $- \int_{\Omega}q\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}vdx$ ,

$\langle\hat{f},v\rangle$ $=$ $\int_{\Omega}f\cdot vdx+\int_{\Gamma_{N}}\tau N.vd_{S}$ ,

で, $(, )_{h}$ は $(, )$ の質量集中化近似を, $a_{1}^{h}$ は $a_{1}$ の上流下流点選択型有限要素近似 [18] を示す。 なお、 $u_{h}^{0}$ は、

$(u_{h}^{0}, \phi i)=(u_{Ic,\phi)}i$ , $1\leq i\leq N_{u}$

を解いて求める。
各時刻ステップで解くべき連立 1次方程式は,

$\overline{M}\frac{U^{n+1}-U^{n}}{\Delta t}+A_{1}(U^{n})U^{n}+A_{0}U^{n}+B^{T}P^{n}$ $=$ $F^{n}$ , (6)

$BU^{n+1}$ $=$ $0$ , (7)

となる。 ここに, $U^{n}$ は $u_{h}^{n}$ の節点自由度からなる $N_{u^{-}}$ベクトル, $P^{n}$ は $p_{h}^{n}$ の節点自由度からなる $N_{p^{-}}$ベク

トル, $F^{n}$ は $\langle\hat{f}\rangle\phi_{i}\rangle$ からなる $N_{u^{-}}$ベクトルで,

$[\overline{M}]_{\iota j}$ $=$ $(\phi_{\mathrm{j}},\phi_{i})_{h}$ , $i,j=1,$ $\ldots,$
$N_{u}$ ,
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$[A_{1}(U^{n})]_{ij}$ $=$ $a_{1(u_{h},\emptyset\phi_{i}}^{hn}j,)$ , $i,j=1,$ $\ldots,N_{u}$ ,
$[A_{0}]_{ij}$ $=$ $a_{0}(\emptyset j’\phi_{i})$ , $i,j=1,$ $\ldots,N_{u}$ ,

はそれぞれ, 集中化質量行列, 移流行列, 粘性行列であり,

$[B]_{ij}=b(\phi_{j}, \psi_{i})$ , $i=1,$ $\ldots,$
$N_{p}$ , $j=1,$ $\ldots,N_{u}$ ,

は発散行列である。

222 整合離散化圧力 Poisson 方程式

式 (6) $,(7)$ を解くには, 以下の整合離散化圧力 Poisson 方程式による算法 [11] が計算量を減らすために
有効である。 中間変数 $\tilde{U}$ を導入し, (6) を 2つに分ける :

$\overline{M}\frac{\tilde{U}-U^{n}}{\triangle t}+A_{1}(U^{n})U^{n}+A_{0}U^{n}$
$=$ $F^{n}$ , (8)

$\overline{M}\frac{U^{n+1}-\tilde{U}}{\triangle t}+B^{\tau_{P}n}$
$=$ $0$ . (9)

$B\overline{M}\cdot(9)$ に, (7) を代入すると,

$(B \overline{M}B^{T})P1n=\frac{1}{\Delta t}B\tilde{U}$ (10)

が得られ,
$U^{n}arrow\tilde{U}arrow P(8\rangle(10)n(9arrow U^{n+1})$

の手順で 1つの時間ステップの計算を進められる。最終的に解くべき連立 1次方程式のサイズは $N_{p}$ であ

り, これは $N_{u}$ に比べて小さい。

2.3 領域分割型解法

2.3.1 領域分割

領域 $\Omega$ を重なりのない $K$ 個の部分領域,

$\overline{\Omega}=\overline{\Omega_{1}}\cup\cdots\cup\overline{\Omega_{K}}$ , $\Omega_{k}\cap\Omega_{l}=\emptyset(1\leq k<l\leq K)$

に分割する。部分領域間の界面を

$\overline{\mathrm{r}_{m}}=\overline{\Omega_{\kappa(m)^{\cap\overline{\Omega_{\kappa}}}(}-}+m)’(1\leq m\leq M)$

とする。 ここで, $\kappa_{-}(m)$ と $\kappa+(m)$ は $\Gamma_{m}$ の両側の部分領域の番号である $(\kappa_{-}(m)<\kappa_{+}(m))$。各部分領域
の 3角形要素分割を行う。 この際, 以下を仮定する。

仮定 1 界面は直線分である。

仮定 2界面上で両側の部分領域の要素分割の節点位置は–致する。

2.3.2 Lagrange 乗数法

部分領域 $\Omega_{k}$ ごとに, 流速の Pl(h/2) 有限要素空間 $V_{k,h}$ , 圧力の Pl(h) 有限要素空間 $Q_{k,h}$ を構成する。
全領域 $\Omega$ に対する有限要素空間はそれらの積空間により作る :

ズ

$V_{h}^{*}$ $=$
$\prod_{k=1}V_{k,h}$

,

$Q_{h}^{\star}$ $=$ $k \tau\prod_{-,-}^{K}Q_{k},h$ .
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全領域\Omega での自然な数値解を得るために, 界面での部分領域間の流速の連続性を拘束条件とする Lagrange
乗数法を用いる。界面 $\Gamma_{m}$ 上で定義される Lagrange 乗数の有限要素空間 $W_{m,h}$ には、$P1(h)$ 要素を用いる。

Lagrange 乗数全体の有限要素空間はこれらの積空間により構成する:

レ

$W_{h}^{\star}= \prod_{m=1}W_{m},h$
.

スキーム (4),(5) に, Lagrange 乗数法を適用すると, 次のスキームを得る o

$(u_{h}^{n+1n},p_{h}, \lambda_{h}^{n})\in V_{h}\star \mathrm{X}Q\star h\cross W_{h}^{\star}$ ,

$( \frac{u_{h}^{n+1}-u^{n}h}{\triangle t},$ $v_{h})_{h^{+}}b^{\star}(vh_{J}p_{h}^{n})+j\star(vh, \lambda_{h}^{n})$ $=$ $\langle\hat{f}^{\star},$ $v_{h}\rangle-a1(h\star n)-a^{*}\mathrm{o}(u_{h},v_{h})uh’ u_{h}^{n},v_{h}n$ ,

$\forall v_{h}\in V_{h}^{\star}$ (11)

$b^{\star}(u_{h}^{n+}, q_{h}1)$ $=$ $0$ , $\forall q_{h}\in Q_{h}^{\star}$ (12)

$j^{\star}(u_{h^{+}}^{n},\mu_{h}1)$ $=$ $0$ , $\forall\mu_{h}\in W_{h}^{\star}$ (13)

ここで,

$a_{1}^{\star}(w,u,v)$ $=$ $\sum_{k=1}^{R’}\int\Omega k(w_{k}\cdot \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}u_{k})\cdot$ vkdx,

$a_{0}^{\star}(u, v)$ $=$ $\frac{2}{Re}\sum_{k=1}^{K}\int_{\Omega}k)D(u_{k}:D(v_{k})d_{X}$ ,

$b^{\star}(v,q)$ $=$ $- \sum_{k=1}^{\mathrm{A}’}\int_{\Omega}kqk\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}v_{k}dx$ ,

$j^{\star}(v,\mu.)$ $=$ $- \sum_{m=1}^{M}\int\Gamma_{m})(v_{\kappa}(m-v-(m\rangle)+\kappa\mu md\mathit{8}$ ,

$\langle\hat{f}^{\star},$ $v)$ $=$ $\sum_{k=1}^{K}(\int_{\Omega_{h}}f\cdot vkd_{X}+\int_{\partial\Omega_{k}\cap}\gamma_{N}\Gamma_{N}’\cdot v_{k}d_{S})$ ,

である。 $a_{1}^{h\star}$ は礎の上流下流点選択型有限要素近似である。
$\lambda_{m,h}$ は表面力ベクトル $\sigma\cdot n_{\kappa}+(m)|\mathrm{r}_{m}$

の近似に成り得る (実際に近似になるか否かは, 後で見るように,

有限要素の組み合わせに依存する)。
解くべき連立 1次方程式は次のようになる。

$=$ (14)

ここで, $\overline{M}$ は $(, )_{h}^{\star}$ に対応する集中化質量行列, $B$ は $b^{\star}$ に対応する発散行列, $J$ は $j^{\star}$ に対応するジャンプ

行列, $F^{n}$ は既知ベクトルである。

2.3.3 整合離散化圧力 Poisson 方程式の領域分割法主

$U^{n+1}$ を消去することにより, 整合離散化 Poisson 方程式の領域分割法スキーム,

$=\backslash (\mathcal{F}\mathcal{G})$ (15)
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が得られる。 ここで,

$A$ $=$
$B\overline{M}B^{T}1$ ,

$J$ $=$
$\overline{JM}B^{T}1$ ,

$\mathcal{M}$ $=$
$J\overline{M}J^{T}1$ ,

$\mathcal{F}$ $=$
$B\overline{M}F^{n}1$ ,

$\mathcal{G}$ $=$
$\overline{JM}F^{n}1$ ,

である。行列 $A$ は, K-ブロック対角行列であり, 各ブロックは部分領域の整合離散化圧力 Poisson 方程式
に対応する。

更に $P^{n}$ を消去すると,
$(\mathcal{M}-JA^{-}1JT)\Lambda n=\mathcal{G}-JA-1\mathcal{F}$ (16)

が得られる。 この式に共役勾配法を適用することにより, 並列計算に適した反復計算式が得られる。

24 すでに得られた結果

$[7, 8]$ の結果を以下にまとめる。. 流速/圧力/Lagrange 乗数に対する $Pl(h/\mathit{2})/Pl(h)/P\mathit{1}(h)$ 要素の組合せでは、試験問題の計算で、数
値解 (流速、圧力、Lagrange 乗数=界面上の表面力) の厳密解への収束が、数値的に確かめられた。. Lagrange 乗数に Pl(h) でな $\text{く}$ Pl $(\mathrm{h}/2)$ 要素を用いる場合 : 流速/圧力の収束は数値的に観察される
が、Lagrange 乗数は表面力に収束しない。. Lagrange 乗数に Pl(h) でなく改良 Pl $(\mathrm{h}/2)$ 要素 (改良はモルタル法に基づき, 界面端で連続 $0$ 次) を
用いる場合 : 数値解の厳密解への収束が、数値的に確かめられた。 ただし、誤差の絶対値は Pl(h) 要
素の方が小さい。

(上記の 3事項は第 4節の図 5,6でも観察できる。). 並列計算機 (Intel Paragon $\mathrm{X}\mathrm{P}/\mathrm{S},$ $56$ ノード) への実装により、プロセッサ数 $K$ のとき、計算速度は
$K^{0.7}$ 倍となり、 この手法が並列計算に有効であることが確かめられた。

3 数値例: 3角形キャヴィティ内流れの計算

$[7, 8]$ では矩形領域を矩形の部分領域に分割する場合の数値例を示した。 ここでは有限要素法の特長\sim

領域形状の自由性\sim と領域分割有限要素法の適合性を示すため、矩形でない領域の問題の例として、 3角形
キャヴィティ内流れの計算例を示す。
正方形キャヴィティ内の流れ問題は, 単純な領域形状にも関わらず Reynolds 数に応じて変化する流れ

場を生じるため, 要素 (格子) 生成が容易なことも相まって, 計算スキームのよい試験問題となっている。
これに対し, 3角形キャヴィティ内の流れ問題は, 直交格子生成が困難なためにあまり扱われなかった。 し

かしこれは例えば流路の角ごとに現れる重要な流れ現象である。 この観点に着目し最近, 計算例が示され
ている $[12, 16]$ 。

3.1 3角形キャヴィティ内流れ問題

領域 $\Omega$ を, 底辺の 2頂点が $B(0,0),$ $C(.1,0)$ で, 頂点 $A$ の角度が $2\alpha$ の, 下向き 2等辺 3角形の領域と
する。 $\Omega$ で Navier-Stokes 方程式をみたし, 境界 $\mathrm{B}\mathrm{C}$ 上で, $u=(\mathrm{i}, 0)$ , AB,AC 上で, $u=0$ , をみたす流
れ場を考える。Reynolds 数は底辺長を代表長さとして定義する。
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32 数値結果

$2\alpha=\pi/3$ の領域形状で, $Re=2\sqrt{3},200^{\sqrt{3},0^{\sqrt{3}}}100$ の場合の計算を行った。要素分割数は 3550, 領域

分割数は 7である。流線を図 1に示す。流れ場は $Re=2\sqrt{3}$ ではほぼ左右対称であったが, $Re=200\sqrt{3}$ で

は特写が少し下流に移動し, $Re=1000\sqrt{3}$ では再び中心方向に移動する。 この挙動は [16] の結果とよく –

致している。
次に深さが 2の領域形状の場合を計算した。 流線と圧力等高線を図 $2_{\text{、}}$ 図 3に示す。 $Re=400$ の計算

では 6次渦の存在まで捕らえられている。また, スキームで圧力には部分領域間の連続性を課していない

が, ほぼ連続な圧力場が観察できる。図 4は中心軸上の水平方向流速成分の分布を, 縦軸は頂角からの距

離により, 横軸は流速成分の絶対値により, 両対数軸上にプロットしたものである。 $\mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{t}[13]$ は角付近

の Stokes 流れでは角度に応じて無限渦列が生じ, 渦の大きさ比, 強さ比の漸近値は角度により決まること

を解析的に導いた。従って, 図 4のプロットの包絡線は直線になるはずである。およその傾向は観察される

が, 小さい渦になるに従って解像度は粗くなる。このような問題で主渦を適切に捕らえながら, 無限岡列を

いくつまで捕らえられるか ? は異なるスケールの現象を数値スキームにより同時に捕らえるという観点か
らの適切な試験問題であると思われる。
以上のように、領域分割有限要素法により、 3角キャヴィティ内流れの現象が適切に捕られた。

4 界面に定数要素を用いる場合

ここまでの領域分割有限要素法では、領域分割、 有限要素分割に、仮定 1, 仮定 2を考えた。Lagrange
乗数法を用いる領域分割法であるモルタル法 [4] の特長は、仮定 2が不要なことである。しかし、仮定 1は

必要である。仮定 1の下では界面上の表面力は連続関数と考えられ、Pl 要素などで近似することが可能に

なる。

この節では Lagrange 乗数に定数要素を用いることにより、仮定 1を外すことを検討する。Lagrange 乗

数 $\mathrm{P}0$ ( $\mathrm{h}$ または $\mathrm{h}/2$ ) 要素の収束性に関する数値的な考察を行う。

4.1 界面の形状と要素の選択

領域分割有限要素法では, 解析対象領域の領域分割と (3角形) 要素分割を行う。そのどちらを先に行う
かにより 2つに分けられる。

領域分割を先に行う場合領域の形状や現象の解の空間構造を考慮して, または他の目的で, 先に領域分割

を行い, 各部分領域の要素分割を後で行う。形状が比較的単純な部分領域ごとに要素分割することに
なり, 一般的には要素分割が容易になる。部分領域間界面では節点位置を整合させる必要がある。 た

だし, 解析手法としてモルタル法を使用すれば, その不整合は許容される。

要素分割を先に行う場合 要素分割が先にあり, 領域分割法を適用するために要素をグルーピングするもの
である。負荷分散の観点から各グループの要素数がなるべく等しく, かつ界面がなるべく小さい方が

良い。 自動グルーピングの手法が研究されている ([15] など)。

両者にはそれぞれ得失があり, また前者で領域分割後に要素分割をしてから、後者に戻して再度領域分割を
することも考えられる。したがって, 汎用性のある領域分割型解法には, 要素のグルーピングで得られる領

域間界面の形状でも可能なことが望まれる。

4.2 精度の比較に関する数値実験

Lagrange 乗数の有限要素空間を次の 5種類に変えて, 流速, 圧力, Lagrange 乗数の精度を比較する実
験を行う。比較は,
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$(\mathrm{c})Re=1000\sqrt{3}$

図 1: 正三角形内流れ
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図 2: 深さ 2の場合の流線と圧力 $(Re=400)$

図 3: 中心軸上の水平方向流速, Re=400(両対数軸)
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. Pl(h) 要素,. $\mathrm{P}1(\mathrm{h}/2)$ 要素,. 改良 Pl(h/2) 要素 (改良はモルタル法に基づき, 界面端で連続 $0$ 次),. PO(h) 要素,. PO(h/2) 要素,

について行った。

試験問題は, 領域\Omega $=(0,1)\cross(0,1)$ , 厳密解が, $u=(x^{2}y+y, -x-x3sy2),$ $p=- \frac{1}{2}+x+y^{s}s$ , Reynolds
数 $Re=400$ で, これらから定まる境界条件と外力をデータとし, 初期条件 $u=0$ から非定常問題を解き,
得られる定常解の誤差を求めた。領域分割は $3\cross 2$ の等分割であり, 要素分割は $\Omega$ に対して $n\cross n(\cross 2)$ ,
$r\iota=6,12,24,48$ , の等 3角形分割である。なお, この実験では部分領域間界面は直線である。
流速の $H^{1}(\Omega)$ 相対誤差, 圧力の $L^{2}(\Omega)$ 相対誤差を図 4に, Lagrange 乗数の $L^{2_{-}}$相対誤差を図 5に示す。

流速, 圧力の誤差ともに要素サイズに比例して誤差が/J|さくなっている。Lagrange 乗数の誤差の比較では
Pl(h/2) 要素では誤差が大きいままであるが, 他の 4つの選択では誤差が収束した (この場合も Pl(h) が最
良であった)。
以上のように予備的な実験ではあるが, Lagrange 乗数に PO(h) 要素または PO(h/2) 要素を用いる場合

についても解の収束性が観察でき, 使用可能性が確認できた。

5 2流体閣題への応用

最後に、 2流体による移動境界問題への領域分割有限要素法の適用を考える。
界面捕捉法による有限要素スキームの 1つとして、流速/圧力/擬密度関数に、3角形 Pl(h/2)/P1(h)/P1(h/2)

要素を用いる方法が提案されている [14]。また界面捕捉法で表面張力の効果を取り入れる手法として, 表面
張力をあたかも体積力のように扱う手法が提案されている [6]。
ここでは、上記のようなスキームによる大規模計算を意識して、領域分割法による並列計算化を考え

る。 なお、精度の観点から Pl(h/2) 要素の代わりに $\mathrm{P}2(\mathrm{h})$ 要素を用いる。 $\mathrm{P}2(\mathrm{h})/\mathrm{P}\mathrm{l}(\mathrm{h})$ 要素も双 1次形式
$\mathrm{b}$ が下限上限条件をみたす組合せである。領域分割に基づき各部分領域で流速/圧力/擬密度関数に関して
$\mathrm{P}2/\mathrm{P}1/\mathrm{P}2$ の有限要素空間を構成する。全領域での整合をとるために、部分領域間の界面における流速と面
密度関数の跳びが $0$ の制約に関する Lagrange 乗数法を用いる。従って、界面上に流速の Lagrange 乗数、
擬密度関数の Lagrange 乗数の有限要素空間をとることになる。
以下では領域分割有限要素法の算法を示し、P2要素の未知変数の部分領域間の接続に用いる Lagrange

乗数の有限要素空間の選択について言及する。

5.1 2流体の流れ問題と有限要素スキーム

混ざらない (immiscible)2種類の流体 (流体 1, 流体 2とよぶ) による流れ問題を考える。 流体により密
度と粘性係数は異なる。初期時刻において各流体が占める領域と初期流速が与えられたときに, 流体領域
の変化と速度圧力分布を求める。

$\Omega\subset R^{2}$ を 2種類の流体が占める有界領域 (固定), $\Omega_{\alpha}(t)$ $(0\leq t\leq T,\alpha=1,2)$ を流体\alpha が占める $\Omega$ の

部分領域とする。各流体の密度を \rho \alpha 、粘性係数を $\mu_{\alpha}$ とする。各部分領域の内部では, 非圧縮Navier-Stoke8
方程式を考える。2種類の流体間の界面 $I(t)$ 上では運動学的条件から、流速の連続性と界面の移動に関す
る条件,

$u^{(1)}$
$=$

$u^{(2)}$ (17)

$u\cdot n$ $=$ $v\cdot n$ (18)
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$\text{図}4$ : Error for the velocity(left) and the pressure(right)

図 5: Error for the Lagrange multiplier
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を課す。 ここで、$u^{(\alpha)}$ は各流体の流速, $v$ は界面の移動速度, $n$ は界面上の単位法線ベクトルである。また、
動力学的条件から,

$\tau^{(1)}-\tau=\sigma\kappa n(2)$ (19)

を課す。 ここで, $\sigma$ は表面張力係数, $\kappa$ は界面の曲率, $\tau^{(\alpha)(\alpha)}=\tau(u^{\alpha\alpha},p)$ は界面上で流体 $\alpha$ にはたらく表
面力, $p^{(\alpha)}$ は各流体の圧力である。

これらの方程式を有限要素近似する。 この際, (19) の右辺の表面張力項を体積力として Navier-Stokes
方程式の外力項に付け替えること [6] を行えば, 界面の条件 (19) は単純な表面力の釣り合い条件になる。密
度と粘性係数の違いに注意しながら, 全領域 $\Omega$ で Navier-Stokes 方程式を解けば良い。そこで流速の 3角
形 P2要素による有限要素関数空間を $V_{h}$ , 圧力の Pl 要素による空間を $Q_{h}$ として, 各時刻ステップで次の
式を満たす流速と圧力を求める。

$(u_{h^{+1}}^{n},p_{h}^{n})\in V_{h}\mathrm{x}Q_{h}$

$( \frac{u_{h}^{n+1}-u_{h}n}{\Delta t},v_{h})+(u_{h}^{n}\cdot \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}uh’ vh)n-\frac{1}{\rho}(p_{h}^{n},\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}v_{h})+2\nu(D(u_{h}^{n}) : D(v_{h}))$ $=$ $(f, v_{h})+(f_{ST}, v_{h})$ ,

$v_{h}\in V_{h}$ , (20)
$(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}u_{h^{+}}^{n},q_{h})1$ $=$ $0$ , $q_{h}\in Q_{h}$ , (21)

ここで, $f$ は重力, $f_{ST}$ は体積力としてモデル化した表面張力である。
方, 界面の形状決定のためには界面捕捉法を用いる。すなわち、流体の種類を表す関数 $\phi=\phi$( $x$ ,t)(こ

こでは擬密度関数と呼ぶ) :

$\phi$
を導入し, 擬密度関数に関する移流方程式を, 3角形 P2要素による有限要素関数空間 $X_{h}$ により,

$( \frac{\phi_{h}^{n+1}-\phi^{n}h}{\triangle t},$ $\xi_{h})+(u^{n}h^{+}1. \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\phi_{h}^{n},\xi_{h})=0$ , $\xi_{h}\in X_{h}$ (22)

を解いて求める。
表面張力項の算出で単位法線ベクトルと曲率は, 擬密度関数を用いて,

$n$ $=$ $\frac{\nabla\phi}{|\nabla\phi|}=(\frac{\phi_{x}}{\sqrt{\phi_{x}^{2}+\phi_{y}^{2}}},$ $\frac{\phi_{y}}{\sqrt{\phi_{x}^{2}+\phi_{y}2}})$ (23)

$\kappa$ $=$ 7 $\cdot n=\frac{\phi_{yy}^{22}\phi_{xx}-2\phi_{x}\emptyset\phi xy+\emptyset x\phi yy}{(\phi_{x}^{2}+\phi 2)^{3}y/2}$ (24)

のように求められる。 ここでは $\phi$ に付した添字 $x,$ $y$ は偏微分を表す。
擬密度関数に 3角形 P2要素を用いることの利点は, 単位法線ベクトルと曲率が要素単位で求められ、

表面張力効果を有限要素に取り込むのに適していることである。

5.2 領域分割有限要素法スキーム

上記の 2流体問題の有限要素スキームで並列計算を行うことを目的として領域分割有限要素法を適用す
る。 重なりのない領域分割下において、 自然な拡張として次のような算法が考えられよう。

521 流速・圧力の解法

$\Omega_{k}$ 毎に, 流速の P2有限要素空間 $V_{k,h}$ , 圧力の Pl 有限要素空間 $Q_{k,h}$ を作り, 全領域に関する有限要素
空間は積空間, $V_{h}^{\star}= \prod_{k}V_{k,h},$ $Q_{h}^{\star}= \prod_{k}Qk,h$ , による。界面での流速の連続性を拘束条件とする Lagrange
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乗数法を用いる。界面 $\Gamma_{m}$ 上で定義する Lagrange 乗数の有限要素空間 $W_{m,h}$ を作り, 全界面に関する有限

要素空間は積空間, $W_{h}^{\star}= \prod_{m}W_{m,h}$ , による。

(20),(21) に対応して, 各時刻ステップには次の問題を解く。

$(u_{h}^{n+1},p_{h}^{n}, \lambda_{h}^{n})\in V_{hQ_{h}\mathrm{X}W_{h}}^{\star}\mathrm{X}\star\star$

$( \frac{u_{h}^{n+1}-u^{n}h}{\Delta t},$ $v_{h})_{h}+ \frac{1}{\rho}b^{\star}(v_{h,p_{h}^{n}})+j\star(vh, \lambda^{n}h)$ $=$ $f(v_{h})$ , $v_{h}\in V_{h}^{\star}$ , (25)

$b^{\star}(u_{h^{+}}^{n}, q_{h}1)$ $=$ $0$ , $q_{h}\in Q_{h}^{\star}$ , (26)

$j^{\star}(u_{h^{+}}^{n},\mu_{h}1)$ $=$ $0$ , $\mu_{h}\in W_{h}^{\star}$ , (27)

ここで, $f$ は既知項である。

6.2.2 擬密度関数の癬法

$\Omega_{k}$ 毎に, P2有限要素空間 $X_{k,h}$ を作り, 全領域に関しては積空間, $x_{h}^{\star}= \prod_{k}xk,h$ ’により構成する。

界面での連続性を拘束条件とする Lagrange 乗数法を用いる。 $\Gamma_{m}$ 上で Lagrange 乗数の有限要素空間 $Y_{m,h}$

を作り, 全界面に関しては積空間, $Y_{h}^{\star}= \prod_{m}Y_{m,h}$ , による。

(22) に対応して, 各時刻ステップには次の問題を解く。

$(\phi_{h}^{n+1}, \eta_{h^{+1}})n\in Xh\cross Y^{\star}h\star$

$( \frac{\phi_{h}^{n+1}-\phi_{h}^{n}}{\triangle t})\xi_{h})+j^{*}(\xi_{h,\eta_{h}^{n}})$ $=$ $-a_{1}^{\star}(u_{h}^{n+1},\phi h’\xi_{h}n)$ , $\xi_{h}\in x_{h}^{\star}$ , (28)

$j^{\star}(\phi^{n}h^{+}’\mu h)1$ $=$ $0$ , $\mu_{h}\in \mathrm{Y}_{h}^{\star}$ , (29)

5.3 有限要素の還択

以上のスキームのように、部分領域ごとに P2有限要素空間を構成し Lagrange 乗数で接合する場合の
有限要素の選択の方法の 1つは,. 改良 $\mathrm{P}2(\mathrm{h})$ 要素 (改良はモルタル法 [4] に基づき、界面端で連続 1次)

を用いることである。 この選択では、Stokes 方程式などにおいて P2要素が持つ最適な収束性が領域分割ス
キームにおいても保持されることが証明されている。しかし [8] で得られた経験からの類推では, 計算速度

の観点から自由度のより少ない有限要素を選ぶことも可能性がある。具体的には、 $\mathrm{P}1_{\backslash }^{(}\mathrm{h}$) 要素や PO(h) 要

素などである。 今後、検証を進めたいと考えている。

6 おわりに

2次元非圧縮 Navier-Stokes 方程式の領域分割有限要素解法 $[7, 8]$ を発展させて、Lagrange 乗数の基底
関数の選択の拡大や、流速・圧力の基底関数の異なる選択と合わせて考えることにより、 より自由度の高い
領域分割への適用や、2流体問題への適用を検討した。
後半の節のいくつかの内容は研究の中間報告的な内容であるが、今後、 コードの開発及び並列計算機へ

の実装を進めて、実際の問題に応用していきたいと考えている。
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