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1. 要旨 球の充填問題とは、合同な多数の球をなるべく密に詰込む問題であり、

Hi lbertの第 18問題 (の一部) にも取上げられている。枠を決めて何個入るかといった変形

も多数あるが、 ここでは無限空間内の本来の問題、 特に接触数問題と密度問題に限って述

べる。

これは古くから多数の研究がある問題であり、 少しよく調べると 「俗説」の誤りも多数

ある。 この方面の初心者である私にとっては、「数学史研究」の難しさを身にしみて感じ

た体験だった。

2. 接触数問題 2.1 定義と古典的な結果
接触数 (Kissing Number) とは、 $n$次元ユークリッド空間の中で、 –つの中心球 $S$ の周り

に同じ大きさの多数の剛体球を、 すべて $S$ に接するように最大何個配置できるかっという
問題である。

英語の Kissという語は撞球の用語からきている。 $n=1$ (2), $n=2$ (6) $-$括山内は最大接触
数 $-$は自明だが、 その他最大接触数が既知なのは $n=3$ (12), $n=8(240),n=24(198580)$ だ
けである (後述) . $n=3$ 以外はすべて最大接触数を与える配置が–意的 (厳密にいうと鏡

像的配置を同じとみなして) であるために、 それが最大数であることが証明できる。

多くの次元数 $n$ については、既知の最大接触数を与える配置が、整然とした周期的な
格子だが、 次元によっては非格子的 (アモルファス) な配置の方が、 局所的には格子状配

列よりも大きい値を与えることがある。 $-$ このように次元数旧こよって著しく様相が違う
ところが、 面白くもありまた難しい理由でもある。

2. 2 3次元の場合 ;13球の問題

3次元の接触数について、 1670年代に Newton と Gregol との大論争があった。

NeNtonは「立方八面体」 (面心立方格子) を考えて、 12個が限度であり、 そのことを厳
密に証明すればよいと主張した。 これに対して Gregory は正 20面体を考えていた。

正 20面体の外接球の半径 $r$ は、 その–辺の長さ a より僅かに短い。 $-r/a=\cos 18^{o}$であ
る。 $-$ したがって中心球 $S$ の周りに 12個の球を、 各接点が正 20面体の頂点をなすように
配置すれば、 その間に隙間があく。球をうまく片寄らせればもう 1個分の空ができるので
はないか $9-$ もっとも彼がそれを実際にやって見せたわけではない。

この問題は永らく未解決だった。 $-$いまでも本当に解決されたのかどうか疑っている人
がいるらしい。
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多くの本に 「これは 1874年に Bender, $G’\dot{u}n\iota her$ .Hoppe力@証明した」 とある。私もそう書い

たことがある。 しかしこれは誤りだった。

Bender [11は問題を再提出しただけだった。 $G\dot{u}$ntheT [ $\sigma_{1}$ は立体角を計算して、 13個よ

りも $\Leftrightarrow \text{く}th\ovalbox{\tt\small REJECT} 1e$ aいことを示したが、 肝心の 13個 g}fないことにはffinていない
$[7\text{コ}$

$Hoppe\kappa\sim\}e\}h12\dagger E\theta S\text{最大}-c\text{ある^{}\underline{\prime}\text{とを証}}\text{明}\iota,$
$x\tilde{\eta}$ \geq Bカ $\iota,r.p_{\tilde{1}_{\text{、}}}ffl\text{の「証明}Jlharrow B-C$ ti

$T^{\prime\simeq}\backslash \pi 4\geq fl\overline{JE}^{\star nA^{a}6}\llcorner \text{て。}\mathfrak{R}lh12\text{個の球の接触},g_{\backslash }\text{を結}h\text{で球面の}--^{g}-\text{形}a\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{を}\pi\epsilon_{\overline{\mathcal{D}}}\text{とし}$

だが、 彼の操作は五角形状の配列には適用できないことがわかった。

12個の配列を考え、 その隙間の面積を評価して、 まとめて 1個分に足りないことを証明

しようとした論文もあるが、決められた形の隙間が重複する場合があり、 正しい評価にな

っていなかった。

2. 3 13球の問題の解決

結局この問題の最初の正しい証明は、普通には $\text{「}$容易に見ることができて比較的簡単な

証明」 といわれている 1953年の $Sch\dot{u}$ tte-van der Waerdenの論文【151らしい。 後に Leech
口 $|$ ]がさらに $\text{「}$初等的な」証明を与えた。

その考え方は発想を転換して中心球を除き、 空間に 13個のベクトル (球の中心} 靴を、
ノルムが 1以上かつ相互の距離も 1以上という制約条件を付けて配置し、 そのノルムの和
$s$ を最小にするという–種の非線形計画法の問題にする。 $s$ が 13にできれば 13個置けたこ

とになるが、 $s$ の下限が 13より真に大きければ、 13個は置けないことが証明される。

その真の下限値が未知という意味で「未解決」 といえないこともないが、上記 2論文の

評価 (下限は 13よりも大きい) は正しいようである。 したがって最大接触数は 12である。

一見動かしようがない立方八面体も、 うまくひねると正 20面体に変形でき、接触数 12の配

置が連続無限個あるのが、問題を難しくしている。

2. 4 高次元の場合
$n=4$ のときには、 $D4$ 格子 (4次元の体心立方格子) という極めて密な格子があり、 それ

による接触数は 24である。 これが最大と予想されているが、 立体角による評価では 25以下

であって、 25個置けないことが証明されていない。 $-$証明したと称する論文もあるが、不

備が指摘されている。 しかし (楽観的かもしれないが) 3次元のときと同様の方法で、証

明できる可能性がある。コンピ $=$ ータによるモンテカルロ的な実験もあるらしい。

$n=8$ のときには $E8$ 格子、 $n=24$のときには Leech格子という極めて密な格子があり、 そ

れらが最大接触数を与える。 この名は後者は人名である。前者は ( $D4$ も同様) 単純 Lie

群のルート系から生成されるので、 対応する Lie 群の名を転用したものである。 24次元ま

での格子状の最大接触数を与える格子は、 すべて Leech 格子を 1次元ずつ釘って次元を下

げて得られる格子である。$(C\mathfrak{l}\infty)$

24より大きい次元数については、近年多くの発展があったものの、特別な $n$ の値につい

て断片的に知られているだけといってよい。
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当初 Leech格子についても解説する予定だったが、 これは r数学」の話であって「数学
史」 とは縁が遠いので省略する。但しその構成には多くの方法が知られており、最近では
4進コードによる簡単な方法も発表されている (131) 。

参考までに付録に、 Conway-Sloanの本 (改訂増補版) から取った、最大接触数の最新デ
$-$ ?表を載せた。

3. 密度問題 3. 1 問題と古典的な結果

密度問題とは、 $n$次元空間の広い領域 V に多数の単位球を詰込み、 V を全空間に広げた
ときの 球の体積合計/Vの体積 の極限値\Delta (密度) の最大値 (及びそれを実現する配

置) を求める問題である。

$n=2$ のときは正三角形状の配置 (A2格子) が最大を与え、 $\Delta=\pi/$「$IT=$ 0.9089.
. . である。 $n=3$ のとき面心立方格子が最大値\Delta $=\pi/\sqrt{18}=0.7g048\ldots$ を与えるだろう
というのが、 有名な Keplerの予想である (後述) 。

密度の値自体は $narrow\infty$のとき $0$ に近づくが、 その値は $\pi$の累乗を含む複雑な無理数なの
で扱い難い。 そのためにそれを単位球の体積で割った中心密度 $S$ を使うことが多い。 この
値 $\delta$ は単位体積あたりの球の平均中心数を表す。 これ縫 $narrow\infty$のとき全体としては関に近
づく傾向を示すが、 $n$ によってかなり大小があり、 $narrow\infty$ とした漸近的な挙動だけで済む
話ではない。

格子状の配列だけならば、 2次形式の極値問題になる。 しかしこの場合も次元数 $n$ によ

っては、 必ずしも整然とした格子状の配列よりも、 非格子状の配置のほうが高い密度を与
える場合もあるので話が難しい。

3. 2 Keplerの予想

3次元の場合、 面心立方格子 (A3格子) が最密だろうというのは自然な予想だが、未
解決の難問である。密度を上から評価した結果では、 0.7788. . . が永らく記録であり、近
年になって 0.7784. . . に改良されたという。
格子状配列に限れば、 1831年に Gauss $[\dotplus]$が解決したと伝えられている。これに関する
調査を–言する。

東京電機大学 (鳩山校舎) に、 故田村–郎教授が寄贈して下さった Gauss全集全巻があ
る。 論文 [牛] はフライブルグの物理学 Seeber教授宛の、 ドイツ語の手紙である。

その内容は 3変数の 2次形式の標準化と、正定符号であるための条件を論じたもので、
今日では線形代数の初歩にすぎない。 その最後に結晶学などへの応用として、 極値問題を
述べている。 それを現代流に翻訳して証明をつければ、 格子に関する Kepler予想の肯定的

な解決になる。

数学史の問題としては、第–に Gaussが球の密度問題を意識して述べたのか、第二にこ
の手紙が当時関係者に知られていたか、 である。 これらについては更に調査を要するが、
私の現在の判断は以下の通りである。
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第–の点は、 まずこの手紙自体が質問の解答のようである。そして「結晶学への応用」
という語が、 問題意識を暗示していると思う。

第二の点は、後に同じような証明を発表し、 さらに 4次元に拡張した論文の多く (例え

ば $[|0])$ が r1831年 $Gauss\text{」}$ と記述しているので、関係老の間には噂が広まっていたと推

察される。 したがって $\text{「}18s1$年に Gaussが解決した」 という伝統的な説は、 たとえこの手

紙が当時公表されたものではなかったとしても、正しいと判断してよさそうである。

3. 3 Hsiangの結果

Kepler予想及び 13球の問題など、 –連の結果が 1992/3年にバークレイの中国北米国人で

ある Hs iang [8] によって解決されたと報ぜられ、 一時評判になった。 しかしその「証明」
には重大な欠陥があったらしい。Hath. Rev $i$ ews での紹介はもちろん、 Hales $\iota 6$ ] の酷評

がある。 Hs iangの再反論 [$] もあるが、 それらの紹介は省略する。 Halesの論文はこの方

面の絶好の入門解説である。

Hales はもともと保型形式の専門家だったが、 Hs iangとの論争から球の充填問題にのめ

り込み、 1998年 8月についに Kepler予想を解決したというプレプリントを発表した (Conwi

ay-Sloanの本 [’1 ] の増補記事による) 。その詳細は未知であり、論文がどこに発表される

のかも調べていない。 ここ数年聞耳が発表してきた–連の成果からみて、「今度こそ本当

に解決された」 という感じだが、 当面判定を保留する (私の怠慢のため) 。もし正しけれ

ば、 20世紀の内に解決したことを喜びたい。

3. 4 高次元の場合

4次元の場合は、 1872年に $Ko\Gamma kine-Zol0talev[tO\ovalbox{\tt\small REJECT}]\text{が_{、}}$ 格子状の配列に限れば、 $D4$ 格

子によってえられる $\Delta=e/16=0.6069\ldots$が最大なことを証明した。一般の配列について

は未解決だが、 3次元のときと同様にして証明できる可能性がある。

それ以上の次元では、 ほとんど何もわかっていない状況である。前記の本 [1] の増補部
分から、 最新の成果を別表に示した。次元によっては非格子状の配列のほうが密になる場

合も多い。

4. むすび

以上の紹介は、 ごく表面を撫でただけである。 この問題は、符号系 $\circ$ デザイン. 有限群

など、 離散数学の諸問題と深く掛わっている。特に Leech格子とその構成に不可欠な
$6^{o1}$鰐符号系については、歴史を併せて調査したい。私にとっては冒頭にも述べた通り、数

学史研究の真似事をして、 難しさを痛感した体験であった。

注: 別表 1は接触数、 2は密度に関する最新データ。

いずれも Conwaj-Sloan [1] の増補部分による。
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$\backslash -..\backslash \aleph\backslash \sim.\backslash -eo\triangleleft^{\iota\triangleleft}|[[[\sim\epsilon|\aleph-\cdot$

. $\aleph$ $\underline{\aleph}$ $8\overline{.}\overline{\infty}$ $\overline{\triangleleft}\overline{9\backslash }\overline{\omega}$ $\overline{\wedge}$

$-..\overline{\aleph.}--$

$\overline{\Leftrightarrow}.\delta$
$\infty\triangleleft O\backslash$ $u$. $\wedge\cdot$ $\aleph$ $rightarrow\Leftrightarrow$

$0 \cdot o\frac{8\circ}{e0}..-\wedge\vee 0-w$

$\approx$
$S_{\underline{9}}^{\dashv}\circ$

$\overline{\approx}\sim_{\delta}\grave{\ell}.\tilde{S}_{\infty}^{-}\iota_{2}--\sim\sim-\backslash \backslash \aleph\backslash _{\overline{\alpha}}\infty\infty.--\sim\sim-\overline{o\backslash }\sim-\sim--.\sim\nwarrow\sim\overline{\nwarrow}\overline{\infty\backslash .}\sim S--\sim-$.$\sim-\sim\overline{\infty\backslash }\overline{R}\overline{w}t_{\overline{\infty}}^{\sim}--\sim-\overline{o\backslash }\sim-$.$\sim\backslash \aleph\backslash ^{-}-\infty\infty\infty\sim\approx-\sim-\backslash ^{w}-a\sim-\sim 0$

a $<$

$\triangleleft..$. $-\underline{\triangleleft}$

$\xi\Leftrightarrow|.|$. $\Leftrightarrow\infty bae\infty||$
$\frac{\Leftrightarrow}{\triangleleft,\triangleleft Q\backslash \infty}||\frac{\Leftrightarrow}{\aleph}S||\Leftrightarrow\infty\infty\dot{o\backslash }.\circ I|\dot{\Leftrightarrow}\triangleleft\Leftrightarrow\frac{\aleph}{\triangleleft}||\Leftrightarrow\S\Leftrightarrow t\hslash\Leftrightarrow 11\Leftrightarrow\S g||.o\frac{\S}{\backslash 0}||$

$\circ\alpha^{*}\circ\Leftrightarrow\infty b[|$
$\circ 0\circ\infty\aleph\downarrow|$ $\epsilon^{\triangleleft}\dot{\circ}\circ I|\dot{\sim}\dot{\Leftrightarrow}\circ\infty\Leftrightarrow 1|QQg\circ\dot{\Leftrightarrow}II.\Leftrightarrow\frac{\S}{\backslash \circ}||$ $. \Leftrightarrow\S\Leftrightarrow||\dot{\Leftrightarrow}\aleph^{\backslash }0\circ\circ I||\Leftrightarrow\dot{\Leftrightarrow}\frac{\approx}{\triangleleft}It‘\circ\infty\infty\circ I1.\circ$

$sw\frac{o}{\aleph}1\downarrow\frac{o}{\infty\triangleleft\triangleleft Q\backslash }||\infty\dot{\sim}\circ\infty\alpha\infty[|u\xi\Leftrightarrow||$

$\vee\S w\epsilon 0’$
.

$\oe^{g}808$

$\sim\S\underline{o}-\triangleleft n$.
$\wedge\circ\aleph\sim.\cdot.$

.
$\approx\wedge\triangleleft\backslash *II^{-}\underline{.}$

$\backslash \wedge\wedge|.|\vee\cdot$

$\sim^{o}\wedge\iota_{1I}\aleph\alpha\Leftrightarrow$
$‘ \sim^{O}\wedge\aleph\propto\Leftrightarrow\infty\frac{\wedge\sim w}{\aleph}o$

$\sim$

$\underline{ng}\alpha_{\}.\overline{.}$

.

$\vee\Leftrightarrow\overline{s}.$

. $\infty.$. $\Leftrightarrow\frac{..*}{\vee Q\backslash }..$. 8. 8. $a\sigma$

$\dot{\Leftrightarrow}\circ\dot{\Leftrightarrow}\triangleleft|$

.

11 11
$\frac{\wedge\dot oa}{\vee g\S}..\cdot q.\sim\triangleright\S o_{Y}\mathfrak{F}^{\epsilon}$

$\underline{o}\exists O$

$\triangleright$ $\triangleright$ $\triangleright\triangleright\triangleright$ $\triangleright$

$\triangleright\triangleright-.\triangleright-.\triangleright,\succeq\overline{"}\triangleright\overline{\wedge}\triangleright\bigwedge_{\underline{-}}\overline{=}\overline{=}\overline{\Leftrightarrow}\triangleright\vee\triangleright\sim\triangleright\triangleleft\triangleright,\triangleright.\triangleright\wedge\triangleright.\triangleright-\triangleright-\triangleright 0\triangleright$

$\sim r$ \S $\overline{s}$

.
$g$. $\alpha$ $g$ $\epsilon$ $\aleph$ $\simeq$ $g$ $\overline{.}$ S. oe111 $\dagger 1l$ Ill $\mathfrak{l}11$ $111$ Ill } $|1$ $\mathfrak{l}11$

$\wedge\aleph\neg\int$

$\hat{\triangleright.}$
$\hat{\theta}$

$. \frac{-q\wedge}{\varpi}$

$3$ $\wedge=at.$. $\wedge\overline{P}\vee t$. $\cdot\triangleright 1\triangleleft\triangleright l,b’" b\wedge Q.\vee II1^{\cdot}\triangleright-\triangleright Nl11$

$rightarrow B$

$R$
$0\underline{\triangleright}$.

$\frac{oZ}{\}$

$\overline{\frac{\backslash 0\propto}{\vee}.}$

$\overline{\frac{<\S}{\vee}.}$

$\frac{\overline{\backslash \circ g\infty}}{\vee}.\cdot$

$\overline{\Omega 0\infty}$
$.\mathfrak{g}$

$\frac{\wedge-\circ.}{9\approx}.$, $b*-\frac{n}{o}\dot{\infty}.$.

8
$1\wedge$

$\underline{o}$

$\overline{.\infty\aleph}$

$\frac{9\sim}{-}$

$\overline{\vee\infty}$

.

$- \wedge\cdot.\triangleleft.\sim\hat{\aleph}^{\dot{\circ}\dot{g}_{\infty\hat{w}}}\triangleleft\triangleleft\infty=^{u}\backslash \partial-\infty.\grave{w}.u.\aleph\dot{.}.\infty 0^{\tau\wedge}\backslash \cdot.\frac{\triangleleft\triangleleft}{\wedge}\frac{\triangleleft\backslash 0}{\infty}$ $\infty.a_{\vee}\circ\dot{\hat{.,}}\infty_{o}\grave{w_{\backslash ^{I}\epsilon_{\wedge 0^{\backslash }\triangleleft u}}}\dot{o}u\sim\aleph\vee\delta|\dot{s}^{\aleph\sim-}\dot{s}..\dot{s}.\circ\dot{\tilde{S}}\aleph\infty u\grave{\wedge}\aleph$I $\circ^{\dot{\backslash }\wedge}\dot{8}_{\backslash }\triangleleft\triangleleft oou\triangleleft.\vee 8\frac{.e*}{\neg\Phi}.Bo$.
$\backslash ^{I\backslash _{\epsilon}1}\wedge"..\wedge\sim\epsilon-.8td$ さ $-$

$\vee-.\backslash -\vee-.\backslash .\cdot v\wedge\wedge\backslash _{\aleph^{\wedge}}\aleph\backslash -\frac{\wp}{Q}\wedge\triangleright^{u}g\approx$

.

3 $4*\dot{\omega}$

$.\aleph I\mathfrak{l}.s^{s}$

$||\triangleleft I\sim 1_{\wedge}II$ $\veerightarrow\underline{\triangleleft 0\triangleleft\Leftrightarrow||}$

.
$\vee\cdot-\sim 0\triangleleft 0||.\underline’.\frac{\wedge\circ B}{.\Phi\circ s^{\sim}}..‘ a_{o}^{<}-O\epsilon_{F}^{*}\approx_{\dot{a}}.\xi$

$\bigvee_{\overline{t\circ}}\backslash 0\triangleleft\triangleleft\triangleleft w$

$\vee^{\vee\triangleleft g}\underline{\infty\infty}\infty_{g^{a}\triangleleft,8}.\cdot..\cdot$. $\infty\triangleleft C*\approx\infty\overline{.}$

.

ミ
.

$s_{\vee}^{\vee}8^{\Xi}c*$ $\overline{\frac{@}{\Phi}}\overline{\frac{g}{\backslash \Leftrightarrow}}\overline{\frac{@}{\backslash a}}\overline{s\S}$

$\sim.-\overline{a}\overline{\circ\backslash _{.}\backslash }$

置
$\underline{\infty\epsilon c*z}$

$\frac{\hslash}{g,\vee}.\frac{a}{\S}.\frac{a}{g}$. $\ovalbox{\tt\small REJECT} a$.
$\overline{\triangleleft a}\overline{\triangleleft O\backslash }$

$-..\cdot--\cdot$. $\overline{..}\vee.\overline{\vee.}\overline{\cdot.}$
$\vee\backslash \vee$
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