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ノイマン環 $\mathcal{M}$ 上の 2つの faithful normal semifinite (f.n.s.) weight
$\varphi,$

$\psi$ に対して、複素補間法を用いて構成される非可換 $L^{p}$ 空間 $L^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$

と $L^{p}(\mathcal{M}, \psi)$ は可換の場合の類似から互いに同型であると考えられる。 ここ

では Connes の $2\cross 2$行列のテクニックを用いて、上記の同型を与える写像
を構成する。

1節では Calder\’on による複素補間法について説明する。2節ではノイマ
ン環 $\mathcal{M}$ とその前共役空間 $\mathrm{A}4_{*}$ に対して複素補間法を適用し、非可換 $L^{p}$ 空

間を構成する方法を述べ、 $\mathcal{M}$ の $L^{p}$ 空間への両側作用について説明する。
3節では 2節の結果および Connes のテクニックを用いて非可換 $L^{p}$ 空間の
Radon-Nikodym map を構成する。

1 Caldero’ $\mathrm{n}$ による複素補間法

複素補間法とは 2つの Banach 空間の対 $(A_{0}, A_{1})$ が与えられたとき、あ
る正則関数の空間を用いて Banach 空間の族 $C_{\theta}(A_{0,1}A),$ $0<\theta<1$ を構成
する手法である。以下具体的に説明する。

定義 11. $A_{0},$ $A_{1}$ を Banach-空間とする。 $(A_{0}, A_{1})$ が両立対であるとは、あ
る Banach 空間 $E$ への連続な埋め込み $i_{0}$ : $A_{0}\mathrm{c}arrow E,$ $i_{1}$ : $A_{1}\llcorner_{arrow E}$ が与えら
れていることとする。

$A=(A_{0}, A_{1})$ を両立対とする。このとき補間空間 $C_{\theta}(A)$ を次のようにし
て構成する。 まず、 $E$ の部分空間 $\Sigma(A)$ およびそのノルム (inf ノルム) を、

$\Sigma(A)=i_{0}(A_{0})+i1(A_{1})$ ,

$||a||_{\Sigma(A)}= \inf\{||a0||_{A}0+||a_{1}||A1|a=i_{0}(a_{0})+i1(a_{1}), a_{0}\in A_{0}, a_{1}\in A_{1}\},$ $a\in\Sigma(A)$ .

と定義する。 このとき、 $\Sigma(A)$ はノルム $||\cdot||_{\Sigma(A)}$で Banach 空間になる。次
に、正則関数の空間 $F(A)$ を
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$\mathcal{F}(A)=.\{f$ : $Darrow\Sigma(A)$

$f$ は $D$ 上連続、有界で
$D$ の内部で正則で

次を満たす :
(1) $f(it)\in i_{0}(A_{0})$ for all $t\in \mathbb{R}$ ,

関数 $t\in \mathrm{R}\mapsto i_{0}^{-1}(f(it))\in A_{0}$ は連続で

$\lim_{trightarrow\pm\infty}||i_{0}-1(f(it))||A\mathrm{o}=0$

(2) $f(1+it)\in i_{1}(A_{1})$ for all $t\in \mathrm{R}$ ,

関数 $t\in \mathrm{R}\mapsto i_{1}^{-1}(f(1+it))\in A_{1}$ は連続で
$\lim_{t\mapsto\pm\infty}||i^{-}1(1f(1+ii))||_{A}1=0$ .

と定める $0$
ここで $D=\{\alpha\in C|0\leq\Re.\alpha\leq 1\}$ とする。 $\mathcal{F}(A)$ のノルムを

$||f||_{f(}A \rangle=\max\{\sup_{t\in}||i-1(0f(it))||_{A_{\mathrm{O}}}, \sup_{t\in}||i_{1}^{-1}(f(1+it))||A_{1}\},$
$f\in \mathcal{F}(A)$

で定義する。 Phragm\’en-Linde16f の定理より、 $||\cdot||\tau(A)$が $\mathcal{F}(A)$ のノルムに

なる。そして、補間空間 $C_{\theta}(A),$ $0<\theta<1$ , とそのノルムを

$C_{\theta}(A)=$ { $a\in\Sigma(A)|a=f(\theta)$ for some $f\in \mathcal{F}(A)$ },

$||a||_{[} \theta]=\inf\{||f||\mathcal{F}(A)|f(\theta)=a\},$ $a\in c_{\theta}(A)$

で定義する。 このとき、次が成立する。

命題 11. $\mathcal{F}(A)$ および $C_{\theta}(A),$ $0<\theta<1$ , はそれぞれ Banach 空間になる。

注意 :2つの空間の共通部分 $i_{0}(A_{0})\cap i_{1}(A_{1})$ は各補間空間で dense にな

る。 したがって、 $i_{0}(A\mathrm{o})\cap i_{1}(A_{1})=\{0\}$ めときはすべての補間空間は零空間

になってしまう。よって共通部分の多い埋め込みを考えなければ意味がない。

例 1.2. (X, $\mu$ ) を測度空間としたとき. Banach 空間の対 $(L^{\infty}(X, \mu),$ $L1(\mathrm{x}, \mu))$

を Banach 空間 $L^{\infty}(X, \mu)+L^{1}(X, \mu)$ (inf ノルムを与える) に埋め込み、複

素補間法を適用すると、補間空間は $L^{p}(X, \mu),$ $1<p<\infty$ とノルムを込め

て –致する。

2 非可換 $L^{p}$ 空間の構成

Dixmier-境の定理によれば、フォンノイマン環 $\mathcal{M}$ は、predual $\mathcal{M}*$ を

unique に持つ $c*$ 環として特徴づけられる。もし $\mathcal{M}$ が可換ならば、ある測

度空間 (X, $\mu$ ) が存在して $\mathcal{M}=L^{\infty}(X, \mu),$
$\mathcal{M}_{*}=\dot{L}^{1}(X, \mu)$ と表わすことが

できる。 よって、 もし対 $(\mathcal{M}, \mathcal{M}_{*})$ に Calder\’on の複素補間法が適用できれ
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ば、例 12の類似から「非可換な」 $L^{p}$ 空間と呼ぶべきものが得られたことに
なる。ここでは非可換 $L^{p}$ 空間の構成およびその基本的性質について述べる。

$\mathcal{M}$ をフォンノイマン環、 $\varphi$ を $\mathcal{M}$ 上の f.n.s. weight とする。実数 $\alpha$ に

対して $L_{(\alpha)}$ を次のように定義する。

$L_{(\alpha)}=\{x\in \mathcal{M}$

unique に $\varphi_{x}^{(\alpha)}\in \mathcal{M}_{*}$ が存在して、
$\varphi_{x}^{(\alpha}()yz*)=(\pi\varphi(X)J_{\varphi}\Delta_{\varphi}\alpha\Lambda(\varphi y)|J_{\varphi}\Delta_{\varphi}^{-\alpha_{\Lambda_{\varphi}(}}Z))\}$

for all $y,$ $z\in\alpha_{0}$ ,

ここで、 $\{\pi_{\varphi}, \mathcal{H}_{\varphi}, \Lambda_{\varphi}\}$ は\mbox{\boldmath $\varphi$} に付随する半巡回表現、 $J_{\varphi},$ $\Delta_{\varphi}$ はモジュラー作
用素、 oo は対応する (full な) 冨田環である。

命題 2.1. 任意の実数 $\alpha$ に対して、 $L_{(\alpha)}^{\varphi}$ 1よ線形空間で、

$\varphi_{\lambda x+y}^{(\alpha)(\alpha)}\mu yx=\lambda\varphi^{(\alpha)}+\mu\varphi,$ $\lambda,$ $\mu\in C,$ $x,$ $y\in L_{(\alpha)}\varphi$

が成立する。

$L_{(\alpha)}^{\varphi}$ のノルムを

$||x||_{L_{()}} \varphi\alpha=\max\{||x||_{\infty}, ||\varphi_{x}||_{1}\},$ $x\in L_{(\alpha)}^{\varphi}$

で定めると、 $L_{(\alpha)}^{\varphi}$ は Banach 空間になる。
次に実数 $\alpha$ に対して以下の写像を定義する。

$i_{(\alpha)}$ : . $L_{(a)}^{\varphi}arrow \mathcal{M}$ , $i_{\alpha}(x)=X$ , $x\in L_{(\alpha)}\varphi$ ;
$j_{(\alpha)}$ : $L_{(\alpha)}^{\varphi}arrow \mathcal{M}_{*}$ , $j_{(\alpha}$ )

$(x)=\varphi_{x}(\alpha)$ , $x\in L_{(\alpha)}\varphi$ ;

すると、次の結果が成立する。

命題 22 (1) 実数 $\alpha$ に対して

$a_{0}^{2}\subset L_{(\alpha}^{\varphi}\rangle$

が成り立つ。

(2) $i_{(\alpha)}(a_{0})2,$ $\alpha\in C$ , は $\mathcal{M}$ の中で weak operator topology に関して dense
である。

(3) $i_{(\alpha)}(a_{\overline{0}}’),$ $\alpha\in C$ , は $\mathcal{M}_{*}$ の中で norm dense である。

次に dual map を以下のように定義する。

$i_{(\alpha)}^{*}*\cdot$ $\mathcal{M}_{*}arrow(L_{(\alpha)}^{\varphi})^{*}$ , $(i_{(\alpha)}^{*}(\psi))(y)=\psi(y)$ , $\psi\in \mathcal{M}_{*},$
$y\in L_{(\alpha)}^{\varphi}$ ;

$j_{(\alpha)}^{*}$ : $\mathcal{M}arrow(L_{(\alpha)}^{\varphi})^{*}$ , $(j_{(\alpha)}^{*}(X))(y)=\varphi_{y}((\alpha))X$ , $x\in \mathcal{M},$
$y\in L_{(\alpha)}^{\varphi}$

.

このとき、次が成立する。
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定理 23.

(1) 任意の実数 $\alpha$ に対し、 $i_{(\alpha)}^{*},i_{(\alpha)}^{*}$ はともに norm-decreasing injective
linear maps である $\circ$

(2) 等式
$\varphi_{x}^{(\alpha)}(y)=\varphi^{(-\alpha)}y(x),$ $x\in L_{(\alpha)}^{\varphi},$ $y\in L_{(\alpha)}\varphi-\cdot$

が成立する。言い換えれば次の図式は可換である :
$\mathcal{M}$

定義 2.1. 定理 23(2) で定義される両立対を $(\mathcal{M}, \mathcal{M}_{*})_{(}\alpha)$ と書くことにす

る。 $1<p<\infty$ なる $P$ に対し

$L_{(\alpha)}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)=C_{1/P}(\mathcal{M}, \mathcal{M}_{*})_{(}\alpha)$

と定め、非可換 $L^{p}$ 空間と呼ぶ。

$\alpha=-1/2$ で $\varphi$ が state のとき、上で構成された非可換 $L^{p}$ 空間は幸崎の

left $L^{p}$-space([6]) と同じものである。幸崎の記法にならって、 $L_{(-1/2)}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$

を略して $L^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ と書くことにする。同様に、$\alpha=1/2$ のとき $L_{(1}^{\mathrm{p}}(/2)\mathcal{M},$ $\varphi)$

は幸崎の right $L^{p}$ -space である。 これを $L_{R}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ と書く。

また、 $\varphi$ が–般の weight で、 $\alpha=0$ のとき、 $L_{(0)}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ は Terp$([7])$ の

ものと –致する。 したがって上の構成法は、 [6] と [7] の同時拡張になって

いる。

さらに、次のような equivalence が成立する。

定理 24. 実数 $\alpha,$
$\beta$ を任意にとる。 このとき $1<P<\infty$ に対して

$j_{(-\alpha)}^{*}(a)\in L_{(\alpha}p()\varphi)\mathcal{M},-\succ j^{*}(-\beta)(\sigma_{\frac{\varphi(\beta-\Phi \mathrm{I}}{\mathrm{p}}}.\cdot)(a),$
$a\in\alpha_{0}$

で定義される写像は $L_{(\alpha)}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ から $L_{(\beta)}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ への等距離同型 $U_{p_{1}(\beta,\alpha)}$ に

意的に拡張できる。
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命題 22(2) より、 $L_{(\alpha)}^{\varphi}$ は自然に $\Sigma_{(\alpha)}=j_{(-\alpha)}^{*}(\mathcal{M})+i_{(-\alpha\rangle}^{*}(\mathcal{M}_{*})$ の部分
空間とみなせる。 さらに $L_{(\alpha)}^{\varphi}$ は $\mathcal{M}$ と $\mathcal{M}_{*}\text{の}\Sigma_{(\alpha)}$ における共通部分と –

致する。従って、複素補間法の –般論を適用すると、次の\acute Pロ $\Leftrightarrow\theta^{\backslash ^{\backslash \prime}}\backslash \dagger^{\mathrm{B}}\neq$られる。

系 2.5. 任意の実数 $\alpha,$ $1<p<\infty$ なる $P$ に対し、 $L_{(\alpha)}^{\varphi}\mathfrak{l}\mathrm{h}L_{(\alpha)}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ の中
で norm dense.

次に $\mathcal{M}$ の両側作用について述べる。
$a\in \mathcal{M}$ とする $\circ$ Left $L^{p}$-space $L^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ の元

$\xi=j_{(/2}^{*}1)(_{X)i^{*}}+(1/2)(\kappa),$ $x\in \mathcal{M},$ $\kappa\in \mathcal{M}_{*}$

に対して、作用素 $\pi_{p,L}^{\varphi}(a)$ を

$\pi_{\mathrm{P}}^{\varphi},(La)\xi=j(1*/2)(ax)+i^{*}((1/2)a\kappa)$

で定義する $\text{。}$ また right $L^{p_{-\mathrm{s}_{\mathrm{P}}}}\mathrm{a}\mathrm{C}\mathrm{e}L^{\mathrm{P}}(R\mathcal{M}, \varphi)$ の元

$\eta=j_{(\cdot-}^{*}1/2)(y)+i_{(1/)}*(-2\gamma),$ $y\in \mathcal{M},$ $\gamma\in \mathcal{M}_{*}$

に対して作用素 $\pi_{p,R}^{\varphi\prime}(a)$ を

$\pi^{\varphi\prime}(p_{1}R)a\eta=j(*-1/2)(ya)+i*((-1/2)\gamma a)$

で定義する。このとき、次が成立する。

補題 26. $\pi_{p_{1}L}^{\varphi}(a)$ (resp. $\pi_{p,R’(}^{\varphi}a$) $)$ は $L^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ 上の well-defined な bounded
linear operator であり、 $||\pi_{p,L}^{\varphi}(a)||=||\pi_{p|R()|}^{\varphi\prime}a|=||a||_{\infty}$ が成り立つ。
また・ $\pi_{p,L}^{\varphi}$ は $\mathcal{M}$ の $L^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ への representation, $\pi_{p_{1}R}^{\varphi/}$ は $\mathcal{M}$ の

$L_{R}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ への anti-representation である。

さらに実数 $\alpha$ に対して、

$\tau_{p,(\alpha)}^{\varphi}’(a)$ $=$ $U_{p,(\alpha,-1}^{\varphi\varphi}/2)^{\mathrm{O}}T_{p,L}(a)\mathrm{o}Up,(-1\varphi/2,\alpha)$
’

$\pi_{p_{1}(\alpha}^{\varphi/})(a)$ $=$ $U_{P,(1}^{\varphi}\alpha,/2)^{\circ\pi()}p,R,(\varphi\prime a\mathrm{o}U_{p}^{\varphi}1/2,\alpha)$

とおくと、 $\pi_{p_{1}\alpha}^{\varphi}(()a),$ $\pi_{p}^{\varphi},(\alpha)(a)$

’ は $L_{(\alpha)}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ 上の bounded linear operator
であり、次の事柄が成立する。
定理 27.

$||\pi_{p,()}^{\varphi}(\alpha a)||=||\pi_{\mathrm{P},(}^{\varphi\prime}\alpha)(a)||=||a||_{\infty}$ .

さらに

$\pi_{p,(\alpha)p,()}^{\varphi}(a)\circ\pi(\varphi\prime b\alpha)=\pi_{P}\varphi_{l}’(\alpha)(b)\circ\pi_{p,\alpha)}^{\varphi}((a),$ $a,$ $b\in \mathcal{M}$

が成立する。すなわち、 $\pi_{\mathrm{p},(\alpha)}^{\varphi}$ を left action, $\pi_{p,(\alpha)}^{\varphi J}$ を right action として、
$L_{(\alpha)}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ は $(\mathcal{M}, \mathcal{M})$ -bimodule である。
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3 Radon-Nikodym theorem

$\varphi,$
$\psi$ を $\mathcal{M}$ 上の 2つの f.n.s. weight としたとき、対応する非可換 $L^{p}$ 空

間 $L_{(\alpha)}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ と $L^{p}(\alpha)(\mathcal{M}, \psi)$ の問の同型写像 $U_{p,(^{\varphi})}^{\psi}’\alpha$ を構成する。

まず、 ノイマン環 $N$ を $N=\mathcal{M}\otimes M_{2}(\mathbb{C})$ で定義し、正部分凡上の関

1A $\chi$ &
$\chi=\phi(a)+\psi(d),$ $\in N_{+}$

で定義すると、 $\chi$ は $N$ 上の n.s.f. weight になる。 $\chi$ に関する非可換 $L^{p}$ 空

間 $L_{(\alpha)}^{p}(N, \chi)$ を考え、その上の作用素 $p_{1},p_{2}$ を

$p_{1}=\pi_{p,(\alpha)}^{\chi}0\pi_{p,(\alpha)’}^{\chi}$ ,

$p_{2}=\pi_{p,(}^{\chi}\alpha)0\pi_{p,(\alpha)}^{\chi\prime}$

で定義すると次が成り立つ。

補題 3.1. (1) $L_{\mathrm{i}}=p_{1}L_{(}^{p}(\alpha))N,$$\chi$ は自然に $L_{(\alpha)}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ と同–視できる。

(2) $L_{2}=p_{2}L^{p}(\alpha)(N, \chi)$ は自然に $L_{(\alpha)}^{p}(\mathcal{M}, \psi)$ と同–視できる。

この定理の成り立つ理由は、 $p_{1}$ が $2\cross 2$ 行列の $(1, 1)$ 成分だけを取り

出す写像であり、 $\chi$ に関する $N$ と爪の埋め込みの $(1, 1)$ 成分は $\varphi$ に関

する $\mathcal{M}$ と $\mathcal{M}_{*}$ の埋め込みと同–視できるからである。$p_{2}$ に関しても同様。

次に $L_{(\alpha)}^{p}(N, \chi)$ 上の作用素 $u_{1},$ $u_{2}$ を

$u_{1}=\pi_{\mathrm{P},\mathrm{f}\alpha}^{\chi})0\pi_{p,(}^{\chi\prime}\alpha)$ ,

$u_{2}=\pi_{\mathrm{P}_{1}()}^{\chi}\alpha 0\pi_{p,(\alpha\rangle}^{\chi/}$

で定義する $\mathrm{o}u_{2}u_{1}=p_{1},$ $u_{1}u_{2}=_{P2}$ で $u_{1},$ $u_{2}$ は定理 2.7より contraction で

ある。 よって $u_{1}$ は $L_{1}$ を $L_{2}$ の上へ isometric にうつす。 よって求める同型

写像は次のようになる。

定理 32. 定理 3.1の同–視の下で、 $u_{1}\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{h}L_{(\alpha)}^{\mathrm{p}}(\mathcal{M}, \varphi)$ から $L_{(\alpha)}^{p}(\mathcal{M}, \psi)$
へ

の等距離同型写像 $U_{p,(^{\varphi})}^{\psi}’\alpha$ を与える。 また $u_{2}$ はその逆写像 $U_{p,()}^{\varphi,\psi}\alpha$ を与える。

さらに、 $\theta$ を別の $\mathcal{M}$ 上の f.n.s. weight とする。 このとき連鎖律

$U_{p}^{\theta,\psi\psi_{1\varphi}},(\alpha)^{\circ}Up,(\alpha)=U^{\theta}p,|\varphi(\alpha)$

6



が成立する。

また、実数 $\alpha,$
$\beta$ に対して、以下のような可換図式が成立する。

$U_{p,(\alpha}^{\psi\varphi}|)$

$L_{(\alpha)}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)arrow L_{(\alpha)}^{p}(\mathcal{M}, \psi)$

$U_{p1(\beta,\alpha)}^{\varphi}\mathrm{I}$ $\downarrow U_{p,(\beta,\alpha)}^{\psi}$

$L_{(\beta)}^{p}(\mathcal{M}, \varphi)$ $\sim L_{(\rho)}^{p}(\mathcal{M}, \psi)$

$U_{p,(\beta)}^{\psi,\varphi}$

’
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