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今回の講演の主題は次の通りである :

主題 1. $\mathfrak{U}$ を任意の $C^{*}$-環とし、 $\mathfrak{U}\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{R}$ を $\mathbb{R}$ の作用 $\alpha$よる接合積とする。このとき、

この接合積のステイブルランク (stable rank, $\mathrm{s}\mathrm{r}$) は、何で評価できるか ?

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\lambda_{\alpha}\mathbb{R})\leq$ ?

主題 2. $\mathfrak{U}\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{T}$ を任意の C*-環 $\mathfrak{U}$ の $\mathrm{T}$ の作用 $\alpha$よる接合積とする。このとき、このス

テイブルランクは、何で評価できるか ?

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft \mathrm{T}\alpha)\leq$ ?

まず最初に、Rieffel [Rf] によって導入された $\mathrm{C}^{*}$-環のステイブルランクについて

復習する。

定義. $\mathfrak{U}$ を C*環とする。 $\mathfrak{U}$ に単位元がないときは、その単位元付加 $\mathfrak{U}^{+}$を考える。 $\mathfrak{U}$

のステイブルランク $\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})\geq 1$ が $n$ 以下であるとは、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})\leq n\Leftrightarrow L_{n}(\mathfrak{U}\rangle$ が $\mathfrak{U}$ の直和 $\mathfrak{U}^{n}$で稠密
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ただし、次は同値である :

$(a_{i})_{i=1}^{n} \in L_{n}(\mathfrak{U})\Leftrightarrow\sum_{i=1}^{n}a_{ii}^{*}a$が $\mathfrak{U}$ で可逆である。

$\Leftrightarrow\sum_{i=1}^{n}b,a_{i}$が $\mathfrak{U}$ で可逆となる $(b_{i})_{i1}n\in \mathfrak{U}n=$が存在する。

注. この定義は、コンパクト、ハウスドルフ空間 $X$ の被覆次元の、 $X$ 上の連続関数全

体のなす可換 C*-環 $C(X)$ による代数的特徴づけを、一般に非可換の C*-環に拡張し

たものである。

Rieffel によって得られたステイブルランクのいくつかの基本結果 [Rf] は、以下で

断わりなしに用いられる場合がある。

例. $X$ を局所コンパクト、ハウスドルフ空間とし、 $c_{0}(x)$ を無限遠で $0$ になる $X$ 上の

連続関数全体のなす可換 C*環とする。このとき、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C_{0(}X))=[\dim X/2]+1$ ,

ただし、 $\dim X$ は $X$ の被覆次元で、 $[\cdot]$ はガウス記号を意味する。

$\mathfrak{U}=c_{0}(x)$ とし、$\alpha$ を $\mathfrak{U}$上の $\mathbb{R}$ の自明な作用とする。このとき、$\mathfrak{U}\rangle\triangleleft \mathbb{R}\alpha C\cong 0(x\mathrm{X}\mathbb{R})$ .

従って、位相積空間に対する被覆次元の積定理 $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[\mathrm{N}\mathrm{g}])$ をもちいて、次がわかる :

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{R})=[\dim(X\cross \mathbb{R})/2]+1\leq[(\dim X+1)/2]+1$

$\leq[\dim X/2]+1+1=\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})+1$ .

特に、 $X=\mathbb{R}^{n}$で、 \alpha が自明のときは、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(c_{0}(\mathbb{R}n)\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{R})=[(n+1)/2]+1=\{$

$\mathrm{s}\mathrm{r}(C_{\mathrm{o}(}\mathbb{R}^{n}))+1$ $n$ が奇数、
$\mathrm{s}\mathrm{r}(C\mathrm{o}(\mathbb{R}n))$ $n$ が偶数。
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$\mathfrak{U}=C_{0}(\mathbb{R})$ , \alpha がシフトのとき、 $\mathfrak{U}\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{R}\cong \mathrm{K}(\mathrm{c}\mathrm{f}.[\mathrm{P}\mathrm{d}, 7.7])$. ただし、 $\mathrm{K}$ は可算無限

次元ヒルベルト空間上のコンパクト作用素全体のなす C*環である。このとき、

sr(K) $=1<\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})+1=2$ .

例. $\mathfrak{U}$ を任意の C*環とし、 $\alpha$ を $\mathrm{T}$ の $\mathfrak{U}$ 上で自明な作用とする。 このとき、

$\mathfrak{U}\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{T}\cong \mathfrak{U}\otimes C^{*}(\mathbb{T})\cong \mathfrak{U}\otimes C_{0}(\mathbb{Z})$.

したがって、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft \mathrm{T}\alpha)=\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})$.

高級な例として、 $\mathfrak{U}_{n}=C(\mathbb{T}^{n})\lambda_{\beta}\mathbb{Z}$ を単純な非可換トーラスとし、 $\alpha$ を $\mathrm{T}$ の $\mathfrak{U}_{n}$ 上

の双対作用とする。このとき、高井双対定理 $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[\mathrm{P}\mathrm{d}])$ より、

$\mathfrak{U}_{n}\mathrm{x}_{\alpha}\mathrm{T}\cong C(\mathrm{T}^{n})\otimes \mathrm{K}$.

方、Elliott-Lin [EL] の結果より、 $\mathfrak{U}_{n}$は、 $C(\mathrm{T})$ 上の行列環の有限直和の帰納極限に

なっている。ゆえに、 $\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}_{n})=1$ . したがって、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}_{n}x_{\alpha}\mathrm{T})=\{$

$1=\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}1)$ $n=1$

$2=\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}_{n})+1$ $n\geq 2$ .

以上の例をふまえて、今回の主結果は次のとおりである :

定理 1. $(\mathfrak{U}, \mathbb{R}, \alpha)$ を $\mathbb{R}$ による任意の C*-力学系とすると、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft \mathbb{R}\alpha)\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})+1$ .
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また、 $(\mathfrak{U}, \mathbb{T}, \alpha)$ を $\mathrm{T}$ による任意の C*-力学系とすると、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft\alpha \mathbb{T})\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})+1$ .

注. 上の定理で、 $\mathbb{T}$ を可分な可換コンパクト群で置き換えることができる。

これらの公式の左辺を直接計算するのは、一般には難しい問題で、作用 \alpha の情報が

関与してくる。上の不等式の良いところは、右辺が $\mathfrak{U}$ だけの情報で決まることである。

また、上の美しい評価式は、次の Rieffel による $\mathbb{Z}$ による接合積の Stable rank の評

価式が得られて以来予想されてきたが、今まで解けてなかった。

(Rieffel). $\mathbb{Z}$ による任意の C*-力学系 $(\mathfrak{U}, \mathbb{Z}, \alpha)$ に対して、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft \mathbb{Z}\alpha)\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})+1$ .

注. 位相空間の被覆次元に関して、次の積公式が成り立つ $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[\mathrm{N}\mathrm{g}])$ :

$\dim(X\cross Y)\leq\dim X+\dim Y$.

ただし、 $X,$ $Y$ は局所コンパクト、ハウスドルフ空間である。従って、主定理の公式は、

この公式の非転換版と考えられる。

また、定理 1がもっともらしい直感的な理由は、接合積 $\mathfrak{U}\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{R}$ は、 $\mathbb{R}$ 上のコンパク

トな台をもつ $\mathfrak{U}$前連続場 (積は合成積) の全体を C*-完備したものなので、底空間が $\mathbb{R}$

で、 ファイバーが $\mathfrak{U}$ の適当なファイバー空間の連続断面全体とみなせるためである。

定理 1の証明の概略は最後に述べ、その前に、定理 1の発展と応用を先に取り上げ

る。上の定理 1の二つの公式を、次の形に–つにまとめることができる :
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系 2. $\mathfrak{U}$ を C*-環とし、 $G$ を連結可換リー群とする。このとき、次が成り立つ :

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\cross G)\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})+(\dim G\wedge(\dim\hat{G}+1))$ .

ただし、 $\hat{G}$は $G$ の双対群で、 $\wedge$は最小値である。

注. 連結可換リー群は直積リー群 $\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{T}^{s}(n, s\geq 0)$ に同型である。

さらに、評価は荒くなるが、Rieffel の $\mathbb{Z}$ 接合積に対する公式も考慮にいれて、次を

える .

系 3. $\mathfrak{U}$ を $C^{*}$環とし、 $G$ を基本位相アーベル群とする。このとき、次が成り立つ :

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft G)\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})+\dim\hat{G}+1$.

注. 基本位相アーベル群は直積 $1j$ 一群 $\mathbb{R}^{n}\cross \mathrm{T}^{s}\cross F\cross \mathbb{Z}^{l}(n, s, l\geq 0)$ を意味する。た

だし、 $F$ は有限可換群である。

さらに、定理 1の応用として、

系 4. $\mathfrak{U}$ を C*-環とし、 $G=\mathbb{R}$ または $\mathrm{T}$ とする。このとき、 $G$ による接合積 $\mathfrak{U}\lambda_{\alpha}G$ の

連結ステイブルランク (COnneCted Stable rank, $\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}$) とリアル ランク (real rank, $\mathrm{R}\mathrm{R}$ )

は次で評価される :

$\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft_{\alpha}G)\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})+2$, $\mathrm{R}\mathrm{R}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft_{\alpha}G)\leq 2\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})+1$ .

注. 任意の C*-環 $\mathfrak{U}$ の連結ステイブルランクとリアルランクは、ステイブルラ

ンクで次のように評価される $([\mathrm{R}\mathrm{f}|,[\mathrm{B}\mathrm{p}\mathrm{l})$ .

$\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})+1$ , $\mathrm{R}\mathrm{R}(\mathfrak{U})\leq 2\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})-1$ .

定理 1の別の応用として、
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定理 5. $\mathfrak{U}$ を C*-環とし、 $G$ を連結可解り -群とする。任意の接合積 $\mathfrak{U}\rangle\triangleleft G$ に対し、

次がなりたつ .
$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft G)\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})+\dim G$.

特に、 $G$ の C*群環 $C^{*}(G)$ の場合は、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(c^{*}(G))\leq\dim G$

注.

任意の連結可解リー群 $G$ は、岩沢の結果 [Iw] により、次の連続する半直積に同型で

ある .

$(\cdots(H_{1}\rangle\triangleleft H_{2})\rangle\triangleleft\cdots)\rangle\triangleleft H_{\dim G}$, $H_{i}\cong \mathbb{R}$ or $\mathrm{T}(1\leq i\leq\dim c)$ .

このとき、 $\mathfrak{U}\rangle\triangleleft G$ は、次の接合積の繰り返しでかける .

$(\cdots(\mathfrak{U}\aleph H_{1})\rangle\triangleleft H_{2}\cdots)\rangle\triangleleft H_{\dim G}$ .

1次元連結り -群は、 $\mathbb{R}$ か $\mathrm{T}$ に同型である。従って、この定理は定理 1の–般化で

ある。

また、 $G$ に強い条件がついた場合 ( $\mathrm{I}$ 型、巾零など) や、Mautner 群や Dixmier群な

どの非 I 型の具体的な場合、 これらの C*-群環の Stable rank のより精密な評価式がえ

られている ([Sh], [ST1,2], $[\mathrm{S}\mathrm{d}1,2,3,4,5|$ ).

定理 5の応用として、

系 6. 任意の C*-環 $\mathfrak{U}$ の連結可解リー群 $G$ による接合積 $\mathfrak{U}\rangle\triangleleft G$ に対して、

$\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft_{\alpha}G)\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U})+\dim G+2$, $\mathrm{R}\mathrm{R}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft_{\alpha}G)\cdot\leq 2_{\mathrm{S}\mathrm{r}}(\mathfrak{U})+2$dizn $G-1$ .
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特に、 $G$ の C*-群環 $C^{*}$ (のの場合は、

$\mathrm{c}\mathrm{s}\mathrm{r}(c^{*}(G))\leq\dim G+2$, $\mathrm{R}\mathrm{R}(C^{*}(G))\leq 2\dim G+1$ .

最後に定理 1の証明の概略を述べる。

定理 1の証明の概略. $\mathfrak{U}$ は単位元をもつと仮定してよい。 もし $\mathfrak{U}$ に単位元がない場合

は、その単位元付加 $\mathfrak{U}^{+}$ と、 $\mathbb{R}$ の $\mathfrak{U}$ 上の作用\alpha の、 U+への自明な拡張 $\alpha^{+}$を考える。こ

のとき、 $\mathfrak{U}\mathrm{x}_{\alpha}\mathbb{R}$ は、 $\mathfrak{U}^{+}\rangle\triangleleft_{\alpha}+\mathbb{R}$の閉イデアルになる。従って、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\cross_{\alpha}\mathbb{R})\leq \mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}^{+}\mathrm{x}_{\alpha}+\mathbb{R})$.

次に、 $\mathfrak{U}\rangle\triangleleft_{\alpha}\mathbb{R}$ の普遍表現に対応する共変表現 $(\pi, u)$ を考える。 さらに、 $C^{*}(\mathbb{R})$ の

鱈こ対応する次の表現を同じ記号で $u$ とする .

$u(f)= \int_{\mathbb{R}}f(t)utdt$ , $f\in L^{1}(\mathbb{R})$ .

このとき、 [Pd, TheOrem 7.6.6] の証明より、 $\mathfrak{U}x_{\alpha}\mathbb{R}$ は、 $\pi(\mathfrak{U})$ と $u(C^{*}(\mathbb{R}))$ で生成され

る C*-環 $C^{*}(\pi(\mathfrak{U})u(C^{*}(\mathbb{R})))$ に閉イデアルとして含まれることがわかる。また、 $(\pi, u)$

が共変表現であることから、 $C^{*}(\pi(\dot{\mathfrak{U}})u(C^{*}(\mathbb{R})))$ は、元 $\pi(a)u(f),$ $a\in \mathfrak{U},$ $f\in C^{*}(\mathbb{R})$

の有限線形和で生成されていることに注意する。

次に、 $\mathfrak{B}=C^{*}(\pi(\mathfrak{U})(u(C^{*}(\mathbb{R})+\mathbb{C}1))$ とおく。ただし、 1 $l\mathrm{h}\pi(\mathfrak{U})$ の単位元である。

このとき、 $\mathfrak{U}x_{\alpha}\mathbb{R}$ は $\mathfrak{B}$ の閉イデアルとみなせる。 よって、

$\mathrm{s}\mathrm{r}(\mathfrak{U}\rangle\triangleleft\alpha \mathbb{R})\leq \mathrm{S}\mathrm{r}(\mathrm{B})$.

さらに、 $\mathit{0}*(\mathbb{R})^{+}\cong C(\mathrm{T})$ で、 $C(\mathrm{T})$ がユニタリ元である座標関数 $\mathrm{i}\mathrm{d}(z)=z$ で生成

されていることに注意する。写像 $C(\mathbb{T})\cong C^{*}(\mathbb{R})^{+}arrow u(C^{*}(\mathbb{R}))+\mathbb{C}1$ によるこのユニ
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タリ元の像を $W$ とする。 このとき、次の有限線形和の集合 :

$D=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}\{\pi(a)W^{k}|a\in \mathfrak{U}, k\in \mathbb{Z}\}$

が $\mathfrak{B}$ を生成することがわかる。この $D$ は–般の Z-接合積の稠密部分に似ているが、 $\pi$

と $W$ との関係は共変的ではない。そこで、Rieffel の Z-接合積のステイブルランク

の評価式 [Rf] の証明の–部改良版を証明すればよいことになる。 しかしながら、 ここ

に、離散接合積と連続接合積の違いが現れていて、証明をつめるのはかなりやっかい

なので、興味ある読者は [Sd6] を参照せよ。
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