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Abstract

プロヅクノルムを用いた多目的配置問題を考える。まず、この問題に関して有効解
が真性有効解 [1] と同値であることを示す。次に、 この問題の有効解を同じノルムを
用いた minisum, 而mlmax, fuzzy maximin 録配置問題の最適解によって特徴付ける。

1 はじめに

$R^{n}$ に需要点が与えられたとき、新たに単–の施設を配置しようとする問題は単–施
設配置問題と呼ばれる。この問題は通常、施設と需要点の間の距離を含む単–の目的関数
をもつ最小化問題として定式化される。 $\ell$ 個の需要点燐 $\in R^{n},i=1,2,$ $\cdots,l$ と $R^{n}$ 上定

義されたノルムト 1が与えられていると仮定する。 $x\in R^{n}$ を施設の位置を表す変数と
する。 このとき多目的配置問題 (MCP) は

$f_{\mathrm{M}\mathrm{C}\mathrm{p}}(X)\equiv(||X-d1||, ||X-\phi||, \cdots, ||_{X}-d\ell||)^{\tau}$

を最小化する問題である。MCP は有効解または準有効解を求める問題である。 $x_{0}\in R^{n}$

に対して $f_{\mathrm{M}\mathrm{C}\mathrm{P}}(x)\leq f_{\mathrm{M}\mathrm{C}\mathrm{P}}(x_{0})$ かつ fM。(x)\neq f、CP(x0) となる $x\in R^{n}$ が存在しないと
き $x\mathit{0}$ をMCP の有効解といい f、。(x) $<f_{\mathrm{M}\mathrm{c}\mathrm{P}}(x0)$ となる $x\in R^{n}$ が存在しないとき $x_{0}$

をMCP の準有効解という。これらの定義より各需要点は MCP の有効解であり MCP の
有効解は MCP の準有効解である。MCP の他に

ど

$f_{\mathrm{M}\mathrm{s}\mathrm{P}}(x) \equiv.\sum_{-^{-}1}\lambda i||x-d_{i}||$
,

を最小化する minisum 型配置問題 (MSP) と
$\lambda$

$f_{\mathrm{M}\mathrm{M}\mathrm{P}}(x)\equiv \mathrm{m}\mathrm{a}\delta \mathrm{C}\{\lambda:||x-dt|| : i\in\{1,2, \cdots, l\}\}$ ,

を最小化する minimax 型配置問題 (MMP), ここで $\lambda_{i}$ は各偽, $i\in\{1,2, \cdots,l\}$ に対する

正の重みである, および [8] において定式化された fuzzy maximin 型配置問題 (FMMP)
を考える。 [8] において MMP にファジィ概念を導入し、 $R^{2}$ において非対称直角距離を
用いた FMMP が議論されている。

. MCP MSP MMP におけるノルムをブロックノルムとする。ベクトル値凸計画問題の
理論より、ある点が MCP の準有効解であるための必要十分条件はその点がある $0$ でな

い\mbox{\boldmath $\lambda$} $\equiv(\lambda_{1},\lambda_{2,l}\ldots,\lambda)^{T}\geq 0$ に対する MSP の最適解になることであり (Lowe et al. [6]
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の Theorem 1参照)1 MMP の任意の最適解は MCP の準有効解である。 $[3,4]$ において
$n=2$ の場合についてのみ、ある点が MCP の有効解であるための必要十分条件はその
点がある正の $\lambda$ に対する MSP の最適解になることであり、MMP の少なくとも 1つの
最適解は MCP の有効解であることが示されている。本稿では、 ブロックノルムを用い
た MCP, MSP, MMP, FMMP を考える。 まず、MCP に関して有効解が真性有効解と同
値であることを示す。真性有効解は田において–般のベクトル値最小化あるいは最大化
問題に対して導入された概念であり、それは有効解を制限したもので有効解より望ましい
性質を持っている。次に、MCP の有効解を MSP, MMP, FMMP の最適解によって特徴
付ける。

2節において、真性有効解の性質を与える。3節において、ブロックノルムの性質を与
える。 4節において、MCP に関して有効解が真性有効解と同値であることを示し、MCP
の有効解を MSP の最適解によって特徴付ける。5節において、 MCP の有効解を MMP
お最適解によって特徴付ける。最後に、 6節において MCP の有効解を FMMP の最適解
によって特徴付ける。

2 真性有効解

本節では、真性有効解の性質を与える。
実数値関数轟: $R^{n}arrow R,i=1,2,$ $\cdots l$ に対して次のベクトル値最小化問題を考える。

minimize $f(x)\equiv(f_{1}(x),f2(x),$ $\cdots,f_{\ell}(x))^{T}$

(P)
subjoet to $x\in Q$

ここで $Q$ は空でない $R^{n}$ の部分集合である。前節と同様に $x_{0}\in Q$ に対して $f(x)\leq f(x_{0})$

かつ $f(x)\neq f(x_{\mathit{0}})$ となる $x\in Q$ が存在しないとき $x0$ を (P) の有効解といい f(x) $<$

$f(x_{0})$ となる $x\in Q$ が存在しないとき x0を (P) の準有効解という。

定義 1([1]) $x_{\mathit{0}}\in Q$ に対して $x_{\mathit{0}}$ 力 S (P) の有効解であり、 かつ $f\iota.(x)<fi(x_{\mathit{0}})$ であるす
べての $i\in\{1,2, \cdots,\ell\}$ および $x\in Q$ に対して $fj(xo)<f\mathrm{j}(x)$ を満たす $j\in\{1,2, \cdots,\ell\}$

および正数 $M$ が存在し、

$\frac{f_{i}(X_{0})-fi(x)}{f_{j}(x)-fj(_{X}0)}\leq M$

が成立するとき鞠を (P) の真性有効解という。

(P) の真性有効解に対して次のスカラ一化された最小化問題の最適解による特徴付け
が知られている。

$(\mathrm{P}_{\lambda})$

minimize $\sum_{i=1}^{\ell}\lambda_{i}fi(x)$

subject to. $x\in Q$

135



定理 1([1]) $Q$ を $R^{n}$ の空でない凸集合とし轟, $i\in\{1,2, \cdots,p\}$ を $Q$ 上の凸関数とする。
このとき $x_{0}\in Q$ が (P) の真性有効解であるための必要十分条件は $x_{0}$ がある $\lambda>0$ に

対する $(\mathrm{p}_{\lambda})$ の最適解になることである。

次の定義において真性有効解を調べる上で有用な道具を準備する。

定義 2 $\mathrm{Y}$ を齎の空でない部分集合とする。

(i) 集合

cone $\mathrm{Y}\equiv\{\lambda y:\lambda\geq 0,y\in \mathrm{Y}\}$

を $\mathrm{Y}$ によって生成される錐という [2] 。

(ii) $y_{0}\in \mathrm{Y}$ に対して、集合

$D(\mathrm{Y};y_{0})\equiv$ { $d\in R^{\ell}$ : $y_{\mathit{0}}+\lambda d\in \mathrm{Y}$ for some $\lambda>0$}

を $\mathrm{Y}$ の $y_{\mathit{0}}$ における射影錐という [7] 。

補題 $\rceil$ $\mathrm{Y}$ をがの空でない部分集合とする。 $y_{0}\in \mathrm{Y}$ に対して

$D(\mathrm{Y};y_{0})=Cone(\mathrm{Y}-\{y\mathrm{o}\})$

となる。

補題 2 $\mathrm{Y}$ をがの空でない有界な凸多面体とし $\{y_{1}, y_{2}, \cdots , y_{s}\}\subset$がを $\mathrm{Y}$ の有限基底
とする。 $y_{0}\in \mathrm{Y}$ に対して

cone $(\mathrm{Y}-\mathrm{t}y\mathrm{o}\})=C\{y_{1}-yo’ y2-y\mathrm{o}’\cdots, ys-y_{\mathit{0}}\}$

となる o ここで $C\{y_{1}-y_{0},$ $y_{2^{-y_{0},\cdots,ysy\}\equiv}}$
.

$-0\{\Sigma_{j=1\gamma_{j}}^{s}(yj-y_{0})$ : $\gamma_{j}\geq 0,$ $j\in$

$\{1,2, \cdots, s\}\}$ である o .

次の定理は真性有効解に対するもう 1つの特徴付けを与える。

定理 2([7]) $x_{0}\in Q$ が (P) の真性有効解であるための必要十分条件は

$dD(f(Q)+ae_{+};f(X\mathrm{o}))\cap R\underline{e}=\{0\}$

となることである。 $\text{ここで}R_{+}^{\ell}\equiv\{y\in R^{\ell} : y\geq 0\},R_{-}\ell\equiv\{y\in R^{p} : y\leq 0\}$ であり $d\mathrm{Y}$

は $\mathrm{Y}\subset$ 窟の閉包である。
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$\mathrm{S}$ ブロックノルム

本節では、 ブロックノルムの性質を与える。

定義 3([11,12]) $B$ は $R^{n}$ の有界な凸多面体で原点に関して対称でその内部に原点を含
むとする。 $x\in R^{n}$ のブロックノルム $||x||$ は次のように定義される。

$||x|| \equiv\inf\{\lambda>0 : x\in\lambda B\}$

以下、定義 3における $B$ が与えられていると仮定する。すなわち $B$ によって定義される
プロヅクノルムが与えられている。 $B$ のすべての端点を $b_{j},j=1,2,$ $\cdots,$

$2r$ とする。ここ
で $b_{r+j’}=-b_{\mathrm{j}’},j’=1,2,$ $\cdots,r$ とする。 このとき $x\in R^{n}$ のブロックノルムは次のよう
にも表すことができる $[11,12]$ 。

(1) $||x||= \mathrm{m}\dot{\mathrm{m}}\{\sum_{j=1}^{2r}\gamma_{j}$ : $x=j= \sum_{1}^{2}\gamma jbj,\gamma j\geq 0,j\in\{1,2, \cdots,2r\}\}$

’

以下、 区分的線形凸関数を考える。実数値関数 $f:R^{n}arrow R$ がある $k\in N$ , ここで
$N$ はすべての自然数の集合である, と $a_{j}\in R^{n},$ $b_{j}\in R,j=1,2,$ $\cdots,$

$k$ に対して

$f(x)= \max\{a_{1}^{T}x+b_{1}, a_{2}^{\tau_{X}}+b_{2}, \cdots, a_{k}^{T}x+b_{k}\}$

と表せるとき $f$ を区分的線形凸関数という。特に、ある $a\in R^{\mathrm{n}}$ と $b\in R$ に対
して $f(x)=a^{T}x+b$ と表せるとき $f$ を線形 (またはアフィン) 関数という。言い
かえると、 $f$ が区分的線形凸関数であるための必要十分条件はそのエピグラフ $[f]\equiv$

$\{\in R^{n+1}$ : $f(x)\leq y,x\in R^{n},y\in R\}$ が $R^{n+1}$ における凸多面体となることである
[10] 。 [10] において、 区分的線形凸関数は多面凸関数と呼ばれている。

$f_{i},i\in\{1,2, \cdots,\ell\}$ を区分的線形凸関数とする。このとき、各轟, $i\in\{1,2, \cdots,p\}$ はあ
る $k\dot{.}\in N$ と $a_{ij}\in R^{n},$ $b_{ij}\in R,j=1,2,$ $\cdots,$

$k\dot{.}$ によって

$f \dot{.}(x)=\max\{a_{i1}^{\acute{T}}X+b_{i1},a^{T}i2^{X}+b_{i2}, \cdots,a_{ik^{X}}^{T}.\cdot+b_{ih}\}$

と表せる。– 性を失うことなく、各 $i\in\{1,2, "\cdot,P\}$ と $\alpha\in\{1,2, \cdots, k_{i}\}$ に対して aLx0
$+b_{\dot{\iota}\alpha}>a_{ij}^{T}x_{\mathit{0}}+b_{\dot{\iota}j},$ $j\in\{1,2, \cdots, k_{\dot{l}}\}\backslash \{\alpha\}$ となる $x_{0}\in R^{n}$ が存在すると仮定する。例え
ば、 もし aTllx+bn $>a_{1j}^{T}x+b_{1_{J}^{\prime,j}}\in\{2,3, \cdots, k_{1}\}$ となる $x\in R^{n}$ が存在しないならば
$f1$ は $f1(x)= \max\{a^{\tau_{2}}X1+b_{12}, \cdots, a_{1k_{1}}^{T}x+b_{1k_{1}}\}$ と表せることになる。これは $a_{11}^{T}x+b_{11}$

が $f1$ の表現に対して冗長な式であることを意味している。

$S_{a}\equiv\{x\in R^{n} : a^{T}x1\alpha+b_{1\alpha}\geq a_{1j}^{T}x+b_{1j},j\in\{1,2, \cdots,k_{1}\}\backslash \{\alpha\}\},\alpha=1,2,$
$\cdots,$

$k_{1}$

とおくとこれらは $R^{\iota}$ の凸多面体であり次の条件を満たす。

(a) int $S_{\alpha}\neq\emptyset,$ $\alpha\in\{1,2, \cdots, k_{1}\}$ , ここで int $S$ は $S\subset R^{n}$ の内部である。

(b) (int $S_{\alpha}$ ) $\cap(ints_{\rho})=\emptyset,\alpha\neq\beta,\alpha,\beta\in\{1,2, \cdots, k_{1}\}$
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(c) $\bigcup_{a^{1}}^{k}=1sa=R^{n}$

(d) $f1$ は各 $S_{\alpha},$ $\alpha\in\{1,2, \cdots, k_{1}\}$ 上線形である。

$S_{\alpha},$ $\alpha\in\{1,2, \cdots, k_{1}\}$ が条件 $(\mathrm{a})-(\mathrm{c}.)$ を満たすときそれらは条件 (A) を満たすという。同
様に

$T_{\beta}\equiv\{x\in R^{n} : a_{2\rho}^{T}x+b_{2\beta}\geq a_{2j}^{T}x+b_{2j},j\in\{1,2, \cdots, h\}\backslash \{\beta\}\},\beta=1,2,$ $\cdots,$
$k_{2}$

とする o $\{U_{1}, U_{2}, \cdots, U_{\mathrm{p}}\}\equiv\{S_{a}\cap T_{\beta}$ : $\alpha\in\{1,2, \cdots, k_{1}\},$ $\beta\in\{1,2, \cdot\cdot\cdot\cdot, h\},$ $int(S_{a}\cap T\rho)$

$\neq\emptyset\}$ とおくと $U_{\alpha},$ $\alpha\in\{1,2, \cdots, p\}$ は条件 (A) を満たす。さらに、 $f_{1},f_{2}$ は諸 $U_{\alpha},\alpha\in$

$\{1,2, \cdots,p\}$ 上線形である。上の議論を続けると、ある $V_{\mathrm{i}}$ , $V_{2},$
$\cdots,$

$V_{q}$ が存在して条件 (A)
を満たし轟, $i\in\{1,2, \cdots,l\}$ は各 $V_{\alpha},$ $\alpha\in\{1,2, \cdots, q\}$ 上線形となることがわかる。

補題 3 $S$ を $R^{n}$ の空でない凸多面体とし、 $f_{i},i\in\{1,2,$ $-\cdot$ . $,p_{\}}$ を線形とする。このとき
$f(S)$ は雇の凸多面体となる。さらに、 $S$ が有界ならば $f(S)$ も有界になる。

補題 4 $f(x)\equiv||x||$ とすると

$[f]=C\{$ : $j\in\{1,2, \cdots, 2r\}\}$

となる。

補題 4において $f$ のエピグラフは $R^{n+1}$ における凸多面体になるのでブロックノルム関
数 $||\cdot||$ : $R^{n}arrow R$ は区分的線形凸関数である。

4, MCP と MSP の関係

本節では、MCP においては有効解と真性有効解が同値であることを示し、MCP の有
効解を MSP の最適解によって特徴付ける。
まず、 (P) と $(\mathrm{P}_{\lambda})$ を考えて轟, $i\in\{1,2, \cdots,l\}$ が区分的線形凸関数で $Q=R^{n}$ であ

るとき (P) において有効解と真性有効解が同値であることを示す。定理 1より、それは
$x_{0}\in R^{n}$ が (P) の有効解であるための必要十分条件は $x_{0}$ がある $\lambda>0$ に対する $(\mathrm{P}_{\lambda})$

の最適解になること意味する。

定理 3 $f_{\dot{l}},i\in\{1,2, \cdots,\ell\}$ が区分的線形凸関数で $Q=R^{n}$ ならば $x_{\mathit{0}}\in R^{n}$ が (P) の有
効解であるための必要十分条件は x0が (P) の真性有効解になることである。

次に、MCP と MSP を考える。補題 4より、各 $||x-d_{i}||,i\in\{1,2, \cdots,\ell\}$ は $x$ に関
して区分的線形凸関数である。定理 1と 3より次の系を得る。

系 1 $x_{\mathit{0}}\in R^{n}$ に対して次は同値である。

(i) $x_{0}$ は MCP の有効解である。

(ii) $x_{0}$ は MCP の真性有効解である。

(iii) $x_{\mathit{0}}$ はある $\lambda>0$ に対する MSP の最適解である。
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5 MCP と MMP の関係

本節では、MCP の有効解を MMP の最適解によって特徴付ける。
まず、 (P) と次の mtnimax 型の問題を考える。

$(\mathrm{P}_{\lambda}’)$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{e}$ $g(x) \equiv\max\{\lambda_{;}f_{i}(X) : i\in\{1,2, \cdots,l\}\}$

subjoet to $x\in Q$

以下、 $f_{i},i\in\{1,2, \cdots,p\}$ は非負区分的線形凸関数であり $Q=R^{n}$ と仮定する。任意に固
定された $\lambda>0$ に対して $(\mathrm{P}_{\lambda}’)$ の最適解が存在し、任意の最適解は (P) の準有効解であ
ることが容易に示される。さらに、 次の定理を与える。

定理 4 $f_{i},i\in\{1,2, \cdots,p\}$ が非負区分的線形凸関数であり $Q=R^{n}$ ならば任意に固定さ
れた $\lambda>0$ に対する $(\mathrm{P}_{\lambda}’)$ の最適解で少なくとも 1つの最適解は (P) の有効解である。

系 2 任意に固定された $\lambda>0$ に対する MMP の最適解で少なくとも 1つの最適解は
MCP の有効解である。

次に、 系 2を説明するために MCP と MMP の数値例を与える。

数値例

ブロックノルムが
$B=\{(x_{1,2}X)^{\tau} : |X_{1}|+|X_{2}|\leq 1\}$

によって定義されているとする。このとき

$f_{\mathrm{M}\mathrm{C}P}(x)=(||x-d_{1}||, |\models- \mathit{4}$釧$I|x -d_{3}||)^{T}$

を最小化する MCP と

$f_{\mathrm{M}\mathrm{M}P}(x)=\mathrm{m}\mathrm{a}3\mathrm{c}\{||x-d_{i}|| : i\in\{1,2,3\}\}$ ,

を最小化する MMP を考える。 ここで $x=(x_{1},x_{2})T$ であり

$d_{1}=(0,2)\tau,$ $d_{2}=(2,0)^{T},$ $d_{\mathrm{s}=}(0,0)^{T}$

とする。 この場合、 $n=2,P=3,$ $\lambda\dot{f}1=,i=1,2,3$ ,

$f_{\mathrm{M}\circ \mathrm{P}}(X)=(|x_{1}|+|x_{2}-2|, |x_{1}-2|+|x_{2}|, |x_{1}|+|x_{2}|)^{T}$,

$f_{\mathrm{M}\mathrm{M}\mathrm{P}}(x)=\mathrm{m}\mathrm{a}s\mathfrak{c}\{|X_{1}|+|x_{2}-2|, |x_{1}-2|+|x_{2}|, |x_{1}|+|x_{2}|.\}$

である。このとき MMP のすべての最適解の集合は

$\{\lambda(1,1)^{T} : 0\leq\lambda\leq 1\}=\bigcap_{i=1}^{3}\{x\in P : ||x-d_{i}||\leq 2\}$

となる。
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図 1 $s*$ : MMP のすべての最適解の集合

このとき、有効解の定義より $(0,0)^{T}$ が MCP の有効解である。

6 MCP と FMMP の関係
本節では、MCP の有効解を FMMP の最適解によって特徴付ける。
$\lambda>0$ に対して FMMP は

$\min\{\mu_{i}(\lambda_{i}||X-d_{i}||) : i\in\{1,2, \cdots,l\}\}$

を最大化する問題である。 ここで

$\mu_{i}(\lambda_{i}||x-d_{i}||)\equiv\{$

1 if $\lambda_{i}||x-d_{i}||<L.$,

$h(\lambda_{i}||x-d_{i}||)$ if $L_{i}\leq\lambda_{i}||x-d_{i}||<L_{i}+e_{i}$

$0$ if $\lambda;||X-d_{i}||\geq L_{i}+e_{i}$

$i=1,2,$ $\cdots,$
$p$

$h( \lambda_{i}||X-d_{i}||)\equiv 1-\frac{1}{e_{i}}(\lambda_{i}||x-d_{i}||-Li)$

であり $L_{i},$ $e_{i},i=1,2,$ $\cdots,\ell$ は正の定数である。 $x\in R^{n}$ と各 $i\in\{1,2, \cdots,p\}$ に対してメ
ンバーシップ関数のグレード\mu ’(\mbox{\boldmath $\lambda$}dlx-\mbox{\boldmath $\phi$}ll) は需要点 $d_{i}$ に対する満足度を意味する。
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FMMP の最適解が存在することが容易に示される。 しかし、 もし FMMP の最適値が $0$

ならその最適解は意味がない。よって、以下、 FMMP の最適値が正であるごとを仮定す
る。すなわち $\{x\in R^{n} : \lambda i||x-d_{i}||<Li+e_{i},i\in\{1,2, \cdots,p\}\}\neq\emptyset$ であることを仮定す
る。 FMMP は問題 (FMMP’)

maximize $u$

subject to $\lambda\dot{.}||x-d_{i}||\leq L_{i}+(1-u)e_{i},i=1,2,$ $\cdots,l$

と次の意味で同値である。

(i) もし $(x^{*},u^{*})$ が FMMP’ の最適解ならばげは FMMP の最適解であり

$\min\{\mu:(\lambda_{i}||x^{*}-di||) : i\in\{1,2, \cdots, \ell\}\}=\{$

$u^{*}$ if $0<u^{*}\leq 1$

1 if $u^{*}>1$

となる。

(ii) FMMP のすべての最適解の集合は

$\{x\in R^{n} :\lambda_{i}||x-\dot{d}_{i}||\leq L_{i}+(1-\min\{1,u*\})e_{i},i\in\{1,2, \cdot..,p\}\}$

となる。

$u’\equiv 1-u$ とおくと FMMP’ は次のように書ける。

nlinimize $u’$

subject to $\lambda_{:}||X-d_{i}||\leq L_{i}+u’e_{i},i=1,2,$ $\cdots,\ell$

(1) よりこれは次の線形計画問題に再び書きなおすことができる。
$\mathrm{m}\mathrm{i}\dot{\mathrm{m}}\mathrm{m}\mathrm{i}_{\mathrm{Z}\mathrm{e}}$ $u’$

ゲ

subject to
$\lambda_{i}\sum_{\mathrm{j}=1}\gamma ij\leq L+u’e_{i}$

,

$x-d_{i}= \sum_{j=1}\gamma ijb_{j}$
,

$\gamma_{ij}\geq 0$,
$i=1,2,$ $\cdots,l,\cdot j=1,2,$

$\cdots,$
$2r$

ここで $\gamma_{j}\dot{.}$ は追加された変数である。よって、 もし $B$ のすべての端点が与えられている
なら上のような線形計画問題を解くことによって FMMP を飾くことができる。
次の定理は MCP の有効解を FMMP の最適解によって特徴付ける。
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定理 5 $u^{*}$ を任意に固定された $\lambda>0$ に対する FMMP’ の最適値とする。

(i) もし $0<u^{*}<1$ ならば FMMP の任意の最適解は MCP の準有効解であり、
FMMP の最適解で少なくとも 1つの最適解は MCP の有効解である。

(ii) もし $u^{*}\geq 1$ ならば FMMP の最適解で少なくとも 1つの最適解は MCP の有効解
である。

定理 5の (ii) において、 もし $L_{:},i\in\{1,2, \cdots,p\}$ が十分大きいならば FMMP の最適解
で MCP の準有効解でないものが存在することに注意。
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