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1 はじめに

ここでは、 一般化した $\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$ (multivariate total positivity of order two) について議論し、部分観

測可能なマルコフ過程における多段決定モデルに適応する。 この性質は、 $\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$ として知られてい

る性質の–般化である。 $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{i}[5]$ において、 MTP2を用いた仮定の下で、部分観測可能なマルコフ
連鎖の性質を議論し、 $\mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{i}[6]$ で–般化を行っている。 -方、 FKG 不等式は MTP2のときに成り
立つ性質であり、 Fortuin et al. [1], Kemperman [2] および Preston [7] では、確率測度が絶対連続

の場合に議論している。
ここでの議論において、部分観測可能なマルコフ過程の状態は、完備で可分な全順序が定義された

距離空間に含まれているものとする。 また、 状態に関する情報は、 すべて状態空間上の確率測度で

表されるとする。 ここでは、情報は多変量確率変数を通して得られるものとし、一般化した $\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$

を用いた仮定の下で議論することにする。
第 2節では、一般化した MTP2を定義し、確率測度のあいだにこの性質を用いて順序を定義する。

また、 この不等式のいくつかの基本的な性質を求める。部分観測可能なマルコフ過程において、学習
プロセスとしてベイズの定理を用いていることから、非減少関数の期待値に関して順序関係を保存
する性質を持つことがわかる。第 3節では部分観測可能なマルコフ過程を導入し、第 4節では、この
確率過程における逐次決定問題を議論するために、 事前情報と事後情報の間の関係についての性質
を求める。 最後に、例として簡単な最適停止問題に触れる。

2 一般化した $\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$ とその性質

$S$ を完備で可分な全順序が定義された距離空間とし、 この可測空間で定義されている全順序を $\leq$

で表す。 $\mathcal{B}$ を $S$ の Borel 集合とし、 $P(S)$ を可測空間 $(S, B)$ 上の確率測度の集合とすれば、

$P(S)= \{\mu|\int_{S}\mu(dS)=1,$ $\mu(B)\geq 0(B\in B)\}$ (1)

である。 これらの確率測度のあいだに、定義 1 によって順序を定義する。 ここでは、確率測度 $\mu$ が

絶対連続であるとは仮定しない。

定義 1 $\mu$ と $\nu$ を $P(S)$ に含まれる 2つの確率測度とする。背反な 2 っの Borel 集合 $A$ と $B$

$(A, B\in B)$ に対して、 $A\prec B$ ならば

$\mu(A)\nu(B)\leq\mu(B)\nu(A),$ $i.e..,$ $\geq 0$ , (2)
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であり、少なくとも 1 っの $A$ と $B$ の組み合わせに対して、 $\mu(B)\nu(A)>\mu(A)\nu(B)$ となるとき、
$\mu\succ\nu$ とする。 もし、任意の $A\in B$ に対して、確率 1で $\mu(A)=\nu(A)$ ならば $\mu=\nu$ とする。 も
し、 $\mu=\nu$ または $\mu\succ\nu$ のとき $\mu\succeq\nu$ とする。
ただし、 $S$ に含まれる任意の 2つの Borel 集合 $A$ と $B$ に対して、 $A\prec B$ とは $a\leq b$ が任意の

$a\in A$ と $b\in B$ に対して成り立つときをいう。

確率測度 $\mu$ と $\nu$ が絶対連続で、確率密度 $l^{x}(S)$ と $\nu(s)$ を持つとき、 (2) 式は $\mu(t)\nu(S)\geq\mu(s)_{l^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}(t)$

$(s, t\in S, s<t)$ に等しい。 これは、 $\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$ (total positivity of order two) に等しい。 $S$ で定義された
関数 $u(\mu)$ が、任意の確率測度 $\mu$ と $\nu(\mu\succeq\nu)$ に対して $u(\mu)\geq u(\nu)$ のとき、 この関数を $\mu$ 非減
少関数という。

部分観測可能なマルコフ過程における逐次決定問題を考える上で、非減少関数の期待値に関する
順序の保存性を示すことが必要である。 そのために、 一般化した MTP2に関する命題 1 と 2 を
示す。
いま、 $d$ を $S$ で定義された距離とする。任意の部分集合 $A\subset S$ に対して、 $d(A)$ を

$d(A)= \sup_{\epsilon a_{1},a2A}d(a1, a_{2})$

で定義する。
つぎに、 $\mu$ と $\nu$ を $P(S)$ に含まれる 2つの確率測度で、 $\mu\succ\nu$ とする。 これらの $\mu$ と $\nu$ に対し
て、集合 $B$ の部分集合 $S_{\epsilon}$ を

$S_{\epsilon}=$ {$A\in \mathcal{B}|\mu(A)\geq\nu(A),$ $d(A)<\mathrm{g},$ $A$ は連結}

で定義する $(\epsilon>0)$.。定義から、 これらの集合は $\mu$ と $\nu$ に依存するが、便宜上 $\mu$ と $\nu$ を記号から
省くことにする。

補題 1 $A,$ $B\in$ 島ならば $A\cap B\in S_{\epsilon}$ および $\mu(A\cup B)\geq\nu(A\cup B)$ である。

集合 $S_{\epsilon}$ に対して、 $u_{\epsilon}= \inf_{s\epsilon S_{\mathcal{E}}}S$ とし、集合族 $E_{\epsilon}$ を

$E_{\epsilon}=\{A|\{u_{\epsilon}\}\prec A, \mu(A)=\nu(A)=0, A\in B\}$

とする。 つぎに、 $\tilde{E}_{e}$ を $\tilde{E}_{\epsilon}=\bigcup_{A\epsilon E_{\epsilon}}A$ とし、 G. を G. $=( \bigcup_{A}\epsilon s_{\epsilon}A)\cup\tilde{E}_{\epsilon}$ とする $\circ$

補題 2 集合 $G_{\epsilon}=( \bigcup_{A\in S}A\epsilon)\cup\tilde{E}_{\epsilon}$ が連結集合である。

補題 3 集合 $G$ を $G= \bigcap_{\epsilon>0}c6$ とするとき、 $A\subset G$ となる任意の集合 $A\in B$ に対して、 $l^{4(A)}\geq$

$\nu(A)$ である。

補題 4 $\mu$ と $\nu$ を $P(S)$ に含まれる 2つの確率測度で、 $\mu\succeq\nu$ とする。 このとき、 $(S\mathrm{x}S, \mathcal{B}\cross B)$

での確率測度 $\delta$ で

$\delta(A\mathrm{x}S)$ $=$ $\mu(A)$ $f\sigma r$ all $A\in \mathcal{B}$ (3)
$\delta(S\mathrm{X}B)$ $=$ $\nu(B)$ $fo\uparrow$’all $B\in B$ , (4)

かつ

$\delta(\{(s,t)|(S, t)\in S\mathrm{x}s, s\geq t\})=1$ (5)

となるものが存在する。
ただし、 $H$ を $H=S\mathrm{n}G\mathrm{c}$ , すなわち $G\cup H=S$ とする。
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証明. (2) 式を満たす 2つの確率測度 $\mu$ と $\nu$ に対して、上記で考えた集合 $G$ と $H$ を考える。 ここ

では、直積測度空間 $(S\cross S, \mathcal{B}\cross B)$ を考えるので、すべての矩形集合 $A\mathrm{x}B\in B\cross B$ に対する確率

測度 $\delta$ について議論する。 まず、 $S\cross S$ での確率測度 $\delta$ を

$\delta(A\cross B)$ $=$ $\nu(G\cap(A\cap B))+\mu(L\cap(A\cap B))$

$+ \frac{(\mu(G\cap A)-\nu(G\cap A))(\nu(L\cap B)-\mu(L\cap B))}{\mu(L)-\nu(L)}$

と定義する。 (3) 式、 (4) 式および、 and (5) 式が成り立つことを示すことは簡単である。例えば、

$\mu(G)-\nu(c)=\mu(L)-\nu(L)$ だから

$\delta(S\mathrm{X}B)$ $=$ $\nu(G\cap B)+\mu(L\cap B)+\frac{(\mu(G)-\nu(G))(\nu(L\cap B)-\mu(L\cap B))}{\mu(L)-\nu(L)}$

$=$ $\nu(G\cap B)+\nu(L\cap B)=\nu(B)$

となり、 (4) 式が示される。 もし、 $A\cross B\subset\{(s, t)|s<t\}$ ならば、測度 $\delta$ の定義から、簡単に

$\delta(A\cross B)=0$ を示すことができる。 口

命題 1 $P(S)$ に含まれる 2つの確率測度 $\mu$ と $\nu$ で $\mu\succeq\nu$ とする。 このとき、 $h:Sarrow \mathcal{R}_{+}$ が有

界な B-可測で非減少関数とすれば

$\int_{S}h(s)d\mu(s)\geq\int_{S}h(_{S)\nu()}ds$

である。

つぎに、補題 4 と命題 1 を全順序が定義された完備距離空間の直積空間で、 自然な形で半順序

が定義されている場合に拡張する。
いま、

ハ

$S^{n}= \prod_{=i1}S$
,

$\mathcal{B}^{n}=\prod_{i=1}\mathcal{B}$
,

とする。 ただし、 $S^{1}=S,$ $\mathcal{B}^{1}=\beta$ である。つぎに $\mu_{n}$ を直積可測空間 $(S^{n}, \mathcal{B}^{n})$ での確率測度とす

る。 ここで $P(S^{n})$ を $(S^{n}, \mathcal{B}^{n})$ での確率測度の集合とすれば

$P(S^{\text{れ}})= \{\mu_{n}|\int_{S^{n}}\mu_{n}(ds^{n})=1,\mu n(Bn)\geq 0(B^{n}\in Bn)\}$ (6)

となる。 $(S^{n}, \mathcal{B}^{n})$ での確率測度の間に定義 1 を–般化した順序を定義する。

定義 2 $S^{n}$ の 2つの集合 $A^{n}= \prod_{i1}^{n}=A_{i}$ と $B^{n}= \prod_{i=1}^{n}Bi$ で $A_{i},$ $B_{i}\subset S$ かつ $A_{i}\cap B_{i}=\emptyset$ とす

る $(i=1, \cdots, n)$ 。いま、 $A_{i}\prec B_{i}$ ならば $A_{i}\vee B_{i}=B_{i}$ および $A_{i}\wedge B_{i}=A_{i}$ とする。記号 V とく

を $A^{n} \mathrm{v}B^{n}=\prod_{i=1}^{\text{れ}}Ai\vee B_{i},$ $A^{n} \wedge B^{n}=\prod^{n}i=1A_{i}\wedge B_{i}$ で定義する。

定義 3 $(S^{n}, \beta^{n})$ での 2つの確率測度を $\mu_{n}$ および $\nu_{n}$ とする。 たがいに背反な Borel 集合 $A^{n}=$

$\prod_{i=1}^{n}A_{i}$ と $B^{n}= \prod_{i=}^{n}1B_{i}$ $(A^{n},B^{n}\in \mathcal{B}^{n}, A_{i}, B_{i}\subset S, A_{i}\cap B_{i}=\emptyset, i=1, \cdots,n)$ に対して、

$\mu_{\text{れ}}(A^{n_{}}B^{n})\nu_{n}(An\wedge Bn)-\mu_{n}(An)\nu(nBn)\geq 0$ (7)

であり、少なくとも 1つの組み合わせ $A^{n}$ と $B^{n}$ について $\mu_{n}(A^{n_{\vee}}B^{n})\nu n(An\Lambda Bn)>\mu_{n}(A^{n})_{\mathcal{U}}n(B^{n})$

のとき $\mu_{n}\succ\nu_{n}$ であるとする。 また、任意の $A^{n}\in$ 酔に対して、確率 1で If \mu 7(A勺 $=\nu_{n}(A^{n})$

のとき $\mu_{n}=\nu_{n}$ とする。 $\mu_{n}=\nu_{n}$ または $\mu_{n}\succ\nu_{n}$ ならば $\mu_{n}\succeq\nu_{n}$ である。
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注 1 空間 $S$ での確率測度 $\mu$ と $\nu$ に対して、 $A\prec B$ であるような背反なBorel 集合 $A$ と $B$

$(A, B\in B)$ が (2) 式を満たすとする。 もし、 $\mu$ と $\nu$ が絶対連続で確率密度 $\mu(s)$ および $\nu(s)$ を持

てば、 (勿式は任意の $s,$ $t\in S$ に対して\mu (s V $t$) $\nu(s\wedge t)\geq\mu(s)\nu(t)$ と同値である。 この性質は $\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$

として知られているもので、 (2) 式は、 この性質の–般化といえる。
$(s^{\text{れ}}, \mathcal{B}^{n})$ 上の確率測度の間に、 (7) 式を用いて順序を定義する。推移法則と、確率変数 X、が絶対

連続で確率密度を持てば、 この不等式は $\mathrm{L}4\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$ と同値である。 このことから、 (7) 式で定義される

順序は MTP2の–般化であり、一般化した $\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$ と呼ぶことにする。後で示す命題 2の (20) 式
は $FKG$ 不等式と呼ばれ、 この性質は [$\mathit{1}\mathit{1},[\mathit{2}l,I7J$ などで示された性質の–般化といえる。

補題 5 $\mu_{n}$ と $\nu_{n}$ を $P(S^{n})$ 上の 2つの確率測度で、 $\mu_{n}\succeq\nu_{n}$ とする。つぎに、 $\mu_{n-1,n-1}\nu$ を $\mu_{\text{ユ}}$

と $\nu_{n}$ の周辺測度とすれば、 $\mu_{n-1}(A^{n-}1)=\mu_{n}(A^{n-}1\cross S)$ および $\nu_{n-1}(Bn-1)=\mathcal{U}_{n}(An-1\mathrm{x}S)$

$(A^{n-1}\cross S, B^{n-1}\cross S\in S^{n-1}\cross S=Sn)$ である。 このとき

$\mu_{n-1}(A^{n-1}\vee B^{n-1})\nu_{n}-1(An-1\wedge Bn-1)-\mu n-1(An-1)\nu_{n-1}(Bn-1)\geq 0$

である。

証明. はじめに、 直積空間 $S\mathrm{x}S$ を、 $D=\{(s, t)|s<t, s, t\in S\},$ $E=\{(s, t)|s=t., s, t\in S\}$ と

$F=\{(s, t)|s>t, s, t\in S\}$ の 3つの領域に分割する。

$\mu_{n-1}(A^{n-}1)_{U(B)=}\text{れ}-1\text{れ}-1\int_{S\mathrm{x}S}\mu_{n}(A^{n-1}, ds)\nu_{n}(B^{n-1}, dt)$

$=$ $\int_{D}\{\mu_{n}(An-1, ds)\nu n(Bn-1, dt)+\mu n(An-1, dt)_{U_{n}}(B^{n}-1, ds)\}$

$+f_{E}\mu_{n}(A^{n-}1, dS)\mathcal{U}n(Bn-1, dt)$

であり

$\mu_{n-1}(A^{n}-1_{B^{n-1})}\nu_{n-1}(A^{n-1}\wedge B^{n}-1)$

$=$ $\int_{D}\{\mu_{n}(A^{n}-1SB^{n-1}, d)\nu n(A^{n-1}\wedge Bn-1, dt)$

$+\mu_{n}(An-1\vee B^{n-1}, dt)\nu_{n}(An-1\wedge B^{n-1}, ds)\}$

$+f_{B}\mu_{n}(An-1\vee B^{n-1}, dS)\nu_{n}(An-1\wedge B^{n-1}, dt)$

だから、領域 $D$ と $F_{\lrcorner}$ でこららの値を比較すればこの補題は示される。 口

帰納法を用いて次の性質が示される。

補題 6 $\mu_{n}$ と $\nu_{n}$ を $P.(S^{n})$ 上の 2つの確率測度で、 $\mu_{n}\succeq\nu_{n}$ とする。このとき、 $(S^{n}\cross S^{n},\dot{e}^{n}\cross B^{n})$

上の確率測度 $\delta$ で

$\delta(A^{tl}\cross S^{n})$ $=$ $\mu_{n}(A^{n})$ $A^{n}\in B^{n}$ (8)

$\delta(S^{n}\cross B^{n})$ $=$ $\nu_{n}(B^{n})$ $B^{n}\in B^{n}$ , (9)

および
$\delta(\{(s^{n}, t^{n})|(.s^{n},t^{n})\in S^{n}\cross S^{n},s^{n}\succeq t^{n}\})=1$ (10)

となるものが存在する。
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証明. $\mu_{n},$ $\nu_{n}$ の周辺測度 $\mu_{n-1},$ $\nu_{n-1}$ を $\mu_{n-1}(A^{n-}1)=\mu_{n}(A^{n-}1\cross S),$ $\nu_{n-1}(Bn-1)=\nu_{n}(An-1\cross$

$S)(A^{n-1}\cross S, B^{n-1}\cross S\in S^{n-1}\cross S=s^{n})$ とする。補題 5 より. 帰納法の仮定から $(S^{n-1}, e^{n-}1)$

上の確率測度 $\mu_{n-1},$ $\nu_{n-1}$ に対して

$S^{n-1}= \prod_{i=1}sn-1$, $B^{n-1}= \prod_{i=1}^{n-1}\mathcal{B}$,

とすれば、 $(S^{n-1}\cross s^{n-1}, e^{n-1}\cross ae\tau \mathrm{z}-1)$ 上の確率測度 $\tilde{\delta}$ で

$\tilde{\delta}(A^{n-1}\mathrm{x}S^{n-1})$ $=$ $\mu_{n-1}(An-1)$ $A^{n-1}\in\beta^{n-1}$ (11)
$\tilde{\delta}(S^{n-1}\mathrm{x}B^{\text{れ}}-1)$ $=$ $\nu_{n-1}(A^{n-}1)$ $B^{n-1}\in \mathcal{B}^{n-1}$ , (12)

および

$\tilde{\delta}(\{(_{\mathit{8}^{n}t}-1,n-1)|(S^{n}-1, tn-1)\in s^{n-}1\cross S^{n-1}, S\succ n-1-1t^{n}\})=1$ (13)

となるものが存在する。
2つの部分集合 $A^{n-1}$ と $B^{n-1}$ で $A^{n-1}\prec B^{n-1}(A^{n-1},$ $B^{n-1}\in B^{n-1},$ $A^{n-}1n-1= \prod_{i}=1A_{i},$ $B^{n-1}=$

$\prod_{i1}^{n-1}=Bi)$ となるものを考える。 $\mu_{n-1}(A^{n}-1)\neq 0,$ $\mu_{n-1}(B^{n-}1)\neq 0$ のとき、任意の $A,$ $B\in \mathcal{B}$ に対
して

$\hat{\mu}_{A^{n-1}}$ $=$ $\frac{\mu_{n}(A^{n-1}\cross A)}{\mu_{n-1}(A^{n}-1)}$ , (14)

$\hat{\nu}_{B^{n-1}}$ $=$ $\frac{\nu_{n}(B^{n-1}\mathrm{x}B)}{\nu_{n-1}(B^{n}-1)}$ (15)

とおく。 このとき、

$\mu_{n}(A^{n-1}\mathrm{x}A)$ $=$ $\hat{\mu}_{A^{n-1}1}(A)\mu_{n}-(A^{n-1})$ , (16)
$\nu_{n}(B^{n-1}\mathrm{x}B)$ $=$ $\hat{\nu}_{B^{n-1}}(B)\nu-1(nBn-1)$ , (17)

であり、 $\hat{\mu}_{A^{n-1}},\hat{\nu}B^{n-}1$ は、 $(S^{1}, B^{1})=(S, B)$ 上の確率測度となる。
ここで、 $\hat{\mu}_{A^{n-1}}\succeq\hat{\nu}_{B^{n-\iota}}$ となるから補題 4 より、 $(S\cross S, \mathcal{B}\mathrm{x}B)$ 上の確率測度 $\hat{\delta}_{A^{n-1},B^{n-1}}$ で

$\hat{\delta}_{A^{n-1}},B^{n-\iota(S)}A\cross$ $=$ $\hat{\mu}_{A^{n-}}1(A)$ $A\in \mathcal{B}$ (18)

$\hat{\delta}_{A^{n-1},B^{n}}-1(s\chi B)$ $=$ $\hat{\nu}_{B^{n-}}1(B)$ $B\in B$ , (19)

および

$\hat{\delta}_{A}n-\iota,Bn-1(\{(s, t)|(S, t)\in s\cross S, S\geq t\})=1$

となるものが存在する。
つぎに、 $(S^{n}\mathrm{x}S", \mathcal{B}^{n}\mathrm{x}\beta n)$ 上の確率測度 $\delta$ を

$\delta((A"-1, A)\cross(B^{n-1}, B))=\tilde{\delta}(A^{n-1}\cross B^{n-1})\hat{\delta}_{A^{n-}}1,B^{n-}1(A\cross B)$

とする。 この $\delta$ がこの補題の性質を満たすことは簡単にわかる。口

命題 1 と同じように、非減少関数の期待値に関する順序関係を保存する性質を求めることができ
る。 証明は命題 1 を示すのに用いた方法と同様にして求められるので、 ここでは簡単に説明する。
はじめに $\mathcal{R}_{+}^{k}$ での関数の性質を定義する。
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定義 4k-次関数 $\varphi$ : $\mathcal{R}_{+}^{k}arrow \mathcal{R}+$ が $x\prec y$ のとき $\varphi(x)\leq\varphi(y)(\varphi(x)\geq\varphi(y))$ であれば、 この関
数を $x$ に関する非減少関数 (非増加関数) という。

命題 2 $P(S^{n})$ に含まれる 2つの確率測度 $\mu_{n}$ と $\nu_{n}$ で、 $\mu_{n}\succeq\nu_{n}$ とする。 もし、 $t_{l}$ : $S^{n}arrow \mathcal{R}_{+}$

が $B^{\tau l}$ 上の有界な非減少関数であれば

$\int_{S^{n}}h(s)d\mu n(s)\geq\int_{S^{n}}h(\mathit{8})d\mathcal{U}(ns)$ (20)

である。

$\mathrm{S}$ 部分観測可能なマルコフ過程

部分観測可能なマルコフ過程で、その状態を直接には知ることは出来ないとする。 ここで、 $S$ を

完備で可分な全順序が定義された距離空間とし、 この確率過程の状態を表凱 この可測空間で定義
されている全順序を $\leq$ で表面 この状態空間 $S$ に対して、 $B$ を $S$ の Borel 集合とする。 さらに、

$P(\cdot|s)(s\in S)$ を推移法則を表すとし、 状態空間 $S$ から $S$ への推移を表港 島に、 可測集合 $B\in B$

に対して

$P(B|_{S)=} \int_{B}p(dt|s)$ ,

とする。 ここで、任意の状態 $s\in S$ に対して、 $p(\cdot|s)$ は $S$ 上の確率測度である。 $P(B|\cdot)$ が絶対連続
の場合は、その確率密度関数を $p(\cdot|s)$ とする。
この確率過程の状態 $s$ に対して、平均が有限で非負の裕次の多変量確率変数 $X_{s}$ を仮定し、観測

過程を表すものとする。 この確率変数の確率分布を、任意の $s\in S$ と Borel 集合 $C\subset \mathcal{R}_{+}^{k}=(0, \infty)^{k}$

に対して

$\mathrm{P}\mathrm{r}(Xs\in c)=\int_{C}f(dx|s)$ , (21)

とする。 もし、確率密度 $f(x|s)$ が存在すれば Pr(X, $\in C$) $= \int_{c^{f(x}}$ ls)血である。 これらの確率変
数から得られる標本を用いて、 この確率過程の状態に関する情報を得る。
確率過程の状態に関する情報は、すべて $S$ 上の確率測度で表され、情報全体の集合は第 2節で定
義した $P(S)$ である。 これらの確率測度のあいだに定義 1 を用いて順序を定義する。
任意の標本値 $x=$ $(x_{1}, \cdots , x_{k})(\in \mathcal{R}_{+}^{k})$ と事前構報 $\mu$ に対して、事後情報が存在し、ベイズの定

理にしたがって学習する。事前情報炉 $\mu$ のとき、 この確率過程は推移法則 P(十) にしたがってまず
推移する。任意の可測集合 $B\in \mathcal{B}$ に対して、確率測度 $\overline{\mu}$ は次のようになる。

$\overline{\mu}(B)=\int_{S}P(B|s)\mu(\ )$ . (22)

標本値 $x$ を観測した後で、ベイズの定理にしたがって情報を $\overline{\mu(x)}$ と改良する。任意の可測集合
$B\in.B$ に対して、事後情報は

$\overline{\mu(x)}(B)=\frac{\int_{B}f(x|t)\overline{\mu}(dt)}{\int_{S}f(x|t)\overline{\mu}(dt)}$ , (23)

となる。 ただし、 $x\in \mathcal{R}_{+}^{k}$および $\mu\in P(S)$ とする。
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4 ベイズ学習プロセスへの応用

いま、
$k$ た

$\mathcal{R}_{+}^{k}=\prod 7i=1l_{+}$
, $\lambda^{\prime k}=\prod_{i=1}\mathcal{X}$

とし $\mathcal{R}_{+}^{1}=\mathcal{R}_{+},$
$\mathcal{X}^{1}=\mathcal{X}$ とおく。 ここで、 $\mathcal{X}$ は $\mathcal{R}+$ の Borel 集合とする。任意の状態 $s\in S$ に対

して、 $F_{k}(\cdot|s)$ を $(\mathcal{R}_{+}^{k}, \mathcal{X}^{k})$ 上の確率測度とする。

仮定 1 たがいに素な 2つの Borel 集合を $X^{k}= \prod_{i=1}^{k}X_{i}$ および $\mathrm{Y}^{k}=\prod_{i=1}^{k}Y_{i}(X^{k},$ $\mathrm{Y}^{k}\in$

$\mathcal{X}^{n},$ $x^{r_{i}},$ $l_{i}\nearrow\subset \mathcal{R}_{+},$ $X_{i}\cap l^{\nearrow=}i\emptyset,$ $i=1,$ $\cdots,$
$k)$ とする。任意の状態 $s,$ $t\in S$ に対して

$F_{k(X^{k}}\vee \mathrm{Y}^{k}|s\vee t)F_{k(X}k\wedge \mathrm{Y}^{k}|s\wedge t)\geq F_{k}(Xk|s)^{p_{k}}(\mathrm{Y}k|t)$ . (24)

である。

仮定 2 任意の状態 $s\in S$ に対して、推移法則を P(十)(s\in S) とする。 状態 $s$ および $t$ が $s\prec t$

のとき、
$P(A|S)P(B|t)\leq P(B|s)P(A|S)$ (25)

である。

注 2 確率測度と推移法則がともに絶対連続であれば、 (24) 式と (25) 式は

$f(x\wedge y|s\wedge t)f(Xy|s\vee t)$ $\geq$ $f(y|s)f(X|t)$ , (26)

$p(u|s)p(v|t)$ $\geq$ $p(v|s)p(u|t)$ (27)

と同値である。 ただし、 $u\prec v(u, v\in S)$ とする。 (2の式は $\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$ であり、 $\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$ の–般化になって

いる。 この過程の状態が経済状態を表すと考えれば、それが観測値に影響することになる。一般的に
はこれらの値を直接知らないが、それについての部分情報を持っている。仮定 1から、 $s$ の値が大

きくなるにつれ状態が良くなると考えることができる。

仮定 1 と 2 のもとで、 (22) 式と (23) 式で定義された事後情報と事前情報のあいだの関係につ

いて考える。 情報が複数の独立な確率変数から得られる場合については、 Nakai [4] で考察されてい

る。 はじめに、裕次の標本空間順序を入れる。

定義 5 $x=(x_{1}, \cdots, x_{k})$ と $y=(y_{1}, \cdots,y_{k})$ を $\mathcal{R}_{+}^{k}$ からの 2つの標本とする $\circ$

$x_{i}\leq y_{i}(i=$

$1,2,$ $\cdots,$
$k)$ のとき、 $x$ は $y$ より小さいといい、 $x\prec y$ と表す。

補題 7 任意の $\mu,$ $\nu\in P(S)$ に対して、 $\mu\succeq\nu$ ならば $\overline{\mu}\succeq\overline{\nu}$ である。

定理 1 任意の $\mu\in P(S)$ に対して、 $x\prec y$ ならば $\overline{\mu(x)}\succeq\overline{\mu(y)}$ である。

定理 2 任意の $x\in \mathcal{R}_{+}^{k}$ に対して、 $\mu\succeq\nu$ ならば $\overline{\mu(x)}\succeq\overline{lJ(x)}$ である。

これらの性質は Nakai [3, 4, 5] で用いられた方法と同じようにして求めることができるので、 こ

こでは証明を省略する。
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注 3 確率変数が絶対連続で密度関数を持つとき、事後情報もまた $\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{P}_{2}$ である。すなわち、任意
の標本 $x$ と $y$ に対して、

$\overline{\mu(X\vee y)}(St)\overline{\mu(x\wedge y)}(s\wedge t)\geq\overline{\mu(y)}(S)\overline{\mu(X)}(t)$

である。 この性質は、Mkai $I\mathit{4}$ , 毎で用いたものと同様の方法で示すことができる。

これらの性質は、事前情報と事後情報のあいだの関係に関するものであり、部分観測可能なマルコ
フ過程での逐次決定問題を解析する上で必要な性質である。 事後情報に関する条件付き期待値に関
して、命題 1 より、 $S=\mathcal{R}+$ とおくことによって次の性質が得られる。

系 1 $\mu_{k}$ & $\nu_{k}$ を $(\mathcal{R}_{+}^{k}, \mathcal{X}^{k})$ 上の 2つの確率測度とする。 $C^{k}= \prod_{i1}^{k}=$ Ci と $D^{k}= \prod_{i1}^{k}=D_{i}$ を背反
な 2っの Borel 集合とし $(C^{k}, D^{k}\in \mathcal{X}^{k}, Ci, D_{:}\subset \mathcal{R}_{+}, Ci \cap D_{i}=\emptyset, i=1, \cdots, k)_{\text{、}}$

$\mu_{k}(C^{k_{}}Dk)\nu_{k}(\mathrm{c}^{k}\wedge D^{k})-\mu_{k}(\mathrm{c}k)\nu k(D^{k})\geq 0$

とする。 もし、 $h:\mathcal{R}_{+}^{k}arrow \mathcal{R}+$ が $\mathcal{X}^{k}$ の有界な非減少可測関数ならば

$\int \mathcal{R}_{+}^{k}(_{X}h(x)d\mu_{k})\geq I^{h}n_{+}^{k}*(x)d\nu k(X)$

である。

もし、 $\varphi(x)$ が $x$ の非減少関数であれば、仮定 1 と系 1 より $\Phi(s)=\mathrm{E}[\varphi(\mathrm{x}_{s})]i\partial^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}s$ の非減少
関数であることがわかる。 このことから、系 1 より次の補題が得られる。

補題 8 $\mu\succeq\nu(\mu, \nu\in P(S))$ ならば

$\mathrm{E}_{\mu}[\varphi(X)]=\int_{S}\{\int_{\mathcal{R}_{+}}k)\varphi(Xf(dx|s)\}\mu(d_{S)}\geq\int_{S}\{\int_{\mathcal{R}_{+}}ky\varphi(x)f(dX|s)\}(ds)=\mathrm{E}_{\mathcal{U}}[\varphi(X)]$

が $x$ の任意の非減少関数 $\varphi(\cdot)$ について成り立つ。

最後に、 ここで考えた部分観測可能なマルニフ過程での簡単な最適停止問題を考える。 $n$ 個の
裕次元実確率変数が 1度に 1つずつ順番に現れる。 これらの確率変数は、 このマルコフ過程の状態
に依存し、その状態を直接には知ることができないとする。 これらの確率変数から得られる標本値
$x=(x_{1}, \cdots, x_{k})$ を知って、 この時点で停止するかどうかを決定し、 このマルロフ過程の未知の状
態についての情報を改良する。 これらの確率変数は、 これらの状態にのみ依存し、 すべての情報は
状態空間上の確率測度として表される。 このとき停止すれば、標本値 $x$ で定まる利得 $\varphi(x)$ が得ら
れる。停止しなければ、 この標本値を用いて情報を改良し新たな標本値を観測する。 この利得関数
$\varphi(x)$ は、 $x$ の非減少関数とする。例えば、 $\varphi(x)=\max_{1\leq i\leq k}X_{i}$ は、 この条件を満足する。 この問
題の目的は、 $n$ 期間のあいだに標本値を 1つ選び、総期待利得を最大にすることである。
部分観測可能なマルコフ過程の状態に関する情報が $\mu$ のとき、 $v_{n}(\mu)$ を $n$ 期間のあいだ最適政策
にしたがったときに得られる総期待利得を表すとする。最適性の原理より、これらの値はつぎの帰納
的関数を満足する (Roes [8])。

$v_{n}(\mu)=\mathrm{E}_{\mu}[\mathrm{m}\xi \mathrm{i}\mathrm{X}\{\varphi(x),lJ_{n}-1(\overline{\mu(X)})\}]$ , (28)

であり、便宜的に、
$v_{n}( \mu|x):=\max\{\varphi(X), vn-1(\overline{\mu(x)})\}$ (29)

と彫塑 定理 1, 2 と補題 8 より、 これらの関数はつぎの性質を持つことがわかる。
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補題 9 $v_{n}(\mu|x)$ は $\mu$ と $x$ に関する非減少関数である。すなわち、 $\mu\succeq\nu$ および $X\prec y$ ならは
$v_{n}(\nu|x)\leq v_{n}(\mu|x)$ および $v_{n}(\mu|x)\leq v_{n}(\mu|y)$ である。 また、 $v_{n}(\mu)$ (ま $\mu$ の非減少関数である。

つぎに、 $\mathcal{R}_{+}^{k}$ の部分集合 $S_{n}(\mu)$ を $S_{n}(\mu)=\{x|\varphi(X)\geq v_{\hslash-1}(\overline{\mu(x)})\}$ とすれば、 この集合はこの

最適停止問題の停止領域にあたり、最適政策を示すものである。

補題 10 $\mu\succeq\nu$ ならば $S_{n}(\mu)\subset S_{n}(\nu)$ である。
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