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1. 序

$C_{2\pi}$ は実写 $\mathrm{R}$ 上で定義された周期 $2\pi$を持つ連続関数全体のなす Banach 空間を
表す. 各 $f\in C_{\mathit{2}\pi}$のノルムは

$||f||_{\infty}=\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{x}\{|f(t\rangle| : |t|\leq\pi\}$

である. $\mathrm{N}$ を正の整数全体の集合とし, $\mathrm{N}_{0}=\mathrm{N}\cup\{0\}$ とおく. 各 $n\in \mathrm{N}_{0}$に対して,
飾は $n$ 次以下の三角多項式全体の集合を表し, $f\in C_{2\pi}$ と勾の間の距離を

$E_{n}(c_{2}^{\mathrm{Y}} \pi f)=\inf\{||f-g||_{\infty} : g\in \mathfrak{T}_{n}\}$

と書き, これを傷、に関する fの $?l$ 次最良近似度という. $\mathfrak{T}_{1l}$は Haar の条件を満たす

$2n+1$ 次元の線形部分空間であるから, 任意の $f\in C_{\mathit{2}\pi}$は唯–の最良近似 $g_{n}$を持つ.

すなわち,
$E_{n}(C_{2\pi}; f)=||f-g_{l},||_{\infty}$

となる $g_{n}\in \mathfrak{T}_{n}$が-意に存在する (例えば, [18; 第 6章, 定理 6.1 $8|$ 参照).
古典的なWeierstrassの三角多項式近似定理は任意の $f\in C_{\mathit{2}\pi}$ に対して, $\{E_{n}(C_{2;f)}\pi$

$n,$ $\in \mathrm{N}_{0}\}$ が $0$ に収束することを意味するが, その収束する速度と被近似関数 fの滑
らかさの性質とは関係が深い. 一般に, fが滑らかであればある程 $E_{n}(c_{2\pi};f)$ は速
$\langle$ $0$ に収束する. このような結果はしばしば Jackson 型の順定理といわれる. 逆に,

$E_{n}^{l}(C_{2\pi};f)$ が十分速く $0$ に収束すれば, $f$はある種の滑らかさの性質 (例えば, その
連続率, Lipschitz 条件, 微分可能性等\rangle を持つ. このような結果は Jackson 型の順定
理に対して, Bernstein 型の逆定理と呼ばれる.
より正確に jackson 型の順定理の–つを述べると次の通りである: $r\in$ No, $0<$

$\alpha\leq 1$ とする. fの 7’次導関数 $f^{(r)}$ が指数\alpha の Lipschitz 条件を満たす, すなわち,

$||f^{(r)}(\cdot-t)-f^{()}r(\cdot)||\infty=O(|t|^{C\chi})$ $(t\in \mathrm{R})$ , (1)

ならば,
$E_{n}(C_{2\pi};f)=O( \frac{1}{n^{\alpha+r}})$ $(narrow\infty)$ . (2)

逆に, Bernstein 型の逆定理は, $0<\alpha<1$ のとき, (2) ならば ( $1\rangle$ が成立し, そして
$\mathrm{r}x=1$ のとき, (2) ならば

$||f^{(r)} \langle\cdot-t)-\int^{(r})(\cdot)||_{\infty}=O(|t\log|t||)$ $(|t|arrow+0)$
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が成立することを主張している. 更に, $\alpha=1$ のとき, (2) は

$|| \int^{(r)}(\cdot+t)+f(r)(\cdot-\iota)-2\int(r)(\cdot\rangle||_{\infty}=O(|\iota|)$ $(t\in \mathrm{R})$

と同値である. これは Zygmuhd の結果である (cf. [23]). 関連する他の結果につい
ては [2], [5], [8], [9] 及び [18] を参照. 同様な結果が $L_{2\pi}^{p}$空間においても成り立つ. こ

こで, この空間は $\mathrm{R}$ 上で周期 $2\pi$を持ち, 且つ $(-\pi, \pi)$ で $P$ 乗絶対 Lebesgue 可積分
関数 $\int$全体のなす Banach 空間を表し, fのノルムは

$||f||_{p}=( \frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}|\int(t)|^{p}dt)1/p$ $(1\leq p<\infty)$

で与えられる (cf. $[2|,$ $[19|,$ $[21|,$ $[23|$ ). また, “$O$” を “$\circ$”で置き換えても同様な事が成
り立つ (cf. [9], [23]). :

これらの結果はこれまでに多くの研究者によって–般化されている. その–つに de
la Vall\’ee Poussin の結果があるが, これは更に高次の連続率を用いて Butzer Nessel
[3] によって拡張されている (cf. $[6|,$ $[19|$ ). $[13]$ (cf. [12]) において, 我々はこの結果
を–般の Baitach 空間において Fourier 展開理論 (cf. [4], [10], [垣], [22]) の観点から
考察し, -般化した. 本講演の目的は, 我々の [16] の設定の下でこれらの手法を発展
させ, いくつかの改良を行うことで b.る. 詳細な取り扱いについては, [$17|$ を参熊.

2. 一般設定と結果

(X, $||\cdot||_{X}$ ) を Banach 空間とし, $B[X]$ は Xからそれ自身への有界線形作用素全体
のなす通常の作用素ノルム $||$ . ||B閃をもつ Banach 環を表す. $\{M_{n} : n\in \mathrm{N}_{\mathrm{O}}\}$ は $X$

の閉線形部分空間の列で次の条件を満たすとする: $.‘.-\cdot.\cdot l’.\cdot-\dot{\sim}.i$.

(M-1) $M_{0}\subseteq M_{1}\subseteq M_{2}\subseteq\cdots\subseteq M_{n}\subseteq M_{n+1}\subseteq\cdots$ .
(M-2) $U_{n=\text{。}^{}\infty}M,\text{は}$ $X$で稠密である.
$\{c_{Jk}^{\forall}. : k, \in \mathrm{N}_{()}\}$ は定義域 $D(G_{k})$ を持つ閉線形作用素の列で次の条件を満たすと

する :
(G-1) $M_{r\iota}\subseteq D(G_{k})$ , $G_{k}(M_{1\iota}\rangle\subseteq M_{n}$ $(\forall n,$ $k\in \mathrm{N}_{0}\rangle$ .
(G-2) $||G_{k}(f)||_{X}\leq A_{k}n^{k}||f||_{X}$ $(\forall k\in \mathrm{N},n\in \mathrm{N}_{0}, f\in M_{n})$ .
ここで $A_{k}$は $n$ と $f$に依存しない正の定数である.
任意の $f\in X$に対して,

$\Gamma_{n}\lrcorner X;\int)=\inf\{||f-g||x : g\in M_{n}\}$

と定義し, これを N’に関する fの $n$, 次最良近似度という. 条件 (M-1) のよって,

$\Gamma_{1}^{\prec_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}\iota(x;f\rangle\geq E_{1\iota+1}(x;f)\geq 0$ $(n=0,1,2, \ldots)$
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が成立し, 条件 (M-2) は

$\lim_{?larrow\infty}En(x;f)=0$ $(\forall f\in X)$

を意味する.
本講演において, 我々は与えられた速度で $E_{\mathrm{n}}(X;f)$ が $0$ に収束することから fの
ある種の滑らかさの性質を導く逆問題を考察する. そのために, $X\cross[0, \infty)$ 上で定

義された非負関数列 $\{\omega_{k} : k\in \mathrm{N}_{0}\}$ で, 次の条件を満たすものを考える:
$(\omega-1)$ 各 $k\in \mathrm{N}_{0}$に対して, ある正の定数 $B_{k}$が存在して

$\omega_{k}(f, \delta)\leq Bk||\int||X$ $(\forall f\in X, \delta\geq 0)$ .

$(\omega-2)$ $\lim_{\deltaarrow+0k(f}\omega,$ $\delta)=0$ $(\forall f\in X, k\in \mathrm{N})$ .
$(\omega-3)$ 各 $k\in \mathrm{N}_{0}$に対して, ある正の定数 $C_{k}$が存在して

$\omega_{k}(f, \delta)\leq ck\delta^{k}||G_{k}(f)||x$ $(\forall f\in D(Gk), \delta\geq 0)$ .

$(\omega-4)$ 各 $k\in \mathrm{N}_{0},$ $\delta\geq 0$ に対して, $\omega_{k}(\cdot, \delta)$ は X上のセミノルムである.

今後, 各 $f\in X$に対して $M_{n}$に関する fの最良近似 $g_{n}$ が存在すると仮定する, す
なわち,

.
$\cdot$.:’.: $\cdot\backslash \cdots.\cdot.\cdot.\cdot$

$\exists.qn\in\Lambda T,$ :$E,(ll;fX)=||f-g,\iota^{||_{X}}$ $(\forall n\in \mathrm{N}_{0})$ .

ここで, $g_{n}$の-意性は必ずしも必要でない. ノルム空間における最良近似理論の解説
については, [ $18|$ を参照.

$a\in \mathrm{N},$ $a\geq 2,$ $\varphi:[a, \infty)arrow[0, \infty)$ を有界な関数とし,

$\varphi^{*}(\prime X)=\sup\{\varphi(t):x\leq t\}$ $(x\geq a)$

と定義する. このとき, $\varphi^{*}:$ $[a, \infty)arrow[0, \infty)$ は有界な単調減少関数で

$\varphi(x)\leq\varphi^{*}(X)$ $(\forall x\geq a)$

が成り立つ. 特に, $\varphi$ が単調減少関数ならば, $\varphi=\varphi^{*}$である. また,

$\lim_{xarrow\infty}\varphi(x)=0$
$\Leftrightarrow$

$\lim_{xarrow\infty}\varphi^{*}(X)=0$ .

$\Omega:[a, \infty)arrow[0, \infty)$ は単調減少関数で

$\lim_{xarrow\infty}\Omega(X)=0$ , $\int_{a}^{\infty}\frac{\Omega(x)}{x}d_{X<}\infty$

を満たすとする. このとき, 次の結果が成立する :
定理 1 ([16; Theorem 1]) $f\in x,$ $r\in \mathrm{N}0,$ $a< \min\{b, C\},$ $b\leq\sqrt{c},$ $\delta>0$ とし,

$E_{n}(X;f) \leq\frac{\varphi(n)\mathrm{r}l(n)}{n^{r}}$ $(\forall n\geq a)$
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と仮定する. このとき, .
$f$は $D(G_{r})$ に属し, すべての .

$k\in \mathrm{N}$ に対して,

$\omega_{k}(G_{r}(f), \delta)\leq C\{\delta^{k}\int_{a}^{a\iota_{X^{k1}\Omega}}’-(X)d_{X}$

$+\varphi^{*}(ab)$ $( \delta^{k}\int_{a}^{ac}x\Omega k-1(x)dX+\int_{c}^{\infty}\frac{\Omega(x)}{x}d_{X})\}$ .

ここで, Cは $b,$ $c,$
$\delta$に依存しない正の定数である.

さて, 以下本節では, $r\in \mathrm{N}0$ とし $f\in X$は

$E_{n}^{\mathrm{r}}(X;f) \leq\frac{\varphi(n)\Omega(n)}{n^{r}}$ $(\forall n\geq a)$

を満たすと仮定する. 従って, 定理 1によって, fは常に $D(G_{r})$ に属する.
定理 2 $a<b,$ $\delta>0$ とする. このとき,

$\omega_{k}(G_{r}(f), \delta)\leq C\{\delta^{k}\int_{a}^{ab}x^{k1}-\Omega(X)d_{X}$

$+\varphi^{*}(ab)$ $( \delta^{k}\int_{a}^{a.l^{2}})(x^{k}-1\Omega X)dX+\int_{b^{2}}^{\infty}\frac{\Omega(x)}{x’}dx)\}$

$\leq C\{(1+\varphi(*ab))\delta^{k}\int_{a}^{(d)}x^{k-1}\Omega(X)dx+\varphi^{*}(2ab)\int_{b^{2}}^{\infty}\frac{\mathrm{f}l(_{X)}}{x}dx\}$ .

ここで, Cは $b$ と $\delta$に依存しない正の定数である.
証明定理 1において , $c=b^{2}$ とおく.

系 1\mbox{\boldmath $\zeta$}は $(0, \infty)$ 上の正の関数で, $\mu>0$ とする. $\xi(\delta)<a^{-\mu},$ $\delta>0$ のとき,

$\omega_{k}.(G_{r}(f), \delta)\leq c_{\text{ノ}}\{\delta k\int_{a}^{a/\xi()^{1/}}\delta\mu Xk-1\Omega(x)dx$

$+ \varphi^{*}(a/\xi(\delta)1/\mu)(\delta k\int ada/\xi(\delta)^{2/}\mu X-1\Omega k(_{X})x+\int_{1/\xi \mathrm{t}\delta)}^{\infty}2/\mu d\frac{\Omega(x)}{x}x)\}$

$\leq C\{(1+\varphi(a/\epsilon(\delta)1/\mu*))\delta k\int_{a}^{a/\xi()^{2/}}x^{k-}\Omega 1(_{X})dX\delta\mu$

$+ \varphi^{*}(\mathit{0},/\xi(\delta)^{1/\mu})\int_{1/\epsilon(}^{\infty}\delta)2/\mu d\frac{\Omega(x)}{x}x\}$ .

ここで, Cは $\xi,$ $\mu,$
$\delta$に依存しない正の定数である. 特に, $\lambda,$ $\mu>0,0<\delta^{\lambda}$ <a-\mu な

らば,

$\omega_{k}(C\tau_{r}(f), \delta)\leq c\{\delta k\int_{a}^{a/\delta^{\lambda/}}x^{k}-1\Omega(x)\mu d_{X}$

$+ \varphi^{*}(a/\delta\lambda/\mu)(\delta^{k}\int_{a}^{a/\delta}2\lambda/\mu Xk-1\Omega(_{X)}dx+\cdot\int_{\delta^{-2\lambda/}\mu}^{\infty}\frac{\Omega(x)}{x}dx)\}$
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$\leq C\{(1+\varphi^{*}(a/\delta^{\lambda/}\mu))\delta^{k}\int_{a}^{a/\delta^{2\lambda}}X/\mu k-1\Omega(X)d_{X}$

$+ \varphi^{*}(a/\delta^{\lambda/}\mu.\rangle\int_{\delta^{-2\lambda/\mu}}^{\infty}\frac{\Omega(x)}{x}dX\}$.

ここで, Cは $\lambda,$
$\mu,$

$\delta$に依存しない正の定数である.
定理 8([16; Theorem 2]) $\xi$ と\mbox{\boldmath $\gamma$}は $(0, \infty)$ 上の正の関数で,

Jim $\xi(\delta)=+\infty$ , Jim $\gamma(\delta)=0$ , Jim $\sqrt{\gamma(\delta)}\xi(\delta)=0$ (3)
$\deltaarrow+\mathrm{O}$ $\deltaarrow+0$ $\deltaarrow+0$

を満たすとする. このとき,

$\omega_{k}(G_{r}(f), \delta)\leq O\{\delta^{k}I_{a}^{a}\xi(\delta)Xk-1\Omega(X)dX$

$+\varphi^{*}(a\epsilon(\delta))(\delta^{k}$
. $\int_{a}^{a/\gamma(\delta}$

)
$x^{k-}. \Omega 1(x\rangle dX+\int_{1/\gamma(\delta}^{\infty})d\frac{\Omega(x)}{x}x)\}$

$(\deltaarrow+0)$ .

特に, $\lambda,$ $/x>0$ ならば,

$\omega_{k}.(G^{\gamma}r(f), \delta)\leq \mathit{0}\{\delta k\int_{a}^{a\mu|\log\delta}|x^{k1}-\Omega(X)d_{X}$

$+ \varphi^{*}(a\mu’|\log\delta|)(\delta k\int^{a}tl\int_{1}/\delta^{\lambda}\infty\frac{\Omega(x)}{x}x^{k1}-\Omega(_{\mathcal{I}}’)dx+dx)\}/\delta^{\lambda}$

$(\deltaarrow+0)$ .

実際, 十分小さな\mbox{\boldmath $\delta$} $>0$ に対して, $b=\xi(\delta),$ $c=1/\gamma(\delta)$ とし, 定理 1を用いる.

’3. Bernstein と Zygmund 型の結果

この節では, 特別な関数

$\Omega(x)=\frac{1}{x^{\alpha}}$ , $(\alpha>0)$ (4)

を考える. $f\in X,$ $\uparrow\cdot\in \mathrm{N}0,$ $k\in \mathrm{N}$ とし,

$E_{n}(X;f) \leq\frac{\varphi(n)}{n^{\alpha+r}}$ $(\forall n\geq a)$

と仮定する. 従って, 定理 1によって, fは常に $D(G_{r})$ に属する.
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定理 4 $a< \min\{b, C\},$ $b\leq\sqrt{c},$ $\delta>0$ とする. このとき,

$\omega_{k}(c_{r}’(f\rangle, \delta)\leq c\{\frac{a^{k-\alpha}}{k-\alpha}(b^{k}-\alpha-1+\varphi^{*}(ab)(c-\alpha-k1))\delta^{k}+\frac{\varphi^{*}(ab)}{\alpha c^{\alpha}}\}$

$(k\neq\alpha)$ ;

$\omega_{k}(G_{r}(\int\rangle, \delta)\leq C\{(\log b+\varphi(*ba\rangle\log c)\delta^{k}+\frac{\varphi^{*}(ab)}{kc^{k}}\}$

$(k=\alpha)$ .

ここで, Cは $b,$ $c$ , \mbox{\boldmath $\delta$}に依存しない正の定数である.

証明 $\Omega(x)$ を (4) の通りとする. $a<d$ ならば,

$\int_{a}^{ad}x^{k1}-\Omega(x)d_{X=}\{$

$\frac{a^{k-\alpha}}{k-\alpha}(d^{k-\alpha}-1)$ $(k\neq\alpha)$

$\log d$ $(k=\alpha)$ ,

そして

$\int_{c}^{\infty}\frac{\Omega(x)}{x}dx=\frac{1}{\alpha c^{\alpha}}$

従って, 定理 1から所望の結果を得る.
系 2([16; Theorem 8]) $\gamma$ は $\lim_{\deltaarrow+0\gamma}(\delta)=0$ を満たす ( $0,$ $\infty\rangle$ 上の正の関数
とする. このとき,

$\omega_{k}(G_{r}^{\gamma}(\int), \delta)\leq c\{\frac{a^{k-\alpha}}{k-\alpha}.(\frac{\delta}{\gamma^{2}(\delta\rangle})^{k}(1+\varphi^{*}(a/\gamma(\delta)))+\frac{\varphi^{*}(a/\gamma(\delta\rangle)}{\alpha}\}\gamma^{\mathit{2}\alpha}(\delta)$

$(\alpha<k,\gamma(\delta)<a^{-})1$ ;
$.-^{2}..$ .

$\omega_{k}.(G_{r}(f), \delta\rangle\leq c\{(1+2\varphi^{*}(a/\gamma \mathrm{t}\delta)))(\frac{\delta}{\gamma(\delta)})^{k}$

$+ \frac{\varphi^{*}(c\iota/\gamma(\delta))}{k}\gamma^{k}(\delta)\}\gamma(k\delta\rangle|\log\gamma(\delta)|$

$( \alpha=k,\gamma(\delta)<\min\{a^{-1}, e^{-}1\})$ ;

$\omega_{k}(G^{\mathrm{Y}}r(f\rangle, \delta)\leq C\{\frac{(x^{k-\alpha}}{\alpha-k}(^{\frac{\delta}{\gamma(\delta)}})^{k}(1+\varphi^{*}(a/\gamma(\delta)))$

$+ \frac{\varphi^{*}(a/\gamma(\delta)\rangle}{\alpha}\gamma^{2\alpha-k}(\delta)\}\gamma^{k}(\delta)$

$(\alpha>k,\gamma(\delta)<a-1)$ .

ここで, Cは $\delta$, \mbox{\boldmath $\gamma$}に依存しない正の定数である. 特に, $\lambda>0$ ならば

$\omega_{k}(G_{r}(f), \delta)\leq C\{\frac{a^{k-\alpha}}{k-\alpha}(1+\varphi^{*}(a/\delta\lambda\rangle)\delta^{\mathrm{t})k\}\alpha}1-2\lambda+\frac{\varphi^{*}(a/\delta^{\lambda})}{\alpha}\delta^{2\lambda}$
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$(\alpha<k, \delta<a^{-1/\lambda})$ ;

$\omega_{k}(G_{r}(f), \delta)\leq c\{((1+2\varphi^{*}(a/\delta^{\lambda}))+\frac{\varphi^{*}(a/\delta^{\lambda})}{k}\delta^{(2\lambda-}1)k\}\delta k|\log\delta\lambda|$

$( \alpha=k, \delta<\min\{a^{-1/\lambda 1/\lambda}, e^{-}\})$ ;

$\omega_{k}(G_{r}(f), \delta)\leq C\{\frac{a^{k-\alpha}}{\alpha-k}(1+\varphi^{*}(a/\delta\lambda))+\frac{\varphi^{*}(a/\delta^{\lambda})}{\alpha}\delta 2\alpha\lambda-k\}\delta k$

$(\alpha>k, \delta<a-1/\lambda)$ .

ここで, Cは $\delta,$
$\lambda$に依存しない正の定数である.

系 3 ([16; Corollary 2]) $\alpha>0,$ $f\in x,$ $r\in \mathrm{N}_{0}$とする.

$E_{n}(X;f)=O( \frac{1}{n^{\alpha+r}})$ $(narrow\infty)$

ならば, $f$は $D(G_{r})$ に属し, すべての $k\in \mathrm{N}$ に対して,

$\omega_{k}(G_{r}(f), \delta)=$

$(\deltaarrow+0)$ .
系 4 $r\in \mathrm{N}_{0},$ $r<\alpha$とし, f\in Xが

$E_{n}(X;f)=o( \frac{1}{n^{\alpha}})$ $(narrow\infty)$

を満たすならば, $f\in D(G_{r})$ で, すべての $k\in \mathrm{N}$ に対して,

$\omega_{k}(G_{r}(f),$ $\delta\rangle=\{$

$O(\delta^{\alpha-r})$ $(\alpha-r<k)$

$O(\delta^{k}.|\log\delta|)$ $(\alpha-r=k)$

$O(\delta^{k})$ $(\alpha-r>k)$

$(\deltaarrow+0)$ .
特に,

$\omega_{k}(c_{0}(f), \delta)=$

$(\deltaarrow+0)$ .

定理 5 $k\in \mathrm{N},$ $\xi$ と\mbox{\boldmath $\gamma$}は $(0, \infty)$ 上の正の関数とする. $\alpha<k$ ならば,

$\omega_{k}(G_{r}(f), \delta)\leq c\{\frac{a^{k-\alpha}}{k-\alpha}\frac{\delta^{k}}{\gamma(\delta)}\xi k-\alpha(\delta)$
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$+ \varphi(*a\zeta(\delta))(\frac{a^{k-\alpha}}{k-\alpha}\frac{\delta^{k}}{\gamma(\delta)}\xi 2(k-\alpha)(\delta)+\frac{1}{\alpha}\frac{1}{\xi^{2\alpha}(\delta)\gamma(\delta)})\}\gamma(\delta)$ (5)

$(\mathfrak{c}\iota<\xi(\delta))$ .

ここで, Cは $\delta,$ $\xi,$
$\gamma$に依存しない正の定数である. (3) が成立し, $\alpha=k$ならば,

$\omega_{k}(G_{r}(f), \delta)=\mathit{0}[\{(\frac{\delta}{\gamma(\delta)})\frac{\log\xi(\delta)}{|\log(\delta)|}k$

$+ \varphi(*a\xi(\delta))((\frac{\delta}{\gamma(\delta)})k+\frac{1}{k})\}\gamma(k\delta)|\log\gamma(\delta).|]$ $(\deltaarrow+0)$ . (6)

特に, $\beta,$ $\lambda>0$ で, $\alpha<k$ ならば,

$\omega_{k}(G_{r}(f), \delta)\leq C\{\frac{a^{k-\alpha}}{k-\alpha}\delta l\text{ノ}+(\frac{a^{k-\alpha}}{k_{\wedge}-\alpha}\delta\rho+\frac{1}{\alpha}\delta 2\alpha\lambda-\beta)\varphi(*/\delta a\rangle\lambda\}\delta\beta$

$(0<\delta<a-1/\lambda)$ .

ここで,

$l\text{ノ}=(\alpha-k)\lambda+k-\beta$ , $p=2(\alpha-k)\lambda+k-\beta$ ,

そして, Cは $\beta,$ $\delta,$
$\lambda$ に依存しない正の定数である. $\mu>0,$ $\alpha=k$ ならば,

$\omega_{k}(c_{r}(\int), \delta)=o\{(\frac{\log|\mu\log\delta|}{\lambda|\log\delta|}+\varphi^{*}(a\mu|\log\delta|)(1+\frac{\delta^{(\lambda-1})k}{k}))\lambda\delta k|\log\delta|\}$

$(\deltaarrow+0)$ .

証明 $\alpha<k$ ならば, 定理 4によって,

$\omega_{k}(G_{r}(f), \delta\rangle\leq C(\frac{a^{k-\alpha}}{k-\alpha}(bk-\alpha+\varphi(*ab)b2(k-\alpha))\delta^{k}+\frac{\varphi^{*}(ab)}{\alpha b^{2\alpha}})$

$(a<b, \delta>0)$ .

従って, $b=\xi(\delta)$ とおくと (5) が得られる. $\alpha=k$ ならば, 定理 4により,

$\omega_{k}(G_{r}^{\cdot}(\int), \delta)=\mathit{0}\{\delta^{k}\log\xi(\delta)+\varphi^{*}(a\xi(\delta))(\delta^{k}|\log\gamma(\delta)|+\frac{\gamma^{k}(\delta)}{k}.)\}$

$(\deltaarrow+0)$ .

これは (6) を意味する.
系 5 $\alpha>0,$ $f\in x,$ $r\in \mathrm{N}_{0}$ とする.

$E_{n} \mathrm{i}(X;f\cdot)=o(\frac{1}{n^{\alpha+r}})$ $(narrow\infty)$
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ならば, $f$は $D(G_{r}^{Y})$ に属し, すべての $k\in \mathrm{N}$ に対して,

$\omega_{k}(G_{r}(f), \delta)=\{$

$o(\delta^{\alpha})$ $(\alpha<k)$

$o(\delta^{k}|\log\delta|)$ $(\alpha=k)$

$(\deltaarrow+0)$ .
系 6 $r\in \mathrm{N}_{0},$ $r<\alpha$ とし, $f\in X$が

$E_{n}(X;f \rangle=o(\frac{1}{n^{\alpha}})$ $(7larrow\infty)$

を満たすならば, $\int\in D(C_{x_{r}^{\gamma}})$ で, すべての $k\in \mathrm{N}$ に対して,

$\omega_{k}(c_{k}(f), \delta)=$

$(\deltaarrow+0)$ .
特に,

$\omega_{k}(G_{0}^{\gamma}(f), \delta)=$

$(\deltaarrow+0)$ .
注意. [14] 及び [15] における結果と同様なことが次の付帯条件の下で成立する:
$(\omega-5)$ $G_{k}(g)=0$ $(\forall k\in \mathrm{N}, g\in M_{0})$ .
$(\omega-6)$ $\omega_{k}(f,$ $\delta\rangle=\omega_{k}(f+.q, \delta)$ $(\forall k\in \mathrm{N}, \delta\geq 0, f\in X,g\in M_{0})$ .
これらについて , 詳細は省略する.

4. 応用

$\mathbb{Z}$ はすべての整数全体の集合を表し, $\{P_{j} : j\in \mathbb{Z}\}$ は $B[X]$ に属する射影作用素の

列で次の条件を満たすとする:

(P-1) 乃 $P_{n}=\delta_{j},{}_{\iota n}P$ $(\forall j, n\in \mathbb{Z})$ . ここで, $\delta_{j,n}$は Kroneckerのデルタ関数を表す.

(P-2) $\bigcup_{j}{}_{\in \mathbb{Z}j(}Px)$ で生成される線形部分空間は Xで稠密である.

(P-3) すべての $j\in \mathbb{Z}$ に対して, 乃 $(f)=0$ ならば $f=0$ である.

任意 $f\in X$に対して, その {乃} に関する (形式的な) Fourier級数

$f$
$\sum\infty P_{j}(f)$

j—化
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を考える. $T\in B[X|$ が X上のマルチプライヤー作用素であるとは, スカラー列
$\{\tau_{j} ; i\in \mathbb{Z}\}$ が存在してすべての $f\in X$ に対して,

$T( \int)$ $\sum_{j=-\infty}^{\infty}\tau jPj(f)$

が成り立つことである. そして, 次の表示法を用いる:

$T$ $\sum_{j=-\infty}^{\infty}\mathcal{T}jP_{j}$ .

$M[X|$ は X上のすべてのマルチプライヤー作用素全体の集合を表す. これは $B[X|$

の恒等作用素 $I$を含む可換な閉部分環である. $\{T_{f}, : t\in \mathrm{R}\}$ は $M[X|$ に属する作用素

の列で

$A= \sup\{||Tt||_{B[]}X : t\in \mathrm{R}\}<\infty$,

$T_{t}$
$\sum\infty e^{-ijt}P_{j}$

$(\forall t\in \mathrm{R})$

$j=-\infty$

とする. このとき, [10; Proposition 2] によって, 次のことが成り立つ:
命題 1 $\{T_{t} : t\in \mathrm{R}\}$ は線形作用素の強連続群に成り, その生成作用素 $G$ の定義域

を $D(G)$ とすれば

$G(f)$ $\sum\infty(-ij)P_{j}(f)$ $(\forall f\in D(G))$ .
$j=-\infty$

$k=0,1,2,$ $\cdots$ に対して , 作用素 $G^{k}$は帰納的に次のように定義される :

$G^{0}=I$ , $G^{1}.=G$,

$D(G^{k})=\{f : f\in D(G^{k-1}), ck-1(f)\in D(G)\}$,

$G^{k}(f)=G(G^{k-1}(f))$ $(\forall f\in D(G^{k}), k=1,2,3, \ldots)$ .

各 $k\in \mathrm{N}$ に対して, $D(G^{k})$ は $X$の稠密な線形部分空間である (cf. [1; Propositions

1.1 .4 and 1.1 .6]). 更に, kについての帰納法によって,

$G^{k}(P_{j}(g))=(-ij)^{k}’ P_{j}(g)$ $(\forall g\in X,j\in \mathbb{Z}, k\in \mathrm{N})$ (7)

及び

$G^{k}(f)$ $\sum(-?,\cdot j)kP_{j(}f)$ $(\forall f\in D(G^{k}.), k\in \mathrm{N})$

$j=-\infty$

が成立する.
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各 $k\in \mathrm{N}_{0},$ $t\in \mathrm{R}$ に対して,

$\Delta_{t}^{0}=I$ , $\Delta_{t}^{k}=(T_{t}-I)k=\sum_{m=0}^{k}(-1)^{km}-T_{mt}$ $(\forall k\geq 1)$

とおく. このとき, $\Delta_{f}^{k}$は $M[X]$ に属し,

$\Delta_{t}^{k}$ $\sum(e^{-ijt}-1)^{k}Pj$ (8)
$j=-\infty$

そして
$||\Delta_{t}^{k}||_{B}[X]\leq B_{k}$ , $B_{k}= \min\{(A+1)^{k}, 2^{k}A\}$

である. 各 $k\in \mathrm{N}_{0},$ $f\in X,\delta\geq 0$ に対して,

$\omega_{k}(X;f, \delta)=\sup\{||\Delta_{t}^{k}(f)||x : |t|\leq\delta\}$

と定義し, これを $\{T_{t}\}$ に関する fの k次連続率という. これは次の基本的な性質を
持つ ([12; Lemma 1]):
命題 2 $k\in \mathrm{N},$ $f\in X$ とする. このとき, 次のことが成り立つ:
(a) $\omega_{k}(X;f, \delta)\cdot\leq B_{k}||f||X$ $(\forall\delta\geq 0)$ .
(b) $\omega_{k}(X;f, \cdot)$ は $[0, \infty)$ 上の単調増加関数で, $\omega_{k}(X;f, 0)=0$ .
(c) $\omega_{k+r}(X;f, \delta)\leq B_{k}\omega_{r}(x;f, \delta)$ $(\forall r\in \mathrm{N}_{0}, \delta\geq 0)$ .

特に,
$\lim_{\deltaarrow+0^{\omega_{k}(}}x;f,$

$\delta)=0$ .

(d) $\omega_{k}(X;f,$ $\xi\delta\rangle\leq A(1+\xi\rangle^{k}\omega_{k(;f,\delta)}x (\forall\xi, \delta\geq 0)$ .
($\mathrm{e}\rangle 0<\delta\leq\xi$ならば,

$\omega_{k}(X;\int, \xi)/\xi^{k}\leq 2^{k}A\omega k(X;\int, \delta)/\delta^{k}$.

(f) $f\in D(Gk.)$ ならば,

$\omega_{k+r}(X;f, \delta)\leq A\delta^{k}\omega_{r}(X;f, \delta)$ $(\forall r\in \mathrm{N}_{0}, \delta\geq 0)$ .

特に,
$\omega_{k}(X;f, \delta)\leq A\delta^{k}||G^{k}(f)||X$ $(\forall\delta\geq 0)$ .

(g) 各\mbox{\boldmath $\delta$}\geq 0に対して, $\omega_{k}(x;\cdot, \delta)$ は $x$上のセミノルムである.

任意の $n\in \mathrm{N}0$に対して, $M_{n}$は $\{P_{j}(X):|j|\leq n\}$ で生成される線形部分空間を表
す. このとき, 次の結果は Bernstein 型の不等式である [13; Lemma 5] $)$ :
命題 8 $n\in \mathrm{N}_{0},$ $k\in \mathrm{N}$ とする. このとき,

$||c_{\mathrm{J}}^{k}(f)||_{X} \leq(2nB)^{k}||\int||x$ $(\forall f\in M_{7l})$
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が成立する, ここで,
$B= \sup\{||\tau_{t}||_{B}[x] : |t|\leq\pi\}$ .

さて, $X$の閉線形部分空間の列 $\{M_{n} : n\in \mathrm{N}\}$ は明らかに (M-1) を満たし, (P-2)
は (M-2) を意味する.

$G_{k}=G^{k}$ $(\forall k\in \mathrm{N}_{0})$ , $\omega_{k}(f, \delta)=\omega_{k}(X;f, \delta)$ $(\forall f\in X, k\in \mathrm{N}_{0}, \delta\geq 0)$

とおく. このとき, (7) と命題 3は, $A_{k}=(.2B)^{k}$として, それぞれ (.G-1) と (G-2) を

意味する. 更に, 命題 2によって,すべての条件 $(\omega-1)\sim(\omega-4)$ が満たされる. ま

た, $(\omega-5)$ と $(\omega-6)$ がそれぞれ (7) と (8) によって成り立つ.
結局, 前節までに得られたすべての結果が上述の設定の下で成立する (cf. $[12|,$ $[13|$ ).

特に, $X$が斉次 Banach 空間 (これは特別な場合として, C2\mbox{\boldmath $\pi$}や $L_{2\pi}^{\mathrm{p}}$ $(1\leq p<\infty)$ を

含む関数空間である (cf. [7], [10], [20]) $)$ の場合, 射影作用素の列 {乃 : $j\in \mathbb{Z}$} は

$P_{j}(f)(\cdot)=\text{あ}(j)e^{tj}\text{ゆ}$
.

$(\forall f\in X)$

によって定義される. ここで,

$\int^{\wedge}(j)=\frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}\int(t)e-ijt_{dt}$ $(\forall j\in \mathbb{Z})$

は fの第 j次 Fourier係数である. また, $\{T_{t} : t\in \mathrm{R}\}$ は右移動作用素

$T_{t}( \int)(\cdot)=f(\cdot-t)$ $(f\in X)$

から成る強連続群である. 従って, すべての $n\in \mathrm{N}_{0}$ に対して, $M_{n}=\mathfrak{T}_{n}$であり,

$\Delta_{t}^{k}.(\int)(\cdot)=\sum_{m.=0}(-1)^{km}k-f(\cdot-mt)$ $\sum_{j=-\infty}^{\infty}(e^{-}-ijt1)^{k}\hat{f}(j)e^{i}j$

.

$(\forall f\in X, k\in \mathrm{N}_{0}, t\in \mathrm{R})$ .
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