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1 はじめに

実在系で観測される動的挙動には、 たいていの場合、不規則に変動する複雑な変動が含
まれている。そのような複雑な変動が有限自由度 (少数自由度) の決定論的な時間発展方

程式によって生み出されることがある。 これを (決定論的) カオスという。 カオズ的挙動

を特徴付ける概念は次元とリアプノブ指数である。次元は系の自由度を反映する量であ
るが、奇妙なことに非整数値を取り得る。 リアプノブ指数は、 同じダイナミックスに支配
され限りなく近いがまったく同–ではない初期状態にある二つの系が、時間の経過に伴っ
てどの程度異なる状態に発展するかを計る量である。カオス系ではりアプノブ指数は正値
をとる。系のダイナミックスを記述する方程式が不明、 あるいは、方程式の解の性質が不
明であるが、複雑な挙動を示す系が、 カオス的かどうか判定したいような状況には、現実
にしばしば遭遇する。数値解としての動的挙動、実際の観測値としての動的挙動のいずれ
も、有介個のデータ値がある –定の時間間隔で並んだ時系列データとして表される。次元
とリアプノブ指数を有限長の時系列データから推定する手法が必要となる。

1980年頃より、観測された時系列データから次元やリアプノブ指数を推定するための
アルゴリズムがいくつか開発されてきた。 それらのうち、特に有名で現在では標準的な
カオス性検定アルゴリズムとして受け入れられているものは、Grassberger と Procaccia
による相関次元推定法 $[1]_{\text{、}}$ および、 Sano と Sawada によるりアプノブ指数推定法である
[2]。これらの手法は、多くの実データに適用され、成果を挙げてきたのであるが、 1980
年代七宝より誤った判定結果を導く例が報告されてきた。 -つの典型例は有色ノイズと呼
ばれる時間相関をもった確率過程的変動である [3]。もう –つは観測ノイズに汚染された
変動である [4]。 1990年以降、 この問題を解決するための時系列解析手法がいくつか提案
されている。特に研究者の注目を集めている手法は、非線形予測を利用した Sugihara と

May の方法 $[5]_{\text{、}}$ 位相空間に埋め込まれた軌道の滑らかさに着目した Kaplan と Glass の

方法 $[6]_{\text{、}}$ これを改良した Wayland らの方法 $[7]_{\text{、}}$ そして、統計検定法を巧みに利用した

Theiler らの方法である [8]。本報告は 1990年以降提案された非線形解析手法の実データ
への適用に関する筆者らの研究を述べたものである。

2 時系列解析と統計検定

時系列解析において最も重要な概念は埋め込み定理である $[9]^{-}[11]$ 。 $Q$ 個の変数で記述

される系の挙動を、 ある 1変数に関する時系列データ $\{x(\tau\triangle t)\}_{\tau=}N1$ ( $\Delta t$ はサンプリング
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時間, $N$はデータ点数) として観測したとする。D個の–連の観測値を用いて、以下のよ
うに埋め込みベクトルを構成する。

$x(t)=\{x(t), x(t+\triangle t), \cdots, x(t+(D-1)\triangle t)\}$ (1)

系のダイナミックスの性質が埋め込みによって保存されるための十分条件、即ち、元の $Q$

次元の位相空間における軌道を 1変数 D次元の位相空間における軌道に写す写像が微分
同相となるための十分条件は $D\geq 2Q+1$ であることが証明されている。

Sugihara-May の検定方法の基本的な考え方は以下の通り。ある時刻 $t$ における系の状
態を埋め込みベクトルで表す。 この系が時刻 $t+T\Delta t$ #こおいて取る値 $x(t+T\triangle t)$ は近似
関数 $F$により次のように表される。

$x(t+T\triangle t)=F[x(t)]+\epsilon(T\triangle t)$ (2)

$\epsilon(T\triangle t)$ は予測誤差を表す確率変数である。時系列の定常性が保証されているならば、 通
常、観測された時系列データを二分し、 どちらか–方のデータセットについて $F$を決定す
る。残りのデータセットについて予測を実行する。適当な尺度で予測誤差を予測時間 $T\triangle t$

の関数として測定する。 これを $E(T\triangle t)$ とする。時系列データがカオスを表すならば、

$E(T\triangle t)=E(\triangle t)\exp[\lambda(T-1)\triangle t]$ (3)

即ち、

$\log\frac{E(T\triangle t)}{E(\triangle t)}=\lambda(\tau-1)\triangle t$ (4)

が成立する。 $\lambda$は最大リアプノブ指数である。時系列データがカオス的ならば、予測誤差
は予測時間の増大に伴い指数関数的に増加する。最大リアプノブ指数は環 L\triangle #\mbox{\boldmath $\lambda$}/j’E(\triangle t)
の片対数プロットから推寒される。この方法は、利用可能なデータ点数が少ない場合に
も、 統計的に信頼性の高い推定結果が得られるのでよく利用される。 近似関数 Fの構成
方法は、局所近似と大域近似に大別される。 よく利用される局所近似手法は、局所線形
回帰と Sugihara-May 近似 $[5, 4]$ である。大域近似には、代数多項式近似、多層パーセプ
トロンや (一般化) 動径基底関数ネットワーク $[12, 13]$ がよく利用されている。 これらの
うち、 $\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{a}-\mathrm{M}\mathrm{a}.\mathrm{y}$ 近似はモデルパラメータを最適化する必要がないので便利である。
Sugihara-May の検定アルゴリズムは時系列予測を利用するので、その活用には時系列予
測に関する “技術的熟練’ がある程度必要となる。次に紹介する Wayland らの検定アルゴ
リズムは、 その適用にあたって “技術的熟練’ を必要としないので、 一層便利である。

Kaplan-Glass の検定方法の改良版である Wayland らの検定アルゴリズムの概要は以下
の通り。ある時刻 t。におけるベクトル x(t0) について $K$ 個の最近接ベクトルを見つける。
ベクトル間の距離はユークリッド距離で測る。これらのベクトルを $x(t_{i})(i=0,1, \cdots, K)$

と書く。 $x(t_{i})$ の各々について $T\triangle t$ だけ時間が経過した後のベクトルは x(ti+ $T\triangle t$) であ
る。 時間の経過に伴う各軌道の変化は

$v(t_{i})=X(t_{i}+T\triangle t)-x(ti)$ (5)
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により近似される。 システムの挙動を $T\triangle t$ の時間スケールで観測した時に時間発展の様
子が決定論的に見えると言うことは、軌道群の近接した部分が $T\triangle t$ 後に近接した部分に
移されることを

$\circ$

意味する。 したがって、 $v(t_{i})$ の方向の分散を計算すれば、観測された時
間発展がどの程度決定論的に見えるか定量的に評価することができる。方向の分散は次式
で与えられる。

$E_{trans}$ $=$ $\frac{1}{K+1}\sum_{i=0}\frac{||v(t_{i})-\hat{v}||}{||\hat{v}||}K$ (6)

$\hat{v}$ $=$ $\frac{1}{K+1}\sum_{0i=}^{K}v(ti)$ (7)

$x(t_{0})$ の選択に依存する統計誤差を抑えるために、無作為に選択した M個の x(to) に関す
る $E_{trans}$の中間値 (メディアン) を求める操作を $Q$ 回繰り返し、 $Q$ 個の中間値の平均値
で $E_{trans}$を表すことにする。数値時系列に対する数値実験によると $[4]_{\text{、}}$ こうして求めた

ra78値は、 時系列が白色ノイズ (時間相関のない確率過程) ならば埋め込み次元に依存

せず $E_{trans}$ $\sim 1_{\text{、}}$ 有色ノイズ (時間相関のある確率過程) のような自己相関をもつノイズ
の場合には埋め込み次元が増加するにつれて減少するが 0.1以下になることはない。低次
元カオスのような決定論的時系列では、決定論的側面が見えるにつれて $E_{trans}arrow 0$ とな

る。Wayland らの検定アルゴリズムに限らず言えることであるが、時系列データのある
実現値を選択したことによって発生する統計誤差は、上に述べたような操作で評価するこ
とは難しい。 この問題はサロゲート法により回避できる。
観測された時系列データは時間発展のダイナミックスによる $-$つの実現結果である。 ダ

イナミックスの性質に関して真偽を確かめたい仮説を設定する。例えば、「不規則な変動
は線形自己回帰過程を駆動するランダムノイズに相当し、決定論的カオスとは関係ない」
という仮説 (仮説 $\mathrm{H}$ とする) を立てる。 これを帰無仮説という。仮説 $\mathrm{H}$ のような帰無仮

説は時系列のカオス性を調べる場合によく採用される。次に、観測された時系列データ
(オリジナル時系列) から、帰無仮説のダイナミックスによる別の実現結果としての時系
列データを合成する。合成されたデータをサロゲート (surrogate) 時系列と呼ぶ。 これは
面面仮説のダイナミックスのもとで再測定されたデータであると考えればよい。ただし、
オリジナル時系列とサロゲート時系列は帰無仮説を反映する統計的性質を共有していな
ければならない。仮説 $\mathrm{H}$ の場合、 以下のような操作でサロゲート時系列を合成すること
ができる。最初にオリジナル時系列をフーリエ変換する。

$\tilde{x}(\omega)=\frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{-\infty}^{\infty}X(t)\exp(-i\omega t)dt$ (8)

$|\tilde{x}(\omega)|^{2}$はオリジナル時系列のパワースペクトル密度を表す。次に、 独立一様乱数\mbox{\boldmath $\delta$}, $\in$

$[0,2\pi]$ を用意して $\exp(i\delta_{\omega})$ を $\tilde{x}(\omega)$ に掛ける。最後に、 $\tilde{x}(\omega)\exp(i\delta\omega)$ を逆フーリエ変換す

ると時系列 $\{x’(t)\}$ に戻る。

$X^{J}(t)= \frac{1}{\sqrt{2\pi}}\int_{-\infty}^{\infty}\tilde{x}(\omega)\exp(i\omega t+i\delta_{\omega})d\omega$ (9)
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オリジナル時系列 $\{x(t)\}$ とサロゲート時系列 $\{x’(t)\}$ とは同じパワースペクトルをもつ。
パワースペクトルは自己相関関数をフーリエ変換して得られるから、サロゲート時系列は
オリジナル時系列の自己相関を保存するとも言える。 ところが、サロゲート時系列を合成
する際に独立一様乱数を掛けているので、オリジナル時系列の不規則変動成分における決
定論的側面は完全に破壊されている。パワースペクトルのみならず分布関数も保存するサ
ロゲート時系列を合成したければ、次のような操作を実行すればよい。最初にパワースペ
クトルを保存するサロゲート時系列 $\{x’(t)\}$ を合成する。 $x’(t)$ を最大値から最小値に至る
まで順位を付け、順位からなる時系列を $\{R(t)\}(R(t)\in \mathrm{N})$ とする。最後に $\{R(i)\}$ を再
現するようにオリジナル時系列 $\{X(t)\}$ の各 $x$ 値を時間軸上で並べ替え、新しいサロゲー
ト時系列 $\{x’’(t)\}$ とする。 $\{x’’(t)\}$ はオリジナル時系列のパワースペクトルとヒストグラ
ムの両方を保存する。独立一様乱数を十分にたくさん用意すれば、サロゲート時系列を多
数合成することができる。 S本のサロゲート時系列を合成したとしよう。オリジナル時系
列とサロゲート時系列について、予測誤差や Etra7s値のような統計量を推定する。 オリジ
ナル時系列の統計量を $E_{O^{\text{、}}}$ サロゲート時系列の統計量を $E_{s}$ とする。 E。が E、からどのく
らいかけ離れているかを $\mathrm{t}$ 検定と呼ばれる方法に基づき次のように評価する。

$\xi=\frac{|E_{O}-\hat{E}_{s}|}{\sigma_{s}}$ (10)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は $E_{s}$の平均値、 $\sigma_{s}$は $E_{s}$の標準偏差である。 $\xi>2$ ならば、正規分布の裾の方にあると
いう意味で、 95%の信頼性においてオリジナル時系列の統計量は仮説 $\mathrm{H}$ のもとでは実現
しそうにないと解釈できる。推定した統計量が正規分布する確信がなければ次のような検
定を実行すればよい。サロゲート時系列を 40本合成する。 E。と $E_{s}$を小さいものから順に
並べる。 もし E。が上位 2番目以内か、 あるいは、下位 2番目以内にあれば、 95%の信頼
性でオリジナル時系列の統計量は仮説 $\mathrm{H}$ のもとでは実現しそうにないと解釈できる。 こ

うして帰無仮説を棄却すべきかどうか判定する。 もし棄却できなければ、仮説 $\mathrm{H}$ を受容
せざるを得ないから、 オリジナル時系列のカオス性を主張することは留保しなければなら
ない。サロゲート法は手間のかかる統計検定法であるが、 1本の時系列からダイナミック
スのカオス性を検定するための強力な手法である。

3 解析事例

前節で述べた時系列解析手法の適用例として、 日本語母音データ $[14]-[21]$ と東証–部
平均株価データ [22] に関する解析事例を紹介する。 これらの事例では、 Sugihara-May の
検定アルゴリズムと Wayland らの検定アルゴリズムを始め、 その他の興味ある解析手法
も利用されているが、本報告では Wayland らの検定アルゴリズムとサロゲート法を用い
た解析に焦点を絞って記述する。

31 日本語母音

標準的な (母音) 音声合成モデルでは、発声システムを調音フィルタ (声道) と音源 (声

門) の各ユニットに分離し、空気乱流に含まれる特定の周期成分が声道で共振する現象
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を、 ランダム信号が全極フィルタを駆動するプロセスとして再現する。音源が供給する
ランダム信号には決定論的側面は認められないという暗黙の前提がある。 この前提を帰
無仮説として周波数パワースペクトルを保存するサロゲートデータ [23] を 40本合成し、

Wayland らの検定アルゴリズムを適用する [14]-[16]。検定の目的は、母音に含まれてい
る不規則変動成分が決定論的カオスである可能性をどの程度信用することができるか調
べることである。

解析対象とする音声データは、ATR 標準データベースに登録されている日本人男性 3
名 (データ識別符合 : $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{u},$ $\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{s},$ $\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{y}$) および日本人女性 2名 (データ識別符合 : $\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{u}$ ,

$\mathrm{f}\mathrm{y}\mathrm{n})$ の各母音時系列/a/, $/\mathrm{i}/,$ $/\mathrm{u}/,$ $/\mathrm{e}/,$ $/0/$である。 これらの音声データは、無響室内に
おいてサンプリング周波数=20kHzで録音されているので、非常に音質が良い。データ
点数は 2048点で、 変動は定常と見倣すことができる。

$\triangle=1\mathit{0}step_{S}$ のもとで、 オリジナルデータとサロゲートデータの瓦 ran8 (メディアン)

を $D=\mathit{2}-15$ の範囲で推定した。例として、 $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{u}/\mathrm{a}/$ (男性) および $\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{u}/\mathrm{a}/$ (女性) に

関する計算結果をそれぞれ図 1および図 2に示す。 $E_{trans}$が最小、即ち、 時系列の決定論
的側面が最もよく見える $D$において $\mathrm{t}$ 検定を行なう。検定結果を表 1に示す。 どの母音時
系列についても、帰無仮説は 95% 以上の信頼性で棄却できる。我々が日常耳にする日本
語母音には、決定論的カオス変動が含まれている可能性があると言える。

. $d$ 1 $\cdot$ $1d$ $L\mathrm{U}$

Embedding dimension

図 1 $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{u}/\mathrm{a}/$ (男性母音 「あ」) に関する Wayland テスト
オリジナル時系列 $(\circ)$ , サロゲート時系列 (–)

$Q=2\mathit{0},$ $M=3\mathit{0}1,$ $K=4,$ $T=5$

Embedding dimension

図 2 $\mathrm{f}\mathrm{s}\mathrm{u}/\mathrm{a}/$ (女性母音 「あ」) に関する Wayland テスト
オリジナル時系列 (o), サロゲート時系列 (–)

$Q=2\mathit{0},$ $M=301,$ $K=4,$ $T=5$
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表 1 日本語母音の Wayland テストに関する $\mathrm{t}$ 検定結果 (\xi 値)

3.2 東証–部平均株価

株式市況欄の株価終値をプロットすると不規則な変動が観察される。図 3は 1996年 5月
14日から 1998年 6月 16日の期間における東証–部平均株価終値の時系列データである。
株価が偶然に決まっているとは思えない。 しかし、株式の取り引きには非常に多数の人間
の意志が関与しているし、企業の業績にも非常に多くの要因が影響している。計算可能な
範囲の自由度における挙動の解析からは株価変動の決定論的側面を捉えることは不可能
かも知れない。 しかしながら、ある種の相互作用を通じて見かけ上自由度が縮退し、強く
相互作用する少数自由度だけが重要な要因として生き残った結果、株価の挙動が少数自由
度のカオスとして記述されるという可能性も考えられなくはない。株価変動のカオス性に
関する研究例は、例えば、文献 [24] にまとめられている。これまでの研究では、 カオス性
を裏付ける決定的な事実は発見されていない。

$\triangle t=5days$ のもとで平均株価 $\overline{\tau}-\grave{\backslash }$ タ $(N=51\mathit{2})$ に時系列解析を適用する。 $\triangle t$ は平均

$.\check{\infty}\sim\#\circ\triangleleft..)\overline{\overline{\mathrm{a}}}\triangleright\Phi \mathrm{p}$

.

llmC $J\mathrm{u}\dot{\mathrm{s}}1y$

図 3 東証–部平均株価時系列
(1996年 5月 14日-1998年 6月 16日)

相互情報量の時差に対する依存性から決した [22]。 5日という時差は株式市場の取り引き
間隔としては 1週間に相当する。前節で述べた仮説 $\mathrm{H}$ を留錫仮説として採用し、サロゲー
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ト時系列を合成する。オリジナル時系列のパワースペクトルを保存するサロゲート時系列
15本 [23] を作成した。図 4はサロゲート時系列の–例である。Wayland テスト結果を図
5に示す。 $D=1\mathit{0}$ における Etrans値に関する $\mathrm{t}$ 検定結果は、 $\xi=$ 0.868であった。 15本
のサロゲート時系列に対する順位検定でオリジナル時系列の Etrans値は上位および下位か
ら 2番目以内にはないから、順位検定結果からも $\mathrm{t}$ 検定結果からも帰無仮説を棄却できな
い。平均株価変動の低次元カオス性を主張すべき根拠は、この解析からは発見できないと
言わざるを得ない。

$.\infty\#\sim\overline{\vee‘\ominus\dot{\mathrm{a}}}\overline{v6.\cdot)\triangleright}_{*}$

. $\iota \mathrm{w}-z\mathrm{w}$ $-$ $-\vee\cdot$.
Time $t$ day

図 4 サロゲート時系列の–例

Embedding dimension

図 5 平均株価に関する Wayland テスト結果
オリジナル時系列 $(\circ)$ , サロゲート時系列 (–)

$T=5,$ $K=4,$ $M=51,$ $Q=20$
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