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1. 序

. $19_{\acute{\circ}}^{l}3$ 年に W. R. Mann [2] は次のようなイテレーションについて考
察した.

$x_{n}= \sum_{j=1}\beta njyj$
, $y_{n+1}=T(x_{n})$

ここで, $T$ はある写像, $\{\beta_{n,j}\}$ は 2重数列で, $\beta_{nj}\geq 0,$ $\beta_{lj}.=0(j>n)$ ,
$\Sigma_{j=1}^{n}\beta nj=1$ を満たすものとする. 特に, 2重数列 $\{\beta_{rl\cdot j}\}$ が $\beta_{n+1,j}=$

$(1-\beta n+1,n+1)\beta_{nj}(j\leq n)$ を満たすとき $\sqrt$(テレーションは

(1) $x_{n+n}1=\alpha_{n}T_{X}+(1-\alpha_{n})x_{n}$,

と表現できる. ここで, $\alpha_{n}=\beta n+1,n+1$ である. このイテレーションに関
連して , Reich は次の定理を証明している.

定理 1(Reich [4]). $E$ を-様凸でかつ Fr\’echet 微分可能なノルムを持
つ Banach 空間とする. $c$ を $E$ の閉凸部分集合とする. $T$ を $c$ 上の非

拡大写像とし, 不動点を持つと仮定する. $\{\alpha_{n}\}$ を $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}(1-\alpha_{n})=\infty$

を満たす $[0,1]$ 区間の数列とする. $x_{1}\in C$ を任意に固定する. このと
き, (1) で定義される点列 {x訂は $T$ の不動点へ弱収束する.

定理 1に関連して, 様々な条件下様々な写像に関する様々なイテレー
ションが考察されている. 例えば, 次の定理が証明されている.

定理 2(Atsushiba and Takahashi [1]). $E$ を–様凸な Banach 空間で,
Fr\’echet 微分可能なノルムを持つ, もしくは Opial 条件を満たす Banach
空間とする. $C$ を $E$ の閉凸集合とし, $s$ と $T$ を $C$ 上の可換でかつ共
通不動点を持つ非拡大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ を $\lim\sup_{n}\alpha_{n}<1$ を満たす
[$0,1|$ 区間の数列とする. $x_{1}\in C$ を任意に固定する. このとき,

$x_{n+1}= \alpha_{nn}X+(1-\alpha_{n})\frac{1}{n^{2}},\sum_{0i}^{1}n-j=S^{i}Tjx$。

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $S$ と $T$ の共通不動点へ弱収束する.

また定理 1に関連して , $\mathrm{C}.\mathrm{L}$ . Outlaw は次の定理を証明している.
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定理 3(Outlaw [3]). $C$ を狭義凸な Banach 空間 $E$ のコンパクト凸部
分集合とする. $T$ を $C$ 上の非拡大写像とし, $x_{1}\in C$ を任意に固定する.
このとき, $\mathrm{c}$

(2) $x_{n+1}= \frac{1}{2}Tx+n\frac{1}{2}X_{n}$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点へ強収束する.

定理 4(Outlaw [3]). $C$ を–様凸な Banach 空間 $E$ の閉凸部分集合と
する. $T$ を $C$ 上の非拡大写像とする. $T$ の不動点集合 $F$ は空でない
事, および任意の $x\in C$ に対して .

$||X-\tau_{x||}\geq c\cdot d(x, F)$

を満たす定数 $c>0$ の存在する事を仮定する. $x_{1}\in C$ を任意に固定す
る. このとき, (2) で定義される点列 $\{x_{n}.\}$ は $T$ の不動点へ強収束する.
ここで, $d(x, F)= \inf\{||X-w|| : w\in F\}$ である.

本論文では, 定理 3および定理 4を拡張した結果について述べる.

2. 結果

始めに, 定理を証明する際に必要となる補助定理について述べる.

補助定理 1. $\{z_{n}.\}$ と $\{w_{n}\}$ を Banach 空間 $E$ の元よりなる点列とす
る. $\{\alpha_{n}.\}$ は $1 \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{u}\sup_{n}\alpha n<1$ を満たす $[0,1]$ 区間の数列とする. 自然数

$k$ を固定する. そして以下を仮定する: $z_{n+1}=\alpha_{nn}u$) $+(1-\alpha_{n})z_{n}$ であ
る; $i\in\{1,2, \cdots, k\}$ に対して,

$1\mathrm{i},\mathrm{n}1\mathrm{s}|1\mathrm{p}larrow\infty.||u\prime_{n}-w_{n}+j||-||Z_{n}-z+j|n,|\leq 0$

$.|.\cdot$ :
が成立する. このとき,

$\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{n}narrow\inf_{0\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ $|||u;_{n.+k}-Z_{n}||-(1+\alpha_{n}+\cdots+\alpha_{n+k1}.-)\cdot d|=0$

が成立する. ここで, $d= \lim\inf_{n}||w_{n}-z_{n}||$ である.

補助定理 2. $\{z_{n}.\}$ と {w訂を Banach 空間 $E$ の元よりなる有界な点列
とする. $\{\alpha_{n}\}$ を $0< \lim\inf_{nn}\alpha\leq\lim\sup_{n}\alpha_{n},$ $<1$ を満たす $[0,1]$ 区間
の数列とする. そして以下を仮定する: $z_{n+1}=\alpha_{n}u;_{n}$. $+(1-\alpha_{n})z_{n}$ であ
る; 任意の自然数みに対して,

$\lim\sup||w_{n}-w_{n}+k||-||\chi_{n}-Zn+k||\leq 0$
$narrow\infty$

が成立する. このとき, $\lim\inf_{n}||w_{nn}-Z||=0$ が成立する.
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証明. $a= \lim\inf_{n}\alpha_{n}>0,$ $M=2 \cdot\sup\{||Z|n|+||w_{n}|| : n\in \mathbb{N}\}$ そ
して $d=$ lini $\inf_{n}||w_{n}-z_{n}||$ と置く. $d>0$ を仮定して矛盾を導く.
$(1+ka)d>M$ を満たす自然数 $k$ を固定する. 補助定理 1より,

$1 \mathrm{i}111narrow\inf_{\infty}$
$|||u\mathfrak{l}_{n+n}.k-z||-(1+\alpha_{n}+\cdots+\alpha_{n+k1}-)\cdot d|=0$

を得る. つまり,

$\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}1\mathrm{S}\iota\iota \mathrm{p}|narrow\infty|wn.+k-Zn||\geq(1+ka)d>M$

となり, 矛盾を得る. 従って , $d=0$ である. ロ

この補助定理を用いて 定理 4の拡張定理を証明する.

定理 5. $C$ を Banach 空間 $E$ の閉凸部分集合とする. $T$ を $C$ 上の非拡
大写像とする. $T$ の不動点集合 $F$ は空でない事 および任意の $x\in C$

に対して
$||x-^{\tau}x||\geq c\cdot d(x, F)$

を満たす定数 $c>0$ の存在する事を仮定する. $\{\alpha_{n}\}$ を $0< \lim\inf_{nn}\alpha\leq$

$1 \mathrm{i}\mathrm{I}\mathrm{n}\sup_{n}\alpha_{n}<1$ を満たす [$0,1|$ 区間の数列とする. $x_{1}\in C$ を任意に固
定する. このとき,

$x_{n+n}1=\alpha_{n}\tau x+(1-\alpha n)x_{n}$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点へ強収束する.

証明. $T$ の不動点 $w$ を固定する.

$||x_{n.+1^{-w}}||=||\alpha n,\tau X_{n}+(1-\alpha_{n})_{X}n-w||$

$\leq\alpha_{n}||\tau_{X-}n.u1||+(1-\alpha n)||xn-w||$

$\leq||x_{n}-w||$

および $||\tau_{x_{n}-w}||\leq||x_{n}-w||$ より, $\{x_{n}\}$ と {Tx訂は有界点列であ
る. 補助定理 2より, $1 \mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}\inf_{n}$. $||\tau_{x_{nn}}-x||=0$ を得る.

$||Tx_{n+1}-x+1|n|\leq||TX_{n,+}1^{-}\tau x_{n}||+||Tx_{n}-X_{n+1}||$

$\leq||x_{n.+n}1^{-x}||+||T_{X_{n}}-x+1|n|$

$=||\tau_{x_{n}}-X_{n}||$

に注意して, $1\mathrm{i}\mathrm{n}1_{n}||\tau_{x_{nn}}-x.||=0$ を得る. 仮定より, lixii$n||x_{n}-w_{n}||=0$

を満たす $T$ の不動点よりなる点列 $\{w_{n}\}$ が存在する. $m>n$ のとき,
$||x_{m}-w_{n}||\leq||x_{n}-w_{n}||$ であることに注意して,

$||x_{m}-x_{n}‘||\leq||x_{m}-w_{n}||+||x_{n}-w|n.|\leq 2||x_{n}-w_{n}||$

を得る. したがって, $\{x_{n}\}$ は Cauchy 列であり, ある $C$ の元 $z$ に強収
束する. そして,

$\lim_{n.arrow}\sup_{\infty}||z$
$-$ $w_{n}||\leq 1\mathrm{i}_{\ln\sup_{narrow\infty}}||_{Z}-xn||+||x-nw_{n}||=0$
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より, $z$ は $T$ の不動点である. 口

この定理の直接の系として 定理 3の拡張定理を得る.

系 1. $c$ を Banach 空間 $E$ のコンパクト凸部分集合とする. $T$ を $c$ 上
の非拡大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ を $0<1 \mathrm{i}\ln\inf_{n}\alpha_{n}\leq\lim\sup_{n}\alpha_{n}<1$ を満
たす [$0,1|$ 区間の数列とする. $x_{1}\in C$ を任意に固定する. このとき,

$x_{n+1}=\alpha n\tau X_{n}+(1-\alpha n)X_{n}$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点へ強収束する.
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