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本講演は泉池敬司先生と私の共著論文 [9] を基にしている.
2つの異なる singular inner functions の $H^{\infty}+C_{\text{ノ}}$ における division を考えるため

に, singular inner function の性質を調べることを目的としている. そのため singular
inner function の皿 $\backslash D$ における “零点” や “その絶対値が 1より小さくなってい
るところ\acute , を調べる必要があるように思われる.

$D=\{z\in \mathbb{C} : |z|<1\})$ $\partial^{r}D=\{z\in \mathbb{C} : |z|=1\}\backslash$ とする. $H^{\infty}$ を $D$ 上の bounded
analytic functions 全体からなる Banach algebra とし, 飢を $H^{\propto)}$ の rnaximal ideal
space ; $H^{\infty}$ 上の nonzero な multiplicative linear functional 全体からなる空間とす
る. $9\mathrm{J}\mathrm{t}$ に $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{k}-*\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}_{0}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{y}$ を入れることで, 飢は compact Hausdorff space とな
る. よく知られているように, $D\subset\Re \mathrm{t}$ (homeomorphic) であり, $D$ は蹴において

dense である. $f\in H^{\infty}$ とその Gelfand 変換 $\hat{f}$ を同–視する (以後, 記号の区別を
しない). そのとき, $H^{\infty}$ は $C(9\mathfrak{n})$ の closed subalgebra とみなすことができる.
また, $H^{\infty}$ -function とその boundary function を同–視することで,

.
$H^{\infty}$ を $L^{\infty}=$

$L^{\infty}(\partial D)$ の closed subalgebra とみなすことができる. そのとき, $H^{\infty}+C(C$ は $\partial D$

上の complex-valued continuous functions 全体) {は $L^{\infty}\text{と}H^{\infty}$ との間の proper な

closed subalgebra で, その $\mathrm{x}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{X}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}$ ideal space 1は $\mathfrak{M}_{H^{\infty}+c^{\mathrm{v}=}}\mathfrak{M}\backslash D$ であることが

知られている.

$\mu\xi;\partial D-\mathrm{h}^{\text{の}}$ (nonzero $\gamma_{\mathrm{X})}$ positive singular measure (with respect to the Lebesgue
lneasure on $\partial D$ ) とし, そのような measure $\mu$ の全体を M穿と書くことにする.
$\mu\in M_{s}^{+}$ によって定義される関数 :

$\psi_{\mu}(_{Z)}=\exp(-\int_{\partial D}\frac{C^{i\theta}+Z}{c^{i\theta}-z}d\mu(e^{i\theta}’)),$ $z\in D$

は singular inner function と呼ばれる. また, $S(\mu.)$ を $\mu$ の closed support とする.

さらに

$M_{s,c}^{+}=$ { $\mu\in M_{s}^{+}$ : $\mu$ is a continuous measure},
$M_{s,d}^{+}=$ { $\mu\in M_{s}^{+}$ : $\mu$ is adiscrete measure},
$L_{+}^{1}(\mu)=$ { $1\text{ノ}\in M^{+}S$ : lノ is $\mathrm{p}_{\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{i}}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{V}.\mathrm{e}$, |ノ $<<\mu$ }

とする. $\mu$ C\in S穿に対して, $L_{+}^{1}(\mu)$ を用いることにより, singular inner functions の

family $\{\psi_{\text{ノ}}, : l\text{ノ}\in L_{+}^{1}(\mu)\}$ が得られる. この family を measure $\mu$ に対する singular
inner functions of $L^{1}$ -type と呼ぶことにする.
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次の補題はよく用いる ([3,5] 参照). 記号を簡単にするため, $f\cdot\in H^{\infty}$ に対して

$\{|f|<1\}=\{\prime x\in \mathfrak{R}\mathrm{t}\backslash D : |f(\prime X)|<1\}$ , $Z(f)=\{.’\chi j\in \mathfrak{M}\backslash l):.f\cdot(.r\cdot)=()\}$

とおく.

Lemma 1. $b\text{を}$ interpolating Blaschke product. $’\psi_{\mu}\mathrm{E}$: singular inncr function $\text{と}\not\supset^{-}$

る. もし $Z(b)\subset Z(\psi_{\mu})$ であれば, $\{|b|<1\}\subset Z(\psi_{\mu})$ が成り立つ.

$\zeta\in\partial D$ に対して, $\mathfrak{M}_{\zeta}=\{x\in \mathfrak{M} : z(x)=\zeta\}$ を $\zeta$ 上の頒の fiber という.

$\mu\in M_{s}^{+}$ とする. $\psi_{\mu}$ は $\partial D\backslash S(\mu)$ に連続的に拡張できるので, $\dot{c}JD\backslash \mathrm{A}9^{\gamma}(\mu \mathrm{I}$ の各点 $\xi$

の fiber $\mathfrak{M}_{\xi}$ 上で $\psi_{\mu}$’ は constant である. $Z(’\psi_{\mu})$ や $\{|\psi_{\mu}|<1\}$ なる集合は $\bigcup_{\zeta(/}\in_{1}\mathrm{b}^{\mathrm{V}},$

)
$\mathfrak{M}_{(^{-}}$

に現われる.

Proposition 2. $\mu\in M_{\mathit{8}}^{+}$ ; $\delta_{\zeta}$ を点 $\dot{\zeta}$ $(,\zeta^{\backslash }\in\partial’.D)$ の $u\eta_{-}i\mathrm{f}$, point mass とする. もし

$\mu\perp\delta_{\zeta}$ ならば, $\Re \mathrm{t}_{\zeta}\cap\{|\psi_{l^{4}}|<1\}\subset Z(\psi_{\text{ノ}},)$ を満たす $l\text{ノ}\in L_{-\vdash}^{1}(\mathit{1}^{\chi})$ が存在する.

$P_{7^{\backslash }}oof$. $\zeta\not\in \mathrm{A}9(\mu)$ のとき $\mathfrak{M}_{\zeta}\cap\{|\psi_{\mu}’|<1\}=c\beta$ となり自明である. したがって
$(^{\vee}\in S(\mu)$ の場合を考える. $\bigcap_{n=1}^{\infty}.J_{n}=\{\zeta\}$ を満たす $\partial D$ の decreasing open subsrcs
の sequence $\{J_{n}\}_{n}$ をとる . $\mu_{n}=\mu|_{J_{7\mathrm{t}}}$ ( $\mu$ の $J_{n}$ への制限) とおくと $||$ }$4_{l},.||\neq()$ であ

る. $/x\perp\delta_{\zeta}$ であるので $||\mu_{\gamma \mathrm{L}}||arrow 0(narrow\infty)$ である. このことから $\sum_{1.=1}^{\infty},||$ } $l_{1},.||<\infty$

と仮定してもよい. positive $\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{S}$ の sequence $\{p_{n}\}_{1\iota}$. で $\sum_{7?=}^{\infty}.--1\int$), $|\iota|/x,,.||<\infty$ か

つ $p_{n}arrow\infty(narrow\infty)$ を満たすものをとり, $| \text{ノ}=\sum_{7L=1}^{\infty}pnl\chi_{7’\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ とおく. そのとき

$\mu_{n}\in L_{+}^{1}(\mu),$ $||l \text{ノ}||\leq\sum_{n=1}^{\infty}pn||\mu 7\iota||<\infty$ であるので $l^{\text{ノ}}\in L_{+}^{1}(/l)$ となる. fiber $9.\eta_{\zeta}$ 上

で $|\psi_{\mu_{\gamma\iota}}’|=|\psi_{\mu}|$ であることに注意すると, $|’\psi_{l\text{ノ}}|\leq|\psi_{\mu_{7l}}|^{p_{7\mathrm{L}}}=$ |\psi \mu 架が成り立つ. これ

がすべての $n$ について成り立つので, $p_{7?}$. $arrow\infty(narrow\infty)$ より結論を得る. 口

ここで, 次の記号を導入する :

$\mathcal{R}(\mu)=\bigcup_{\prime \text{ノ}\in L_{+}^{1}(\mu)}\{|\psi_{l\text{ノ}}|<1\}$

,
$\mathcal{R}_{0}(\mu)=\bigcup_{\prime\prime\in L_{+}(l’)}$

「

$z(f\psi," \text{ノ})1^{\cdot}$

Proposition 3 \mu \in M涛ならば, $\mathcal{R}(l^{I)=\mathcal{R}(\mu)}\mathrm{o}$ が成り立つ.

$Proof$.

$\prime \mathcal{R}_{0}(\mu)\subset \mathcal{R}(\mu)\subset\bigcup_{\zeta\in S(\mu)}\mathfrak{M}\zeta$

は明らかである. 逆向きの包含を示すために $l^{\text{ノ}}\in L_{+}^{1}(\mu),$ $\zeta\in \mathrm{A}9^{\mathrm{Y}}(\mathit{1}\iota)$ とする. Propo-
sition 2より, $\sigma\in L_{+}^{1}(l\text{ノ})$ が存在して

(1) $\mathfrak{M}_{\zeta}\cap\{|\psi \mathfrak{l}\text{ノ}|<1\}\subset Z(\psi_{\sigma})$

が成り立つ. $\sigma\in L_{+}^{1}(l^{\text{ノ}})\subset L_{+}^{1}(\mathit{1}^{l})$ だから (1) より飢\mbox{\boldmath $\zeta$} $\cap\{|\psi_{l}\text{ノ}|<-\perp\}\subset \mathcal{R}_{()}(l^{x)}\cdot$ した

がって, 任意の $\zeta\in S(\mu)$ に対して皿\mbox{\boldmath $\zeta$}\tilde $\cap \mathcal{R}(\mu)\subset \mathcal{R}_{0}(\mu)$ . よって逆向きの包含を得
る . $\square$
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次の定理が本講演での MAIN RESULT である.

Theorem 4. $\mu-\in M_{\mathcal{B}}^{+},$ $\mu=\mu_{c}+\mu_{d}(\mu_{c}\in M_{\mathit{8},C}^{+}, \mu d\in M_{s,d}^{+})$ とする. また, $/J_{d}=$

$\sum_{7\iota=1}^{\infty}a7\iota e\delta i\theta_{7\iota}(a_{\iota}.,>0)$ とする. そのとき, 次の条件は同値である.

(i) $\mathcal{R}(\mu)=\mathcal{R}_{0}(\mu)$ .

(ii) 各 $n$ に対して $\{|\psi_{\delta_{e}}.i\theta_{7\iota}|<1\}\subset Z^{\Gamma}(\psi l\ovalbox{\tt\small REJECT} n)$ を満たす $l\text{ノ_{}n}\in L_{+}^{1}(\mu)$ が存在する.

(iii) 各 $n$ に対して $S(\lambda_{n})\subset S(\mu)$ かつ
$\{|’\psi_{\delta}e^{i\theta_{7}}\iota|<1\}\subset Z.(\psi_{\lambda_{7}}l)$ を満たす $\lambda_{n}\in M_{s}^{+}$

が存在する. $\mathrm{t}$

この定理の証明のために次の補題を必要とする.

Lemma 5. $\mu=\sum_{n1}^{\infty}=\delta_{e^{i\theta_{7\iota}}}a_{n}\in M_{\mathrm{s}_{\}}d}^{+}.(a_{n}>0)$ とする. そのとき,

$\mathcal{R}(\mu)=\mathcal{R}_{0}(\mu)\cup\cup\{|\psi_{\delta_{e^{i\theta}}}|n=\infty 17\iota<1\}$ .

$P_{7^{\backslash }}o()f$.

$\mathcal{R}_{()}(\mu)\cup\bigcup_{7\iota=1}\{|\psi_{\delta_{e?\iota}}i\theta|\infty<1\}\subset \mathcal{R}(\mu)$

は明らか. 逆向きの包含を示すために, $.\mathcal{R}(\mu)\neq \mathcal{R}_{0}(\mu)$ と仮定する.
$x\in \mathcal{R}(\mu)\backslash \mathcal{R}i0(\mu)$

とする. この $x$ に対して, ある $l\text{ノ}\in L_{+}^{1}(\mu)$ が存在して

(2) $0<|\psi_{l\text{ノ}}(X)|<1$

となる. ある $n$ に対して $|\psi_{\delta_{\mathrm{e}^{i\theta}}}7\mathrm{t}(x)|<1$ となっていることを示せばよい. これを示
すために, すべての $n$ に対して $=$

(3) $|\psi_{\dot{\delta}_{\text{。^{}i}}}\theta_{7\iota}(_{X)}|=1$

と仮定する. $l \text{ノ}=\sum^{\infty}71=1b_{n}\delta e?.\theta_{7\iota}(b_{n}\geq 0)$ とおくと, (2) と (3) より無限個の $n$ に対して

$b_{7\iota}>0$ であることが分かる. したがって, すべての $\eta$
} で $b_{n}>0$ と仮定しても–般性を

失わない. $\sum_{n=1}^{\infty}b_{n}<\infty$ なので, $\sum_{n=1}^{\infty}p_{nn}f$) $<\infty$ かつ $p_{n}arrow\infty(7l_{m}arrow\infty)$ を満たす

ような increasing positive nuunbers の sequence $\{p_{7\iota}\}_{7\iota}$ がとれる. $\sigma=\sum_{7\iota=1}\infty p_{7\iota}b_{\uparrow}\mathrm{t}\delta \mathrm{t}\theta_{\tau}e\iota$

とおくと $\sigma\in L_{+}^{1}(\mu)$ . 各 positive integer $k$ に対して $l \text{ノ_{}k}=\sum_{\tau\iota=}^{\infty}k$. $b_{n}\delta_{\theta^{i}}.\theta_{\gamma\iota}$ とおく. 各
$k$ に対して $\sigma\geq p_{k^{l}}\text{ノ_{}k}$ であり, (3) より .. ..

$|\psi_{\sigma}(X)|\leq|\psi_{\text{ノ}},k(X)|^{p_{k}}=|\psi_{\mathrm{T}}\text{ノ}(X)|^{pk}$

である. これがすべての $k$ で成り立つので $p_{k}arrow\infty(narrow\infty)$ とすると (2) より

$x\in Z(\psi_{\sigma})$ を得る. したがって $x\in \mathcal{R}_{0}(\mu)$ となり矛盾. $\square$

$\mathrm{f}$

上の補題と Proposition 3を対比すると discrete type と continuous type の違い

がわかる.
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Lemma 6. $l^{l}\in M_{\backslash }^{+}$. $\cdot$

$\epsilon i^{i\theta}\in c‘ JD$ とし $\{|’\psi_{\delta_{e}}i.\theta|<1\}\subset Z(\mathit{1}\psi 1\mathrm{I}\mu$ を満たすとする.
$l^{\iota_{1}}=_{l^{\iota-}\mu}(\{\epsilon:^{j\theta}\})\delta.i\theta e$ とおくと, $\{|’\psi\delta \mathrm{e}^{\tau\theta}|<1\}\subset Z(’\psi_{\mu 1})$ が成り立つ.

$P^{\theta}roof$. $’\gamma\cdot(0<7^{\cdot}<1)$ に対して

$b(z)= \frac{\prime\psi_{\delta_{e^{?}}}\theta(z)-r}{1-r\cdot\prime\psi_{\delta_{j\theta}}1\mathrm{e}(\vee)\vee}$ , $z\in D$

とおくと, $b$ iは interpolating Blaschke product になる ([4] 参照). $\{P\mathit{1},’\}|.\prime 1_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ を $()$ の零
点列とすると, 各,n で $\psi_{\delta_{e^{?}}}\theta(\tau\iota_{7\iota}))=7^{\cdot}$ である. 仮定より $\overline{\{\mathrm{t}l_{r\iota}’\}}_{7\iota}\backslash \backslash \{\{_{7b}’\},1$. $=Z(f_{J)}$ 上

で $\psi_{\mu_{1}}|=0$ である ( $\{u_{?\iota},1\}_{7},$. は飢における closure). したがって, Lemina 1より
$\{|b|<1\}\subset Z(\psi_{\mu\text{、}})$ となり, $b$ の定義より $\{|b|<1\}=\{|\psi_{\delta_{\mathrm{e}^{i\theta}}}|<1\}$ なので結論を得
る 口

Proof of Theorem 4. $(\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i})n=1$ の場合を証明しておけばよい. $r\cdot(0<7^{\cdot}<1)\ovalbox{\tt\small REJECT}$

に対して

$b(z)= \frac{\psi_{\delta}.(\mathcal{Z})e^{i\theta_{1}}-7}{1-7\psi_{\delta_{j}}\theta(_{\mathcal{Z})}},\cdot$ , $z\in D$

とおく. そのとき $b$ は interpolating Blaschke product であり,

(4) $\psi_{(\rangle}e^{i\theta}1=\gamma$
. on $Z(b)$ .

$\{|\psi_{\delta_{e^{i\theta}1}}|<1\}\subset\bigcup_{l\text{ノ}\in L_{+}^{1}(}\mu)\{|\psi_{l\text{ノ}}|<1\}$ であるので $Z(b) \subset\bigcup_{l\text{ノ}\in L_{+}^{1}(}\mu)\{|\psi_{t\text{ノ}}|<1\}$ である.
条件 (i) より, $x\in Z(b)$ に対して $\sigma_{x}$ $\in L_{+}^{1}(\mu)$ が存在して $\psi_{\sigma_{x}}(x)=0$ を満たす. いま
$\delta_{e^{i\theta_{1}}}\perp\sigma_{x}$ と仮定することができる. (なぜなら, $\sigma_{x}’$. $=\sigma_{x}-\sigma X(\{\epsilon i^{i\theta}\}1)\delta_{e}l\theta_{1}$ とおくと,
$\sigma_{x}’$. $\in L_{+}^{1}(\mu),$ (4) より $\psi_{\sigma_{x}’}(x)=0$ であり, $\delta_{e^{j\theta}\perp}\perp\sigma_{x}’$ となるので). $Z(b)$ は皿の

compact set なので $Z(b) \subset\bigcup_{j=1}^{k}\{|\psi\sigma_{j}|<1\}$ なる有限個の $\sigma_{1},$ $\cdots,$ $\sigma_{k}\in L_{+}^{1}(\mu)$ をとる

ことができる. 上のことより $\delta_{e^{i\theta_{1}}}\perp\sigma_{j}(j=1, \cdots, k)$ としてもよい. $\lambda=\sum_{j=}^{k}1\sigma_{j}$

とおくと, $\lambda\in L_{+}^{1}(\mu),$ $\delta_{e^{i\theta_{1}}}\perp\lambda$ であり, $Z(b)\subset\{|\psi_{\lambda}||<1\}$ である. そのとき,

Proposition 2より, $\mathfrak{M}_{e^{\tau\theta_{1}}}\cap\{|\psi_{\lambda}|<1\}\subset Z(\psi_{l\text{ノ}})$ なる $l\text{ノ}\in L_{+}^{1}(\lambda)$ が存在する.
$\lambda\in L_{+}^{1}(\mu)$ なので $l\text{ノ}\in L_{+}^{1}(\mu)$ である. $Z(b)\subset \mathfrak{M}_{\text{。^{}i\theta}\perp}$ なので $Z(b)\subset Z(l_{\text{ノ}},")$ であ
る. $b$ は interpolating Blaschke product なので Lemma 1より $\{|b|<1\}\subset Z(’\psi_{\text{ノ}},)$ .

$\{|b|<1\}=\{|\psi_{\delta}e^{i\theta}.1|<1\}$ であることに注意すると $\{|\psi_{\delta}e^{i\theta}\perp|<1\}\subset Z(\psi_{t\text{ノ}})$ を得る.

$(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i})$ 明らかに

$\mathcal{R}(\mu)=\mathcal{R}(\mu_{C})\cup \mathcal{R}(\mu d)$ , $\mathcal{R}_{0}(l^{\chi})=\mathcal{R}_{0}(\mu_{C})\cup \mathcal{R}_{0}(_{\}l_{d}})$

が成り立つ. したがって,

$\mathcal{R}(\mu)$ $=$ $\mathcal{R}_{0}(\mu_{C})\cup \mathcal{R}(l^{\chi_{d})}$ by Proposition 2

$=$ $\mathcal{R}_{0}(\mu_{C})\cup(\mathcal{R}_{0}(\mu_{d})\cup\bigcup_{7\iota=1}^{\infty}\{|\psi\delta_{\mu n}\theta|<1\})$ by Lemma 5

$\subset$ $\mathcal{R}_{0}(\mu)$ by (ii).
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逆向きの包含 $\mathcal{R}_{0}(\mu)\subset \mathcal{P}_{\vee}(\mu)$ は明らかなので結論を得る.

$(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ は明らかである.
$(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i})$ この証明にはさらに準備が必要となるので省略する ([9] 参照). 口

Theorelrl 4において $\mu$ を discrete な measure の場合に限ると次の定理を得る.

Theorem 7. $l^{x=} \sum_{7\iota=1}^{\infty}a\delta_{\mathit{6}^{i\theta}}n.7\iota\in M_{\sigma,d}^{+}.\cdot(a_{n}>0)$ とする. そのとき, 次の条件は同
値である.

(i) $\mathcal{R}(\mu)=\mathcal{R}_{()}(\mu)$ .

(ii) 各 $n$ に対して $\{|-\psi_{\delta}\mathrm{e}^{i\theta}n|<1\}\subset Z(\psi_{\text{ノ_{}7}},\iota)$ を満たす $l\text{ノ_{}n}\in L_{+}^{1}(l^{l})$ が存在する.
(iii) 各 $n$ に対して $S(\lambda_{n})=S(\mu)$ かつ $\{|\psi_{\delta_{e^{i\theta_{7\iota}}}}||.<1\}\subset Z(\psi_{\lambda_{n}})$ を満たす $\lambda_{n}\in M_{s}^{+}$

が存在する.
(iv) $\{|\psi_{\mu}’|<1\}\subset Z(\psi_{l\text{ノ}}|)$ を満たす $l^{\text{ノ}}\in L_{+}^{1}(\mu)$ が存在する.
(v) $S(\lambda)=S(\mu)$ かつ $\{|\psi_{\mu}|<1\}\subset Z(\psi_{\lambda})$ を満たす $\lambda\in M_{s}^{+}$. が存在する.

$P\uparrow oof$. $(\mathrm{i}).,(\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ の同値性は Theorem 4による.
$(\mathrm{i}\mathrm{v})\Rightarrow(\mathrm{v})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ は明らか.
$(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{v})$ 各 $n$ に対して $\{|\psi_{\delta_{e}}|j\theta_{n}|<1\}\subset Z(\psi_{\text{ノ_{}7}},\iota)$ を満たす $l\text{ノ_{}n}\in L_{+}^{1}(\mu)$ が存在す

ると仮定する. 任意の正数 $Ci$ に対して $Z(/\psi_{\text{ノ_{}7}},\iota)=Z(\psi_{C\nu_{n}})$ であるので $\sum_{7\mathit{1}.=1}^{\infty}||l\text{ノ_{}\mathrm{y}\iota}||<\infty$

とすることができる. $\lambda=\sum_{n=1^{\prime \text{ノ_{}7\iota}}}^{\infty}$ とおくと $\lambda\in L_{+}^{1}(\mu)$ . よって $\lambda$ も discrete な
$\iota \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}$ なので,

$\lambda=\sum_{n=1}^{\infty}b_{n}\delta_{e}i\theta_{\mathrm{n}}$ , ただし’ $b_{n}\geq 0,$ $\sum_{n=1}^{\infty}b_{n}.<\infty$ ,

と書くことにする. $\sum_{n=1}^{\infty}p_{n}(a_{n}+b_{n})<\infty$ かつ $p_{n}arrow\infty(narrow\infty)$ なる increasing
positive integers の sequence $\{p_{n}\}$。をとり $l^{\text{ノ}}= \sum_{7\mathrm{L}=1}^{\infty}p_{n}(a_{n}+b)n\delta_{e}i\theta 7\iota$ とおくと,
$|\text{ノ}\in L_{+}^{1}(\mu)$ である. . この $l\text{ノ}$ が求めたい lneasure であることを示すには, $|\psi_{\mu}’(x\cdot)|<1$

なる $x\in \mathfrak{M}\backslash D$ に対して $’\psi_{l\text{ノ}}(X)=0$ であることを示せばよい. $l \text{ノ}\geq\lambda=\sum_{\tau\iota 1}^{\infty}=l\text{ノ_{}n}\geq l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{r\iota}$

より, 各 $n$ に対して飢 $\backslash D$ 上で $|\psi_{l\text{ノ}}|\leq|\psi|,\text{ノ_{}7}\iota|$ である. ある $n$ に対して $|\psi_{\delta_{e^{i\theta}t\mathrm{t}}}(.x\cdot)|<1$

であれば, 仮定 (ii) より $x\in z(\psi_{l\text{ノ}}|)$ を得る. 次にすべての $n$ に対して

(5) $|’\emptyset\delta_{e^{i\theta_{7\iota}}}(x)|=1$

であるとする.

$1 \text{ノ_{}n}’=\sum pj(a_{j}+b_{j})\delta_{\text{。}}j=n\infty i\theta_{j}$ , $\mu_{n}’=\sum_{j=n}^{\infty}aj\delta_{e}i\theta \mathrm{j}$
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とおくと, $,4 \geq p_{n}\sum_{j7\mathrm{t}}^{\infty}=j\delta ae^{i}\theta_{j}=p_{n}\mu_{7b}’$ である. したがって, 各 $n$ に対して飢 $\backslash D$

上で $|\psi_{\nu_{7}’}\iota|\leq|\psi_{\mu_{n}^{J}}|^{p_{7l}}$ である. よって,

$|\psi_{\nu}(_{X^{\backslash }})|$ $=$ $| \psi_{\nu_{n}’}(X).|\prod|\psi_{\delta}i\theta(x)|nj=1-1ej:pj(aj..+b_{j})$

$=$ $|\psi_{\nu_{n}^{\prime(}}X)|$ by (5)

$\leq$ $|\psi_{\mu_{n}’}(x)|$

$=$ $|\psi_{\mu}(X)|^{p_{7}}\mathrm{t}$ by (5).

これがすべての $n$ で成り立つので, $p_{n}arrow\infty(narrow\infty)$ とすると,\psi l (x) $=0$ を得

る. 口

最後に例として Theorem 7の条件 (ii) を満たす measure を構成する.

Example. P. Gorkin の論文 [3] より, すべての $l\text{ノ}\in M_{6}^{+}$. に対して $\{|’\psi,\text{ノ}|<1\}\subset$

$Z(\psi_{\lambda})$ を満足する $\lambda\in M_{s,d}^{+}$ が存在することがわかる. ここで, $\lambda$ の total variation
$||\lambda||$ は十分小さくとることができる.

$7\text{ノ_{}0}\in M_{s,d)}^{+}.|||\text{ノ_{}0}||\leq 1$ とする. そのとき, $l\text{ノ_{}1}\in M_{s,d}^{+}$ が存在して $\{|\psi l\text{ノ。}|<1\}\subset Z(’\emptyset l\text{ノ_{}1})$

かつ $||l\text{ノ_{}1}||\leq 1/2$ を満たす. さらに, $l\text{ノ_{}2}\in M_{s,d}^{+}$. が存在して $\{|\psi_{l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\}}}|<1\}\subset Z(\psi_{1\text{ノ}}2)$ か

つ $||\mathit{1}\text{ノ_{}2}||\leq(1/2)^{2}$ を満たす. これを帰納的に用いると,

(6) $\{|\psi_{\mathrm{T}\text{ノ}}k-1|<1\}\subset Z(\psi,\text{ノ}\kappa-)$

かつ $||l\text{ノ_{}k}||\leq(1/2)^{k}$ を満たすような discrete な positive singular measures の se-
quence $\{l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{k}\}_{k}$ を得る. いま

$\mu=\sum_{k=1}$ |ノ k

とおくと, $\mu\in M\text{九で各}$ $k$ で $l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{k}\in L_{+}^{1}(\mu)$ である. $\mu(\{e^{i\theta}\}0)>0$ と仮定すると
$l\ovalbox{\tt\small REJECT}_{k}(\{e,\}i\theta 0)\neq 0$ となる positive integer $k$ が存在する. そのとき, $\{|\psi_{\delta}e^{\dot{\gamma}\theta}0|<1\}\subset$

$\{|\psi_{l\text{ノ}}k|<1\}$ であり, (6) より $\{|\psi_{\delta}e^{i\theta}0|<1\}\subset Z(\psi_{\text{ノ}},k+1)$ を得る. この lneasure $\mu$ は

Theorem 7の条件 (ii) を満たしている.
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