
代数的局所コホモロジー類のローラン展開と L.
Ehrenpreis の Noether作用素

新潟大学工学部 田島 慎 $-$ ( $\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{i}$ Taj ima)

1 問題とその背景

多変数多項式環 $\mathrm{C}[z_{1}, z2, \ldots, zn]$ の零次元イデアル $I$ が与えられたとする. $X=\mathrm{C}^{n}$ に

おけるその零点集合を $V(I)$ で表す. $X$ 上の正則関数のなす層 $\mathcal{O}_{X}$ を係数とし, 零点集合
$V(I)$ に台を持つ代数的局所コホモロジー群を $\mathcal{H}_{[}^{n_{V(I)}}$ ]

$(O_{X})$ で表す. 更に, イデアル $I$ に

対し

$\Sigma=\{\psi\in \mathcal{H}_{[}^{n_{V(}}I)](\mathcal{O}x)|f\psi=0, \forall f\in I\}$

と定める. 層 $\mathcal{E}xt_{\mathcal{O}x}^{n}(O_{X}/I, \mathit{0}_{x})$ から代数的局所コホモロジー群のなす層 $\mathcal{H}_{[V(I)}^{n}(]\mathit{0}_{x})$ へ

の自然な写像を

$i:\mathcal{E}xt^{n}(\mathcal{O}\mathrm{x}\mathcal{O}_{x}/I, O_{X})arrow \mathcal{H}_{[V()]}^{n}I(\mathcal{O}x)$

とおくと, 層 $\Sigma$ は $\Sigma=i(\mathcal{E}xt_{\mathcal{O}}nx(O_{X}/I, \mathcal{O}_{X}))$ と記述できる. また, 層 $\mathcal{H}_{[V(I)}^{n}(]\mathit{0}_{X})$ の $X$

上の大域的切断全体 $H_{[V(I)}^{n}(]\mathit{0}_{x})=\Gamma(X, \mathcal{H}^{n_{V(}}([I)]Ox))$ に対してベクトル空間 $\Sigma$ を

$\Sigma=\{\psi\in H^{n}([V(I)]O_{\mathrm{x}})|f\psi=0, \forall f\in I\}$

で定める. この集合 $\Sigma$ は有限次元ベクトル空間となる. 混乱が生じることはないと思うの

で, 記号を簡略化するために層とベクトル空間に対して同じ記号 $\Sigma$ を用いることにした.

Grothendieck 留数をとることにより, ベクトル空間 $\Sigma$ は剰余 $\mathrm{C}[z_{1}, z2, \ldots, zn]/I$ のベクト

ル空間としての双対空間と同–視することが出来る (cf. [17]).
零点 $A\in V(I)$ がイデアル $I$ の単純点である場合は, 点 $A$ に台を持つ $\Sigma$ の要素は点 $A$

$-\mathrm{T}\not\supset$ 点

に–位の極をもつ代数的局所コホモロジ一類として簡単に表現することが出来る. 本稿の
目的は, 重複度を持つような点 $A\in V(I)$ で $\Sigma$ の解析をすることである.

論文 ([16]) では, 零次元イデアル $I$ が complete intersection で, 正規列となるような $n$

個の生成元が与えられててある場合に, この問題を考察した. このような時は, $\Sigma$ の $\mathit{0}_{x}$

上での生成元を用いることでベクトル空間 $\Sigma$ の基底を具体的に表現することが出き, 更に

数理解析研究所講究録
1138巻 2000年 87-95 87



Hermite-Jacobi の多変数補間積分を解析することで剰余空間 $\mathrm{C}[z_{1}, z2, \ldots, zn]/I$ との間の

双対性を計算することが可能であることを示した. しかし, complete intersection でない $-$

般の場合で, 与えられた零次元イデアル $I$ の零点集合 $V(I)$ が重複度を持つようなときに
$\Sigma$ を具体的に決定することはこの論文では扱っていなかった.

本稿ではこのような $-$般の場合を想定し, 零次元イデアルが与えられたときにベクトル

空間 $\Sigma$ を決定しその要素を具体的に表現する方法について考察する. これらの計算をおこ

なうアルゴリズムを構成することがこの研究の目標である. 議論を展開する前に, 研究の目

的が明かになるように簡単な例を用いて説明をすることにする.

例 1 $f1=x^{2}+y^{2}-1,$ $f_{2}=y-x^{2}+1$ とおく. 多項式 $f1,$ $f_{2}$ の生成するイデアルを

$I\subset \mathrm{Q}[x, y]$ とする. 多項式環に $y\succ x$ なる辞書式項順序をいれたとき, イデアル $I$ のグレ

ブナ基底は $\{x^{4}-x^{2}, y-x^{2}+1\}$ で与えられる. 因数分解 $x^{4}-x^{2}=x^{2}(x+1)(x-1)$ に注

目して $I_{0}=\langle x^{2}, y+1\rangle,$ $I_{1}=\langle x+1, y\rangle,$ $I_{2}=\langle x-1, y\rangle$ とおけば, イデアル $I$ の準素イデ

アル分解 $I=I_{0}\cap I_{1}\cap I_{2}$ をえる. 点 $A_{0},$ $A_{1},$ $A_{2}$ を $A_{0}=(0, -1),$ $A_{1}=$ $(-1,0),$ $A_{2}=(1,0)$

で定めれば, $V(I)=\{A_{0}, A_{1}, A_{2}\}$ となる. ベクトル空間

$\Sigma=\{\psi\in H_{[(}n_{V}I)](o\mathrm{x})|f\psi=0, \forall f\in I\}$

の基底として

$\{[\frac{1}{x^{2}(y+1)}], []\underline{1}, []\underline{1}, []\}\underline{1}$

$x(y+1)$ $(X+1)y$ $(x-1)y$

が取れる. いま, 剰余ベクトル空間 $\mathrm{C}[x, y]/I$ の基底として $\{x^{3}, x^{2}, x, 1\}$ をとると, $\Sigma$ に

おけるその双対基底は

$\{-[\frac{1}{x^{2}(y+1)}]-\frac{1}{2}[\frac{1}{(X+1)y}]+\frac{1}{2}[\frac{1}{(x-1)y}]$ ,

$-[ \frac{1}{x^{2}(y+1)}]+\frac{1}{2}[\frac{1}{(X+1)y}]+\frac{1}{2}[\frac{1}{(x-1)y}],$ $-[ \frac{1}{x^{2}(y+1)}],$ $-[ \frac{1}{x(y+1)}]\}$

で与えられる.

一般に, 双対基底をこのように具体的に表現することが出来れば, 様々な計算に応用するこ

とが可能となる. 例えば, イデアル $I$ で多項式の剰余を取ったときの剰余項を表現する式

を直ちに得ることが出来る.
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2 代数的局所コホモロジーとネター作用素

零次元イデアル $I$ の零点集合 $V(I)$ は相異なる $\ell$ 個の点 $A_{1},$ $A_{2},$
$\ldots,$

$A\ell$ からなるとし, 点
$A_{i}$ の重複度は $\mu_{i}$

.
であるとする. 代数的局所コホモロジー群の直和分解

$?\{_{[V}^{n}I)]((X)\mathit{0}=\mathcal{H}_{[A}n1](oX)\oplus \mathcal{H}^{n_{A]}}[2(o_{x})\oplus\cdots\oplus \mathcal{H}n_{A\ell}[](o_{x)}$

に対応して $\Sigma_{A_{i}}=\Sigma\cap H_{[A]}^{n_{i}}(\mathcal{O}x)$ とおく. 次が成り立つ.

補題 2 (i) $\Sigma=\Sigma_{1}\oplus\Sigma_{2^{\oplus}}\ldots\oplus\Sigma_{\ell}$ ,

(ii) $\dim_{\mathrm{C}^{\Sigma}}A_{i}^{\cdot}=\mu_{i}$ .

従って, 各点 $A_{i}$ における $\Sigma_{A_{i}}$ が決定出来れば, ベクトル空間 $\Sigma$ も決定できることになる.

そこで, -点 $A\in X$ をとり, この点のみに台を持つ代数的局所コホモロジー群 $\mathcal{H}_{[A]}^{n}(o_{X})$

を考える. いま, $X$ 上の線形偏微分作用素で, 正則関数を係数にもつもののなす層を $D_{X}$ と

おく. 代数的局所コホモロジー群 $\mathcal{H}_{[A]}^{n}(\mathcal{O}x)$ は $\mathit{0}_{x}$ 加群としては連接ではないが, Dx-騎
群として連接でホロノミックとなる. しかもその上, $\mathcal{H}_{[A]}^{n}(ox)$ は $\mathcal{D}_{X}$ -加群として simple
となる. この事実に注目して点 $A=(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n})\in X$ に対し, 次の写像

$i:Ext_{\mathcal{O}}nX(o_{x}/\langle z_{1}-a_{1}, Z_{2}-a_{2}, \ldots, Zn-an\rangle, \mathcal{O}_{X})arrow H_{[A]}^{n}(o_{\mathrm{x}})$

1
による $[$ $]$ の像を考え, それを $\delta_{A}$ で表す. この時, 次が成立

$z_{1}-a_{1}$ . $z2-a2^{\cdot}$ . . $z_{n}-a_{n}$

する.

補題 3代数的局所コホモロジ–群 $H_{[A]}^{n}(o_{x})$ の要素 $\psi_{A}$ は定数係数の偏微分作用素 $T(- \frac{\partial}{\partial\zeta})$

を用いて $\psi_{A}=T(-\frac{\partial}{\partial\zeta})\delta_{A}$ と表現できる.

今, 点 $A$ をイデアル $I$ の零点集合 $V(I)$ の任意の–点とする. 次の結果は基本的である.

補題 4点 $A\in V(I)$ に台をもつ代数的局所コホモロジー類 $\psi_{A}=T(-\frac{\partial}{\partial\zeta})\delta_{A}$ がベクトル

空間 $\Sigma_{A}=\Sigma\cap H_{[A]}^{n}(O_{X})$ に属する必要十分条件は

$fT\in D\mathrm{x}\langle z1-a1, z2-a_{2}, \ldots, zn-a_{n}\rangle$ , $\forall f\in I$

である.

ここで, 補題の条件を満たす線形偏微分作用素からなる集合

$NT_{A}=\{T|fT\in D_{X}\langle z_{1}-a_{1}, z_{2}-a_{2}, \ldots, zn-a_{n}\rangle, \forall f\in I\}$

を導入する. L. Ehrenpreis $([6])$ に従って, ベクトル空間 $NT_{A}$ の (要素または) 基底をネ

ター作用素と呼ぶことにする.
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例 5 $I=\langle x^{3}, x^{2}+xy+y^{2}\rangle$ とおく. イデアル $I$ の零点が原点のみからなり, その重複度

は 6に等しい. ネター作用素として

$\{1, \frac{\partial}{\partial x} . \frac{\partial}{\partial y} \frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}-\frac{\partial^{2}}{\partial y^{2}}, \frac{1}{2}\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}}-\frac{\partial^{2}}{\partial x\partial y} \frac{\partial^{3}}{\partial x^{2}\partial y}-\frac{\partial^{3}}{\partial x\partial y^{2}}\}$

を得る.

この例の様に, 点 $A\in V(I)$ が有理点である場合はネター作用素を比較的簡単に求めるこ

とが出来る. また, 数式処理を用いる計算アルゴリズムの構成も容易である.

3 準素イデアル分解による計算の局所化

有理数を係数にもつような多変数多項式の組であり, それらの共通零点集合が零次元と

なるものが与えられたとする. これらめ多項式の生成するイデアルを $I\subset \mathrm{Q}[z_{1}, z_{2}, \ldots, \mathcal{Z}_{n}]$

とおく. $X=\mathrm{C}^{n}$ におけるその零点集合を $V(I)$ で表し, $V(I)$ に台を持つ代数的局所コホ

モロジー群 $\mathcal{H}_{[}^{n_{V(I)}}$ ]
$(O_{X})$ をとり, 前節と同様に

$\Sigma=\{\psi\in \mathcal{H}_{[}^{n_{V}}I)]((x)O|f\psi=0, \forall f\in I\}$

と定める.

零点 $A\in V(I)$ が有理点でない場合に前節の方法を直接適用してネター作用素を求める

計算を行うとすると, 代数拡大をして計算を行う必要が生じる. 数式処理を利用することを

考えると, 代数拡大を避けて計算を実行できることが望ましい. そこでこの節では, 計算代

数の観点から前節の議論を見直し, 準急イデアル分解とネター作用素の関係を明らかにし

ておく.

さて, イデアル $I$ の多項式環 $\mathrm{Q}[\mathcal{Z}1, Z2, \ldots, zn]$ における準素イデア)1/分解 $I=I_{1^{\cap I}2^{\cap}}\cdots\cap Is$

が与えられたとする. この準素イデアル分解に対応して

$\Sigma_{I_{i}}=H_{[V(I_{i})1}^{n}(Ox)\mathrm{n}\Sigma$

とおく. この時あきらかに次が成り立つ.

補題 6(i) $\Sigma_{I_{i}}=\{\psi\in H^{n}[V(Ii)](\mathcal{O}x)|f\psi=0, \forall f\in I_{i}\}$ ,

(ii) $\Sigma=\Sigma_{I_{1}}\oplus\Sigma_{I_{2}}\oplus\cdots\oplus\Sigma_{I_{s}}$ .

この補題により, ベクトル空間 $\Sigma$ を決定するには各準素イデアルろに注目して, その零点

集合 $V(I_{i})$ に台をもつ代数的局所コホモロジー群を考えればよいことがわかる. そこで次

に, $V(I_{i})$ に台を持つ局所コホモロジ一類を表現する方法について考える.

90



イデアル $I_{i}$ の根基 $\sqrt{I_{i}}$ をとりその生成元 $Pi,1,pi,2,$ $\ldots,Pi,n$ が与えられたとしよう. これ

らの生成元を用いて

$\sigma_{I_{i}}=[^{\underline{det(\frac{\partial(pi,1p_{i},2..\cdot pi,n)}{\partial(z_{1}z_{2}\cdot z_{n})})}}..]$

$p_{i,1p_{i},2Pi,n}\ldots$

と定める. ベクトル空間 $\mathrm{C}[z_{1}, z2, \ldots, zn]/\sqrt{I_{i}}$ の次元は, 零点集合 $V(I_{i})$ の相異なる点の個

数に等しい. 従って, 零次元集合 $V(I_{i})$ に高々–位の極を持つような代数的局所コホモロ

ジー類はすべて, 局所コホモロジー類 $\sigma_{I_{i}}$ にベクトル空間 $\mathrm{C}[Z1, Z2, \ldots, zn]/\sqrt{I_{i}}$ の基底多項

式を掛けてそれらの $-$次結合として表現することが出来る.

また, $\Sigma_{I_{i}}$ のすべての要素はこれらの代数的局所コホモロジー類に, 重複度に応じた偏

微分作用素を施すことで表現できることも明かであろう.( 次の節ではこの事実に基づいて

Noether作用素の計算を行う)

例 7 $f1=5x^{3}-9xy^{2},$ $f_{2}=6x^{2}y+5y^{3}-5y$ の生成するイデアル $I=\langle f1, f_{2}\rangle\subset \mathrm{Q}[x, y]$

をとる. 項順序として $y\succ x$ であるような辞書式項順序をいれると, イデアル $I$ のグレブ

ナ基底は

$5y^{3}+6x^{2}y-5y,$ $9Xy^{2}-5_{X},793x^{3}y-45_{X}y,$ $79x-455x3$

で与えられる. 剰余ベクトル空間 $\mathrm{Q}[x, y]/I$ の単項式基底 $MB$ は

$MB=\{y^{2}, x^{2}y, Xy, y, X^{4}, x^{32}, X, x, 1\}$

となる. イデア) $I$ の準素イデア)分解は $I=I_{0}\cap I_{1}\cap I_{2}\cap I_{3}$ で与えられる. ただし

$I_{0}=\langle x^{3}, y\rangle,$ $I_{1}=\langle x, y+1\rangle,$ $I_{2}=\langle x, y-1\rangle,$ $I_{3}=\langle 79x^{2}-45,79y-225\rangle$

である. イデアル $I_{0}$ の零点 $(0,0)$ の重複度は 3であり, 他のイデアル $I_{1},$ $I_{2},$ $I_{3}$ の零点は

すべて単純点のみからなる. そこでいま

$\sigma_{I_{0}}=[\frac{1}{xy}],$ $\sigma_{I_{1}}=[\frac{1}{x(y+1)}],$ $\sigma_{I_{2}}=[\frac{1}{x(y-1)}],$ $\sigma_{I_{3}}=[\frac{2^{2}\cdot 79^{2}xy}{(79x^{2}-45)(79y-225)}]$

と定める. 準素イデアル分解に応じて $\Sigma=\Sigma_{I_{0}}\oplus\Sigma_{I_{1}}\oplus\Sigma_{I_{2}}\oplus\Sigma_{I_{3}}$ を得るが

$\Sigma_{I_{0}}=span\{\sigma_{I_{0}}, (\frac{\partial}{\partial x})\sigma_{I_{0}}, (\frac{\partial^{2}}{\partial x^{2}})\sigma_{I_{0}}\},$ $\Sigma_{I_{1}}=span\{\sigma_{I_{1}}\},$ $\Sigma_{I_{2}}=span\{\sigma_{I_{2}}\}$

が成り立つ. また, 零点集合 $V(I_{3})$ は 4点からなり, 剰余ベクトル空間 $\mathrm{Q}[x, y]/I_{3}$ の単項

式基底として $\{xy, y, x, 1\}$ がとれるので, $\Sigma_{I_{3}}=span\{xy\sigma_{I_{3}}, y\sigma_{I_{3}}, x\sigma I_{3}, \sigma I_{3}\}$ を得る.

これらの基底を用いると例えば次のような表現を導くことが出来る.
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$[ \frac{1}{(5x^{\mathrm{s}}-9xy2)(6x^{2}y+5y^{3}-5y)}]=$

$- \frac{1}{25}[\frac{1}{x^{3}y}]-\frac{6}{125}[\frac{1}{xy}]-\frac{1}{90}[\frac{1}{x(y+1)}]-\frac{1}{90}[\frac{1}{x(y-1)}]-\frac{79}{4500}[\frac{2^{2}\cdot 79^{2}xy}{(79_{X^{2}}-45)(79y-225)}]$ .

双対基底の計算を行うことも出来る. 実際

$\chi_{0,2}$ $=$ $-[ \frac{1}{xy}]+\frac{1}{2}[\frac{1}{x(y+1)}]+\frac{1}{2}[\frac{1}{x(y-1)}]$ ,

$\chi_{2,1}$ $=$ $\frac{79}{90}[\frac{1}{x(y+1)}]+\frac{79}{90}[\frac{1}{x(_{l/}-1)}]+\frac{79^{2}}{4500}y[\frac{2^{2}\cdot 79^{2}xy}{(79_{X^{2}}-45)(79y-225)}]$ ,

$\chi_{1,1}$ $=$ $\frac{79^{2}}{4500}xy[\frac{2^{2}\cdot 79^{2}xy}{(79x^{2}-45)(79y-225)}]$ ,

$\chi_{0,1}$ $=$ $- \frac{1}{2}[\frac{1}{x(y+1)}]+\frac{1}{2}[\frac{1}{x(y-1)}]$ ,

$\chi_{4,0}$ $=$ $- \frac{158}{375}[\frac{1}{xy}]-\frac{79}{45}[\frac{1}{x^{3}y}]-\frac{79}{162}[\frac{1}{x(y+1)}]-\frac{79}{162}[\frac{1}{x(y-1)}]$

$=$ $+ \frac{79^{2}}{8100}[\frac{2^{2}\cdot 79^{2}xy}{(79_{X^{2}}-45)(79y-225)}]$,

$\chi_{3,0}$ $=$ $- \frac{79}{45}[\frac{1}{x^{2}y}]+\frac{79^{2}}{8100}x[\frac{2^{2}\cdot 79^{2}xy}{(79_{X^{2}}-45)(79y-225)}]$ ,

$\chi_{2,0}$ $=$ $[ \frac{1}{x^{3}y}],$ $\chi_{1,0}=[\frac{1}{x^{2}y}],$ $\chi_{0,0}=[\frac{1}{xy}]$

とおくと, 代数的局所コホモロジー類 $\{\chi_{0},2, x_{2},1, x1,1, x0,1, x_{4},0, \chi_{3,0}, x2,0, x_{1},0, \chi 0,0\}$ は剰

余空間 $\mathrm{Q}[x, y]/I$ の単項式基底 $\{y^{2}, x^{2}y, xy, y, x^{4}, X, X, X, 132\}$ に対するベクトル空間 $\Sigma$

における双対基底となる.

4 Noether作用素の計算

この節では, 代数的局所コホモロジ一群が D-白群群の構造を持つことを利用すること

で, Noether作用素の特徴付けを与える. その結果を用いることで, 代数拡大を行わないで

Noether作用素を求めることが可能となる.

今までと同じように, 準素イデアルろの根基を $\sqrt{I_{i}}$ で表す. 零点集合 $V(I_{i})$ に台を持

つ代数的局所コホモロジ一群のなす層 $\mathcal{H}_{[V(Ii))}^{n}$ ]( $o_{x)}$ は $D_{X}$ 上 $\sigma_{I_{i}}$ により生成されるこ

とは明らかである. 従って, 層 $\mathcal{H}_{[V(I_{i})}^{n}$ )]
$(O_{X})$ の任意の要素は適当な偏微分作用素 $T$ を用

いて $T\sigma_{I_{i}}$ の形に表現出来ることになる. さて,\mbox{\boldmath $\sigma$}L の偏微分作用素環のなす層 $Dx$ での

annihilator イデアルは左イデアル $D_{X}\sqrt{I_{i}}$ に等しい. このことから次の定理が直ちに従う.
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定理 8代数的局所コホモロジー類 $T\sigma_{I_{i}}$ がベクトル空間 $\Sigma_{I_{i}}$ に属する必要十分条件は

$fT\in D_{X}\sqrt{I_{i}}$ , $\forall f\in I_{i}$

である.

この定理を用いると代数拡大を回避して Noether作用素の計算を行うことが出来る. 以下,

具体例を用いた計算でこのことを確かめてみることにする.

例 9 $f1(x, y)=(.X^{2}+y^{2})2-+3x^{2}yy^{3},$ $f_{2}(X, y)=x^{2}+y^{2}-1$ とおき, $I=\langle f1(X, y), f_{2}(x, y)\rangle$

を考える. イデアル $I$ の準素イデアル分解は $I_{1}=\langle y-1, x^{2}\rangle,$ $I_{2}=\langle 4y^{22}+4y+1,4_{X}-4y-5\rangle$

とおくと, $I=I_{1^{\cap}}I_{2}$ で与えられる. イデアル $I$ の零点 $A=V(I)$ は三点 $A_{1},$ $A_{2},$ $A_{3}$ から

なり, $V(\sqrt{I_{1}})=\{A_{1}\},$ $V(\sqrt{I_{2}})=\{A_{2}, A_{3}\}$ と既約分解される. ただし $A_{1}=(0,1),$ $A_{2}=$

$( 4, - \frac{1}{2}),$ $A_{3}=( \frac{\sqrt{3}}{2}, -\frac{1}{2})$ とおいた. 各点での重複度はいずれも 2に等しい。

イデアル $I$ の準素イデアル分解 $I=I_{1}\cap I_{2}$ に対応してベクトル空間の直和分解 $\Sigma=$

$\Sigma_{I_{1}}\oplus\Sigma_{I_{2}}$ を得る. イデアル $I_{1},$ $I_{2}$ の根基はそれぞれ $\sqrt{I_{1}}=\langle x, y-1\rangle,$ $\sqrt{I_{2}}=\langle 4x^{2}-3,2y+1\rangle$

であることに注意して, 局所コホモロジ–類 $\sigma_{I_{1}},$ $\sigma_{I_{2}}$ を

$\sigma_{I_{1}}=[\frac{1}{x(y-1)}],$ $\sigma_{I_{2}}=[\frac{16x}{(4_{X^{2}}-3)(2y+1)}]$

で定める. 明らかに $\Sigma_{I_{1}}=span\{\sigma I_{1} , \frac{\partial}{\partial x}\sigma_{I_{1}}\}$ が成り立つ.

ベクトル空間 $\Sigma_{I_{2}}$ の要素を表現するために $T\sigma_{I_{2}}\in\Sigma_{I_{2}}$ となる偏微分作用素 $T$ を求め

よう. この節の定理により, $T$ の満たすべき条件

$(4y^{2}+4y+1)T\in D_{X}\langle 4x^{2}-3,2y+1\rangle,$ $(4x^{2}-4y-5)T\in D_{X}\langle 4x^{2}-3,2y+1\rangle$

を得る. この条件を満たす偏微分作用素 $T$ として $T=- \frac{\partial}{\partial x}-2x\frac{\partial}{\partial y}$ を得る. この Noether
作用素 $T$ を用いると

$\Sigma_{I_{2}}=span\{\sigma_{I_{2}}, x\sigma_{I_{2}}, T\sigma_{I_{2}}, \tau(_{X\sigma_{I_{2}}})\}$

を得る.
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