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1 はじめに

有限群のコホモロジー環を具体的に計算することは, 係数環を問わず, 一般に困難である.
筆者はここ 10年ほど有限群の Sylow 2- 部分群が二面体群, 準二面体群や wreathed 2- 群で
ある有限群の mod 2 コホモロジ一勾を加群論の立場から調べてきた. その方法は斉次コホ
モロジー類から定められる Carlson 加齢とよばれる加群を解析することに依る. この方法
を Sylow P- 部分群が extraspecial P- 群である有限群に適用する.

extraspecial 2- 群のコホモロジー環は 30年前に Quillen [8], [91によって知られていた.
$P$ が奇素数のときの extraspecial P- 群については最小位数の $p^{3}$ の場合のみがわかってい
る. 指数 $l^{J^{2}}$ の場合は metacyclic である. metacyclic P- 群, およびこれを Sylow P- 部分
群として含む有限群の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ コホモロジー環は求められている (Diets-Martino-Priidy [2],
Sasaki [131). しかし, 指数 $P$ のもの, これを以下, $P$ とおく, の場合はむずかしい. 整数係数
の場合は G. Lewis [51によって得られていたが, 標的 $P$ の体を係数環とするコホモロジ一
環はやっと 10年前に Leary [41によって求められたばかりであり, それは整数係数の場合
にもましてかなり複雑なものである. この extraspecial P- 群 $P$ を Sylow P- 部分群にもつ
有限群の整数係数コホモロジー環を研究したものとして, Tezuka-Yagita [151, D. $\mathrm{J}$ . Green
[3], Tezuka-Yagita [16] があげられる. 特に, Tezuka-Yagita [16] は包括的な内容のもので
あって, 体係数のコホモロジー環を考察するうえでも貴重な情報と示唆を与えてくれた. ま
た, 体係数のコホモロジー環を扱ったものとして Milgram-Tezuka [6] では Mathieu 群 $M_{12}$

の mod 3 コホモロジー環を計算し, これが–般線型群 $\mathrm{G}\mathrm{L}(3, \mathrm{F}_{3})$ のそれと同型であること
を示している. また, Yagita [181は Tezuka-Yagita [16] に引き続き, 整数係数コホモロジ一
環の考察から体係数のコホモロジー環の考察へ進んでいる. (前回の短期共同研究の報告
集も参照してください)

ここでは, exstraspecial P- 群 $P$ を Sylow P- 部分群として含む有限群 $G$ の $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p$ コホモ

ロジー環 $H^{*}(G, k),$ $k$ は標数 $P$ の体, を考察する. 例として, 一般線型群 $\mathrm{G}\mathrm{L}(3, \mathrm{F}_{p})$ の mod
$P$ コホモロジ一環を述べる. (実はここまでの内容は 1998年 9月の数理研でのシンポジウ
ム「有限群の表現論およびその周辺」の報告集に書いたことと同じです) また, 講演では
述べなかったのだが, Held の単純群の mod 7 コホモロジー環についても付け加えたい. な

お, 素数 $P$ が 3のときと 5以上のときとでは $P$ のコホモロジー環 $H^{*}(P$ , 紛の構造が違う
ので, ここでは $p\geq 5$ と仮定する. もっとも, $p=3$ のときも考察の方法は同じである.

記号を説明しておく. $k$ を体とし, その標数を $P$ とする. $G$ を有限群とする. 考える kG-
加群はすべて有限生成である. $H$ を $G$ の部分群とする. 類 $\zeta\in H^{*}(G, k)$ に対してしば
しば, $H$ への制限 $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{H}\zeta$ を $\zeta_{H}$ とか $\zeta_{|H}$ と表す. 類 $\eta\in H^{*}(H$ , 幻に対してコレストリク
ション $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}^{c_{\eta}}$ を $\mathrm{t}\mathrm{r}^{G}\eta$ と表す. 斉次類 $\eta\in H^{\prime l}(H, k)$ , ここで次数 $n$ は偶数とする, に対し
て Evens のノルム写像 norm : $H^{\prime \mathrm{t}}(H, k)arrow H^{|G:H|n}(c, k)$ による $\eta$ の像を norm$c_{\eta}$ と
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表す. 元 $g\in G$ に対して $\eta^{g}$ で $g$ による共役 con $\eta\in H^{*}(H^{g}, k)$ を表す. $G$ の自己同型 $\varphi$

の逆写像が誘導するコホモロジ一環の自己同型 $(\varphi^{-1})^{*}$ : $H^{*}(H, k)arrow H^{*}(H^{\varphi}, k)$ による

類} $l$ の像を $\eta^{\varphi}$ と表す. kG- 加群 $U,$ $V$ に対して kG- 準同型のなす空間 $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{kG(U,V}$ ) を

$(U, V)_{G}$ と表す.

2準備

まず, 大事な Carlson 加群を定義しよう.

定義 21 $H^{\prime 1}(G, k)\simeq(\Omega^{\prime l}(kG), k)_{c}$ である. この同型で $\zeta(\neq 0)\in H^{n}(G, k)$ が対応する

kG- 準同型を $\wedge\zeta$ : $\Omega^{;\uparrow}(kc,)arrow k_{G}$ と表し, その核を $L_{\zeta}$ とおく:

$0arrow L_{\zeta}arrow\Omega^{\prime \mathrm{t}}(k_{c})arrow k_{G}\wedge\zetaarrow 0$ .

核 $L_{\zeta}$ を $\zeta$ の Carlson 畑鼠とよぶ. 次の可換図式を得る :
$0$ $0$

$\downarrow$ $\downarrow$

$L_{\zeta}\downarrow$

—-
$L_{\zeta}\downarrow$

$0arrow\Omega^{;\uparrow}karrow$ $P$ $arrow\Omega^{\prime\iota-1}karrow 0$

$\wedge\zeta\downarrow$ $\downarrow$ $||$

$0arrow$
$\downarrow k$ $arrow\Omega^{-1}L_{\zeta}\downarrowarrow\Omega^{\prime\iota-1}karrow 0$

$0$ $0$

部分群 $H$ への制限は射影加群を法としてコホモロジー類の $H$ への制限の Carlson 加群で
ある:

$(L_{\zeta})_{|H}=L_{(\zeta_{H})}\oplus$射影加群.

コホモロジー完全系列を考えることにより

補題 21 $\rho$ がコホモロジー環 $H^{r}(c, k)$ の正則元ならば, 次の完全系列が存在する :
$0arrow(\Omega^{r-1}(k), k)carrow(\Omega^{-1}(L_{\rho}), k)_{G}arrow 0$ ;

$0arrow \mathrm{E}_{\mathrm{X}\mathrm{t}_{k}^{\prime l}}(c)k,$

$k\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}kc(k, k)\rhoarrow n+rarrow \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{kc\rho}’\mathrm{t}(L, k)arrow \mathrm{O},$ $n\geq 0$ .

それ故, Carlson 加群 $L_{\rho}$ を知りたい:

(1) $L_{\rho}$ の直和分解, 直既約直和因子のヴァ一テックスとソース;
(2) $L_{\rho}$ の直既約直和因子 $X$ の $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{kG}^{*}(X, k)$ .
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一般に有限群 $G$ の mod $P$ コホモロジー環 $H^{*}(G, k)$ は $:\grave{7}\backslash$一ター的である. $G$ の P- ランク
と $H^{*}(c, k)$ の Krull 次元は–致する. $G$ の P- ランクを $r$ とすればコホモロジー環 $H^{*}(G, k)$

は $r$ 個の斉次類からなるパラメーター系 $\{\zeta_{1}, \ldots, \zeta_{r}\}$ をもつ. これはコホモロジー環 $H^{*}(G, k)$

はこれらで生成される部分環上有限生成であることを意味する. また, $\{\zeta_{1}, .:. , \zeta\Gamma\}$ がパラ
メーター系であることはその Carlson 加群のテンサー積 $L_{\zeta_{1}}\otimes\cdot\cdot:\otimes L_{\zeta_{r}}$ が射影的であるこ
とと同値である.

$G$ の P- ランク金 $r$ とする. 自然数 $i=1,$ $\ldots,$
$r$ に対して

$\mathcal{H}_{i}(c)=$ { $C_{G}(E)|E$ はランク $i$ の基本可換 P- 部分群}
とおく.

定理 2.2 (Carlson) コホモロジー環 $H^{*}(c, k)$ は次の性質をもつパラメーター系 $\{\zeta_{1}, \ldots, \sigma r\}$

をもつ: 各 $i=1,$ $\ldots,$
$r$ に対して

$\zeta_{i}\in\sum_{H\in}\iota_{\mathrm{f}_{H}}\mathcal{H}j(c)cH*(H, k)$
.

系 2.3 (奥山) $H^{*}(G, k)$ のパラメーター系 $\{\zeta_{1}, \ldots, \zeta r\}$ を上の定理のようにとれば, テンサー
積 $L_{\zeta 1}\otimes\cdots\otimes L_{\zeta_{-\mathrm{l}}},$. は $\mathcal{H}_{r}(G)-$ 射影的である.
特に, $r=2$ のとき, $L_{\zeta_{1}}$ は $\mathcal{H}_{2}(G)-$ 射影的であり, 類 $\zeta_{1}$ は $H^{*}(G, k)$ の正則元である.

考える extraspecial P- 群のランクは 2であるから, 上の系を用いることができる.

さらに, 有限群 $G$ の P- ランクが 2のときコホモロジー環の生成元について

補題 24 コホモロジー環 $H^{*}(G, k)$ のひとつのパラメーター系を $\{\rho,\dot{\sigma}\}$ とし, それぞれ $r$

次, $s$ 次の斉次類であるとすれば $H^{*}(G, k)$ は部分環 $k[\rho, \sigma]$ 上 $r+s-2$.次以下の斉次類で
生成される.

次は Carlson 加護を Green 対応を用いて調べる際に基本となる:

定理 2.5 $\rho\in H^{rl}(G, k)$ を斉次類とする. $U$ を $\rho$ の Carlson 加群 $L_{\rho}$ の直既約直和因子と
し, $D$ をそのヴァ一テックスとする. $H$ を $G$ の部分群で正規化群 $N_{G}(D)$ を含むものとす
る. このとき $(G, D, H)$ に関する $U$ の Green対応子 $V$ は類 $\rho$ の $H$ への制限 $\rho_{H}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{H}\rho$

の Carlson 加群 $L_{\rho_{H}}$ の直和因子である.

$G|$

$\mathrm{I}^{\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{n}}\text{対応}$

$L_{\rho}=U\oplus\cdots$

$H$ $L_{(\rho_{H}})=V\oplus\cdots$

$1$

$N_{G}(D)$

注意 2.1 $\rho\in H^{\prime l}(G, k)$ がべき零でなければ, その Carlson 加群 $L_{\rho}$ の直既約直和因子の重
複度は 1である.

次はいわゆる stable-element-theorem の–種である.
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命題 2.6 (D. $\mathrm{J}$. Green [3]) Let $G$ be afinite group with Sylow p-subgroup $P\simeq p^{1+l}+$’and
suppose that $x\in H^{*}(P, \mathrm{Z})$ satisfies the stability conditionfor all $g$ such that the intersection
$P\cap P^{g}$ has order at least $p^{2}$ : then $x$ is stable.

上では係数環は整数環 $\mathrm{Z}$ であるが, 一般に可換環でよい. また, この事実はより -般には
次の命題から理解される.

命題 2.7 $G$ を有限群, $R$ を可換環とし, $RG$ を $G$ の $R$ 上の群雨とする. $S$ を $G$ の Sylow p-
部分群とする. $S$ の部分群の集合 $F$ を次のように定義する :

$F=$ { $H\leq S|H$ は tame, $C_{S}(H)\leq H,$ $N_{G}(H)/HC_{G}(H)$ は P- 群でない}.

$M$ を自明な RG- 加群とする. コホモロジ一類 $\zeta\in H^{*}(S, M)$ は

(1) 任意の $g\in N_{G}(S)$ に対して $\zeta^{g}=\zeta$ ;
(2) 任意の $H\in F$ と任意の $x\in N_{G}(H)$ に対して $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{H}\zeta^{X}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{H}\sigma$

のとき, しかもこのときに限って G- 安定である.

3extraspecial p- 群のコホモロジー環

Leary に従って, extraspecial P- 群

$P=(a, b|a^{p}=b^{p}=[a, b]^{p}=1, [[a, b], a]=[[a, b], b]=1)$

のコホモロジー環を述べる.

定義 3.1
$c=[a, b]$

とおく. $Z(P)=\langle c\rangle$ である. $j,$ $0\leq j\leq p-1$ , に対して

$E_{j}=(ab^{j},$ $c\rangle;a_{j}=ab^{j},$ $b_{j}=b$

とおき,
$E_{\infty}=\langle b,$ $c);a_{\infty}=b,$ $b_{\infty}=a^{-1}$

とおく.

$\Omega=\{0,1, \ldots, p-1, \infty\};\mathcal{E}=\{E_{j}|j\in\Omega\}$

とおく. 集合 $\mathcal{E}$ はランク 2の基本可換部分群全部の集合である.

定義 3.2 $j\in\Omega$ に対して, $H^{1}(E_{j}, k)$ を $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(Ej, k)$ とみなして,

$\lambda_{1}^{(j)*}=a_{i},$ $\mu_{1}^{(j)}=c^{*}$

とおき,
$\lambda_{21}^{(j)(j}=\Delta(\lambda)),$ $\mu_{2}^{(j)}=\Delta(\mu_{1}^{(j)})$ ,

ここで $\Delta$ : $H^{1}(E_{j}.’ k)arrow H^{2}(E,.’ k)$ は Bockstein 準同型, とおく.
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定義 3.3 $H^{1}(P, k)$ を $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(P, k)$ とみなして,

$\alpha_{1}=a^{*}$ , $\beta_{1}=b^{*};$

$\alpha_{2}=\Delta(\alpha_{1}),$ $\beta 2=\Delta(\beta_{1})$ ,

ここで $\Delta$ : $H^{1}(P, k)arrow H^{2}(P, k)$ は Bockstein準同型である.

$\chi_{2p-2}=\mathrm{t}^{P(\infty}\mathrm{r}(E_{\infty}\mu 2)_{p-}1)-\alpha p2^{-}1$

とおき,
り

で Leary の $z\in H^{2_{l}}’(P, k)$ を表すことにする.

次の事実は興味深い.

補題 3.1
$v=\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}_{E_{\infty}}^{P}(\mu_{2}^{(}\infty))\in H^{2p}(P, k)$ .

テンサー積 $L_{x_{2p-}2}\otimes L_{\nu}$ はどの $E\in \mathcal{E}$ に制限しても射影的であって, 従って, $P$ 上でも射
影的である. ゆえに

命題 3.2 $\{\chi_{2p2}-, v\}$ はコホモロジー環 $H^{*}(P, k)$ のパラメーター系である.

次は我々の考察の鍵となる事実である.

補題 3.3

$\chi_{2p^{-}2}=j\in\sum_{\Omega}\mathrm{t}\mathrm{r}^{P}(Ej\mu 2)(j)F-\mathrm{l}$
.

系 2.3をコホモロジ一環 $H^{*}(P, k)$ のパラメーター系 $\{X2p-2, v\}$ に適用して

系 34蹴嫁よコホモロジー環 $H^{*}(P, k)$ の正則元であり, その Carlson 加群 $L_{v}$ は $\mathcal{E}-$ 射影
的である. 実際

$L_{\mathrm{t}J}= \bigoplus_{j\in\Omega}L\mu^{1}2j)P$
.

定義 34 $\langle$ , , $)$ で Massey 積を表す.

$\eta_{2}=\langle\alpha_{1},$ $\alpha \mathrm{l},$
$\beta_{\iota}$ ), $\theta_{2}=\langle\beta_{1},$ $\beta 1,$ $\alpha 1$ );

$\eta_{\sim}3=\Delta(\eta_{2})$ , $\theta_{3}=\Delta(\theta_{2})$ ,

ここで $\Delta$ : $H^{2}(P, k)arrow H^{3}(P, k)$ は Bockstein 準同型, とおく.

$\chi_{2i-1}=\mathrm{t}\mathrm{r}_{E_{\infty}}^{p}(\mu_{\mathrm{l}}(\infty)\mu 2)(\infty)j-1,$ $i=2,$ $\ldots,$ $p-2$,

$\chi_{2i}=\mathrm{t}\mathrm{r}_{E_{\infty}}^{p(\infty)i}(\mu 2),$ $i=2,$ $\ldots,$ $p-2$ ,

$\chi_{2_{P^{-}}3}=\mathrm{t}^{P}\mathrm{f}_{E_{\infty}}(\mu_{1}^{(}\mu 2)\infty)(\infty)p-2-\alpha-p22\alpha_{\iota}$,

$x_{2p-}[$
$=\mathrm{t}\mathrm{r}_{E_{\infty}}^{P}(\mu_{1}^{(\infty}\mu)(2\infty)_{p}-1)+\alpha-p22\eta_{3}$ .

とおく.

5



定理 35(Leary) $P$ を 3より大きい素数とする. コホモロジー環 $H^{*}(P$ , 紛は上で定義した
類で生成され, この生成元は次の関係式をみたす :

$\alpha_{1}\beta \mathrm{l}=0,$ $\alpha_{2}\beta_{1}=\beta_{2}\alpha_{1},$ $\alpha_{1}\eta_{2}=\beta_{1}\theta_{2}=0,$ $\alpha_{1}\theta_{2}=\beta_{1}\eta_{2}$ ,

$\eta_{2}^{2}=\theta_{2}^{2}=\eta 2\theta 2=0,$ $\alpha_{\mathrm{l}}\eta_{3}=\alpha_{2}\eta 2,$ $\beta_{1}\theta_{3}=\beta 2\theta_{2}$ ,

$\eta_{3}\beta_{1}=2\alpha 2\theta 2+\beta 2\eta 2,$ $\theta_{3\backslash }\alpha_{1}=2\beta_{2\eta_{2}}+\alpha 2\theta_{2}$,

$\uparrow 72\eta_{3}=\theta 2\theta_{3}=0,$ $\theta_{2\eta_{3}}=-\eta 2\theta\tau-$ , $\alpha_{2}\theta_{3}$. $=-\beta 2\eta 3$ ,

$\alpha_{2}(\alpha_{2}\theta 2+\beta 2\eta 2)=\beta_{2}(\alpha_{2}\theta 2+\beta 2\eta 2)=0$,

$\alpha_{2}^{p}\beta_{1}-\beta_{2}^{p}\alpha_{1}=0,$ $\alpha_{2}^{p}\beta_{2}-\beta^{r}22\alpha=0$,

$\alpha_{2}^{p}\theta_{2}+\beta^{\prime_{\eta}}2’ 2=0,$ $\alpha_{2}^{p}\theta_{3}+\beta^{p}2\eta_{3}=0$ ,

$\chi_{2j}\alpha_{1}=\{$

$0$

$-\alpha_{2^{-1}}^{p}\alpha_{[}$

$\chi_{2}j\beta_{1}=\{$

$0$ , $i<p-1$
$-\beta_{2}^{p-1}\beta_{\mathrm{l}}$ , $i=p-1$

’

$\chi_{2i}\alpha_{2}=\{$

$0$

$-\alpha_{2}^{p}$

$\chi_{2i}\beta_{2}=\{$

$0$ , $i<p-1$
$-\beta_{2}^{p}$ , $i=p-1$ ’

$x_{2i}\eta_{2}=\{$

$0$

$-\alpha_{2}^{p-1}\eta 2$

$\chi_{2i}\theta_{2}=\{$

$0$ , $i<p-1$
$-\beta_{2^{-1}}^{p}\theta_{2}$ , $i=p-1$

’

$x2i\eta_{3}=\{$

$0$

$-\alpha_{2^{-1}}’’\eta 3$

$\chi_{2j}\theta_{3}=\{$

$0$ , $i<p-1$
$-\beta_{2}^{p^{-}1}\theta_{3}$ , $i=p-1$ ’

$\chi_{2}jx_{2j}=\{$

$0$ , $i+j<2p-2$
$\alpha_{2}^{2p-2}+\beta 22’)-2r-1-\alpha_{2}\beta_{2}^{p}-1$ , $\dot{\iota}=j=p-1$

’

$\chi_{2j-1\alpha}1=\{$

$0$

$-\alpha_{2^{-1}}^{T}’\eta 2$

$\chi_{2i-1}\beta 1=\{$

$0$ , $i<p$
$\beta_{2^{-}}^{p1}\theta_{2}$ , $i=p$

’

$\chi_{2i-\iota 2}\alpha=\{$

$0$

$-\alpha_{2}^{l^{J-1}}\alpha 1$

$\alpha_{2^{-}}^{p1}\eta_{3}$

$\chi_{2j-1}\beta_{2}=\{$

$0$ , $i<p-1$
$-\beta_{2}^{p-1}\beta 1$ , $i=p-1$ ,
$-\beta_{2^{-}}^{p1}\theta_{3}$ , $i=p$

$\chi_{2j-}1\eta_{2}=0,$ $x_{2j-}1\theta 2=0$ ,

$x_{2i-\mathrm{l}}\eta 3=\{$

$0$

$-\alpha_{2}^{p-\mathrm{I}}\eta 2$

$\chi_{2j-\iota}\theta_{3}=\{$

$0$ , $i\neq p-1$

$-\beta_{2}^{p-}\theta_{2}1$ , $i=p-1$
’

$x2i-1x2j-1$

$=\{$

$0$ , $i<p-1$ or $j<p-1$ ,

$\alpha_{2}^{2p-3}\eta 2-\beta_{2}p3\theta_{2}2-+\alpha_{2^{-1}}^{pp2}\beta_{22}-\theta$, $i=p$ and $j=p-1$
$\chi_{2i-1\chi_{2j}}$

$=\{$

$0$ , $i<p-1$ or $j<p-1$
$\alpha_{2}^{2_{l^{-}}3}’\alpha.1+2_{l^{)}}^{\backslash }-3\beta^{2p-}2\beta_{1}3-\alpha_{2}^{p^{-1}}\beta^{p}2-2\beta_{1}$

, $i=j=p-1$
$-\alpha_{2}$

$\eta_{3}+\beta 2\theta 3^{-\alpha}22p-3p-1p-\beta_{2}\theta_{3}2$ , $i=p$ and $j=p-$ ]

6



$P$ の外部自己同型のコホモロジー環への作用を述べる. $\mathrm{o}_{\mathrm{u}\mathrm{t}}(P)\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}(2, \mathrm{F}_{p})$ であり, 正
則行列

$\psi=|_{\mathcal{U}}^{S}$ $vt$

は $P$ に自己同型として次のように作用する:
$a’=a^{S}b^{t},$ $b^{\psi}=a^{u}b^{v}$ .

一般線形群 $\mathrm{G}\mathrm{L}(2, \mathrm{F}_{p})$ は次の行列で生成される :

$\varphi=,$ $\tau=,$ $\delta=,$ $d_{1},$ $d_{2}\in \mathrm{F}_{p}^{*}$ .

補題 3.6 (Leary) $P$ を 3より大きな素数とする. 上の自己同型はコホモロジー環 $H^{*}(P, k)$

に次のように作用する:

補題 3.7 $P$ を 3より大きな素数とする. コホモロジー環 $H^{*}(P, k)$ の生成元の部分群 $E\in$

$\mathcal{E}$ への制限は次のようである:

continued on next page
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continued from previous page

4Sylow P- 部分群が extraspecial P- 群である有限群

以後, $G$ を $P$ を Sylow P- 部分群にもつ有限群とする. 体 $k$ は $\mathrm{F}_{p^{2}}$ を含むものとする.

定義 4.1 コホモロジー類 $\rho,$ $\sigma$ を次のように定義する:

$\rho=v^{p-1}-X2_{P^{-}}2^{p}\in H^{2p(p-\iota})(P, k)$ ,

$\sigma=v^{p-\mathrm{l}}x2p-2\in\sum_{E\in \mathcal{E}}\mathrm{t}\mathrm{f}H^{2(}EPp^{2}-1)(E, k)$
.

補題 4.1任意の $E\in \mathcal{E}$ に対して

(1)

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{E}\rho=\mu_{22}^{p}+p-\mathrm{l})(p-1)(p-1)p\lambda_{2}-1+(\mu\cdots+\lambda p(p-1)2$

$= \prod_{\backslash \xi\in \mathrm{F}\mathrm{F},p^{2}P}(\mu_{2}-\xi\lambda 2)$

;

(2)
$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{E}\sigma=(\mu_{2}\lambda_{2}^{pp}-\mu_{22}\lambda)^{p-1}$ .

類 $\rho,$ $\sigma$ は補題 36により, Out$(p)-$ 不変であり, さらに上の補題により, 任意の $E\in \mathcal{E}$

に対して $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{E}\rho,$ $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{E}\sigma$ は $N_{G}(E)-$ 不変であるから, 命題 26により

定理 4.2類 $\rho,$ $\sigma$ は普遍安定類である.

さらに

定理 4.3 (1) $\{\rho, \sigma\}$ はコホモロジー環 $H^{*}(P, k)$ のパラメーター系である.
(2) 類 $\rho$ は $H^{*}(P, k)$ で正則元である.
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(3) Carlson 加群 $L_{\rho}$ は $\mathcal{E}-$ 射影的である. 実際

$L_{\rho}= \oplus,\bigoplus_{/E\in \mathcal{E}\xi\in(^{\mathrm{p}}2\backslash \mathrm{F}P)p^{)}}L_{l_{2}},-\epsilon\lambda_{2}P$

と直和分解する.

定義 42定理 42により $\rho\sim\in H^{2p-1}p()(G, k)$ で

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{P}(\rho\gamma_{=}\rho$

であるものが存在する. また, $\sigma\in H^{2(p-\mathrm{l})}\sim 2(c, k)$ で

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{P}(^{\sim}\sigma)=\sigma$

であるものが存在する

定義 4.3 $L_{\rho|P}\sim\sim$ L\rho \oplus (射影加群) であるから, 加群 $L_{\rho}\sim$ は $\mathcal{E}-$ 射影的である. 定理 43によ
り, その直既約直和因子の

(1) ヴァ一テックスはある $E\in \mathcal{E}$ であり,
(2) ソースはある $L_{\mu_{2}-\xi x_{2}},$ $\xi\in \mathrm{F}_{p^{2}}\backslash \mathrm{F}_{p}$ である.

$E\in \mathcal{E}/G$ に対して Carlson 加群 $L_{\rho}\sim$ の直既約直和因子で, ヴァ一テックスが $E$ であるもの
の集合を

$\{X_{i}^{(E)}|i\in I^{(E)}\}$

と表す. ここで, $i\neq j$ ならば $X_{\dagger}^{(E)}$. と $X_{j}^{(E)}$ は異なるソ $\text{ー}$スをもつことに注意する. $X_{i}^{(E)}$ の

直和を X(のと表す. このとき,

$L \sim=\bigoplus_{c}\rho xE\in \mathcal{E}/(E)$
.

すなわち,

定理 4.4 Carlson 加群 L万は次のように直和分解する :
$L \sim=\bigoplus_{\in\epsilon}\rho\bigoplus_{(E/Gi\in\prime E)}X^{(E)}j$ ’

ここで $i\neq j$ ならば $X_{i}^{(E)}$ と $X_{i}^{(E)}$

.
は異なるソースをもつ.

定義 4.4 $\mathrm{Y}_{i}^{(L\prime}$

’

を $X_{j}^{(L\prime}*$ の $(G, E, N_{c}(E))$ に関する Green 対応子とする. 定理 25により,
$\mathrm{Y}_{i}^{(E)}$ は $\rho’=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}_{N_{C}(E)},\rho\sim$ の Carlson 加群 L〆の直和因子である. これらの直和を $\mathrm{Y}^{(E)}$ とお
く:

$\mathrm{Y}^{(E)}=\bigoplus_{\in iI}(E)\gamma_{i}^{(E)}$

ソース $L_{\mu_{2}-}\epsilon\lambda_{2},$ $\xi\in \mathrm{F}_{p^{2}}\backslash \mathrm{F}_{p}$, はヴァ一テックスの真部分群上では射影的であることか
ら,

命題 4.5
$(\mathrm{Y}^{(E)G})=X^{(E)}\oplus$射影加群.
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であり, さらに, 補題 2.1により

系 46

$\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{kc}^{*}(L\sim k)\rho’\simeq E\in\epsilon\oplus \mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{t}_{kNG()}(*\mathrm{Y}^{()}Ek)/GE’$

.

従って, $\rho’=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{N_{G}}(E)\rho\sim$ の Carlson 加群 $L\text{〆の直和因子_{である}}$
$\mathrm{Y}^{(E)}$ を調べればよい.

補題 47上の記号の下で, 直既約 $kN_{G}(E)-$ 加群 $\mathrm{Y}_{i}^{(E)}$ のソースを $L_{\mu_{2}-\xi_{i2}}\chi$ で表せば, 集合
$\{L_{\mu_{2}}-\xi_{j}\lambda 2|i\in I^{(E)}\}$ は剰余群 $N_{c}(E)/CG(E)$ の集合 $\{L_{\mu_{2}-\xi}\lambda_{2}|\xi\in \mathrm{F}_{p^{2}}\backslash \mathrm{F}_{p}\}$ への作用
の完全代表系である.

$E$ が正規部分群である場合に調べるために, $E$ のホロモルフ

$N–E\rangle\triangleleft \mathrm{G}\mathrm{L}(2, \mathrm{F}_{p})$

を考える. $\rho’\in H^{2_{J}(p-\mathrm{l})}’(N, k)$ を
$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{P}\rho’=\rho$

なるものとする. L〆の直既約直和因子でヴァ一テックスが $E$ であるものを求めたい.

そのソースを $L_{\mu_{2}\xi\lambda_{2}}-,$ $\xi\in \mathrm{F}_{p^{2}}\backslash \mathrm{F}_{p}$ , とする. その惰性群

$H_{\xi}=\{g\in \mathrm{G}\mathrm{L}(2, \mathrm{F}_{p})|L_{\mu_{2}-\xi\lambda}2g\simeq L_{\mu_{2}-\xi\lambda}2\}$

は

補題 4.8 $\xi\in \mathrm{F}_{p^{2}}\backslash \mathrm{F}_{p}$ の最小多項式を $X^{2}-eX+f$ とおくと

$H_{\xi}=\{s+u|(s, u)\in \mathrm{F}_{p}\cross \mathrm{F}_{p}\backslash \{(0,0)\}\}$

であり, 位数 $p^{2}-1$ の巡回群である.

従って, $\mathrm{G}\mathrm{L}(2, \mathrm{F}_{r})$ は集合

$\{L_{\mu_{2}\epsilon\lambda_{2}}-|\xi\in \mathrm{F}_{p^{2}}\backslash \mathrm{F}_{p}\}$

に可移に作用し, 上の補題から, $L_{\rho’}$ の直既約直和因子でヴァ一テックスが $E$ であるもの
は唯 $-$つであることがわかる. これを $\mathrm{Y}$ とおく. $\mathrm{Y}$ はソース $L=L_{\mu_{2}-\xi\lambda_{2}}$ の惰性群 $I=$
$E\rangle\triangleleft H$ への誘導加群 $L^{J}$ のある直和因子 $M$ の $N$ への誘導加群 $M^{N}$ である.

$\mathrm{Y}=M^{N}$

$L^{I}=M\oplus\cdots$

$L_{\mu_{2}-\xi\lambda}2$ ($=L$ とおく)
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$M$ は

(1) $L=L_{\iota_{2}-},\xi\lambda_{2}$ の $I=E\rangle\triangleleft H$ への拡張 $M_{0},$
$\ldots,$ $M_{p^{2}-2}$ のどれかであり,

(2) $\rho^{\prime/}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{S}J\rho^{;}$ の Carlson 加群 $L_{\rho’’}$ の直和因子である.

このことから, 上の $M$ を特定できて
$\dim \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}’kN|(\mathrm{Y}, k)$

$=\{$
1 $n\equiv 2p-3,2p-2,2(p^{2}-1)-2,2(p^{2}-. 1)-1$ (mod $2(p^{2}-1)$ )

$0$ 上記以外のとき

であることがわかる.

5 一般線型群 $\mathrm{G}\mathrm{L}(3, \mathrm{F}_{p})$ のコホモロジー環

$G=\mathrm{G}\mathrm{L}(3,$ $\mathrm{F}_{r^{)}}$ とおく.

$a=$ , $b=$
とおく. 行列 $a$ , $b$ で生成される部分群

$P=(a,$ $b\rangle$

は位数 $p^{3}$ , 指数 $P$ の extraspecial 群であり, $G=\mathrm{G}\mathrm{L}(3, \mathrm{F}_{p})$ の Sylow P- 部分群である.

$G$ における位数 $p^{2}$ の基本可換群の共役類の代表系として

$\{E_{0}, E_{1}, E_{\infty}\}$

を採用する.

$\rho\in\sim H^{2p(_{l}-\mathrm{l})}’(G, k)$ の Carlson 加群を考察する. Carlson 加群 $L_{\rho}\sim$ は

$L\sim=\tilde{X}_{0\oplus\oplus\tilde{X}_{\infty}}\rho\tilde{\mathrm{x}}1$

ここで, $\tilde{X}_{j}$ は $E_{j}$ をヴァ一テックスにもつ直既約加群の直和, と直和分解する. $E_{j}$ をヴァ $-$

テックスにもつ直既約加群を調べるために剰余群 $N_{c}(E_{i})/cG(E_{i})$ を考察する.

補題 5.1

$N_{c}(E_{0})/CG(E_{0})=||\in \mathrm{G}\mathrm{L}(2, \mathrm{F}_{p})|$ .

正則行列$g=$ は行列 $a,$ $c$ に次のように作用する :

$a^{g}=a^{f}c^{u}$ ,
$C^{g_{=ac})}v\mathfrak{l}l$ ;
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この剰余群は Aut $E_{0}(\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}(2, \mathrm{F},,))$ に同型であり, 集合

$\{L_{\mu_{2}^{(\mathrm{t}))}}-\xi\lambda_{2}^{\{))}(|\xi\in \mathrm{F}_{p}2\backslash \mathrm{F}_{p}1$

に可移に作用する.

従って, $E_{0}$ をヴァ一テックスにもつ直既約直和因子はただ 1個である. すなわち, 加群
$\tilde{X}_{0}$ は直既約である. そのソースを $L_{\mu_{2}}-\xi\lambda_{2}$ とおく. 惰性群

$I=\{g\in N_{G}(E_{0})|L_{\mu_{2}-\xi\lambda_{2}}.g\simeq L_{\mu_{2}-\xi 2}\lambda 1$

の剰余群 $I/c_{G()}E0$ は補題 48により位数 $p^{2}-1$ の巡回群である. L。を $L_{\mu_{2}-\xi\lambda}2$ の $C_{G}(E_{0})$

への拡張とする. $\tilde{X}_{0}$ の $(G, E_{0}, NG(E\mathrm{o}))$ に関する Green 対応子 $\mathrm{Y}_{0}$ は L。の惰性群への誘
導加群のある直既約直和因子 $M$ の正規化群 $N_{G}(E_{0})$ への拡張である. この $M$ は本質的に
は前節の最後に調べた $M$ である.

$\tilde{X}_{0}$

$|$ Green 対応

$M^{N}$

$L_{\text{。^{}J}}=M\oplus\cdots$

$L$。$=L_{\mu_{2}}-\xi\lambda_{2}$の拡張

$L_{\mu_{2}-}\epsilon\lambda_{2}$

よって

$\dim$ Extn (kc
$0\tilde{X},$ $k$ )

$=\{$
1 $n\equiv 2p-3,2p-2,2(p^{2}-1)-2,$$2-(p-21)-1$ (mod $2(p^{2}-1)$ )

$0$ 上記以外のとき

補題 5.2

$N_{c}(E_{1})/CG(E1)=||t,$ $u\in \mathrm{F}_{p},$ $t\neq 0|$ .

この剰余群は集合 $\{L(\iota_{2}^{\langle 1})-\xi\lambda_{2}\mathrm{t}^{1)}|\xi\in \mathrm{F}_{p^{2}}\backslash \mathrm{F}_{p}\}$
に可移に作用する.

従って, $E_{1}$ をヴァ一テッグスにもつ直既約直和因子はただ 1個である. すなわち, 加群
$\tilde{X}_{1}$ は直既約である. そのソースを $L_{\mu_{2}-\xi\lambda_{2}}$ とおく. この場合, 補題 48により, ソース $L_{\mu_{2}-\xi\lambda}2$
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の惰性群は中心化群 $C_{G}(E_{1})$ と –致する. よって, $\tilde{X}_{1}$ の Green 対応子は $L_{\mu_{2}-\xi\lambda}2$ の $Cc(E_{1})$

への拡張の $N_{G}(E_{1})$ への誘導加群である.

$\tilde{X}_{1}$

$|$ Green 対応
.

$L_{\text{。}^{}N}$

$L$。$=L_{\mu_{2}-\xi\lambda}2$の拡張

$L_{\downarrow\iota_{2}-}g_{\lambda_{2}}$

それゆえ
$\dim \mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{t}_{k}^{\prime\iota_{G}}(X_{1}, k)=2,$ $n\geq 0$ .

補題 5.3

$N_{G}(E_{\infty})/cc(E_{\infty})=\{\overline{\{\begin{array}{lll}t u 0v w 00 0 1\end{array}\}}|\in \mathrm{G}\mathrm{L}(2, \mathrm{F}_{p})\}$ .

この剰余群は Aut $E_{\infty}(\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}(2, \mathrm{F}_{p}))$ に同型であり, 集合 $\{L_{\mu_{2}^{(\infty)}}(\infty)-\xi\lambda_{2}|\xi\in \mathrm{F}_{p^{2}}\backslash \mathrm{F}_{p}\}$
に

可移に作用する.

従って, $E_{\infty}$ をヴァ一テックスにもつ直既約直和因子はただ 1個であり, 加群 $\tilde{\mathrm{x}}_{\infty}$ は直既
約である. その ext- 群は $\tilde{x}_{0}$ のそれと同じである.

$\dim \mathrm{E}_{\mathrm{X}\iota_{kG}^{;}}l(\tilde{X}\infty’ k)$

$=\{$
1 $n\equiv 2p-3,2p-2,2(p^{2}-1)-2,2(p-21)-1$ (mod $2(p^{2}-1)$ )

$0$ 上記以外のとき

以上により,

定理 5.4
$\dim \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{kG}^{n}(L\rho\sim, k)$

4 $n\equiv 2p-3,2p-2,2(p-21)-2,2(p2-1)-1$ (mod $2(p^{2}-1)$ )
$2$ 上記以外のとき

であり, 次元公式
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定理 5.5 (1)

$\dim H^{\prime t+}’(c, k)=\dim H^{n}(c, k)$

$+\{$
4 $n\equiv 2p-3,2p-2,2(p^{2}-1)-2,2(p^{2}-1)-1$ (mod $2(p^{2}-1)$ )

2 上記以外のとき

(2)
$\dim H^{2p}p(-1)-\iota(G, k)=4$

を得る.

系 56 $r=2p(p-1),$ $s=2(p^{2}-1)$ とおく. $h_{i}=\dim Hi(c, k)$ とおけば Poincar\’e 級数
は

$\sum_{i=0}^{r-}1h_{i}X^{i)}(1-X^{\mathrm{v}})+2X^{r}\sum_{=i0}^{\nabla-1}x^{i}+2(X^{s-1}+X^{s}+X^{\Gamma+S}-2+X^{\Gamma+}s-1)$

$(1 -X^{r})(1-X^{s})$

補題 24により生成元は $2p(p-1)+2(p^{2}-1)-2$次以下の斉次類から見つけられる.
これは命題 26を用いる. 今の場合 $\zeta\in H^{*}(P, k)$ が G- 安定であるのは $N_{G}(P)-$ 不変であ
り, かつ, どの $E_{j}.’ j=0,1,$ $\infty$ , に制限しても $N_{G}(E_{j})$ - 不変であるときに限る. しかし,

$N_{G}(E_{1})$ は $N_{G}(P)$ に含まれるので, $E_{1}$ については考えなくてもよい.

$N_{G}(P)/Pc_{G(P})\simeq\{|x,$ $z\in \mathrm{F}^{*},,$ $\}\leq \mathrm{O}\mathrm{u}\mathrm{t}(p)$

であるから, 補題 36により, このコホモロジー環 $H^{*}(P, k)$ の生成元への作用はスカラー
倍になるので, $N_{G}(P)-$ 不変であるものを求めるのは難しくはない. さらに, $E_{0},$ $E_{\infty}$ への制
限もわかっている (補題 37) のだから, 上の安定条件を満すものを求めることができる.

定義 5.1
$A=\alpha_{2}^{p-1},$ $B=\beta_{2}^{r-1},$ $N=$ り

$p-1$

とおく.

定義 5.2 $H^{*}(P, k)$ のいくつかの類を次のように定義する :

contin $\mathrm{u}ed$ on $nex\mathrm{f}$ page
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contin $\mathrm{u}ed$ from previous page

これらはすべて素体上で定義されている.

命題 57定義 52で定義された類はすべて G- 安定であり, コホモロジ一環 $H^{*}(\mathrm{G}\mathrm{L}(3, \mathrm{F}_{p}),$ $\mathrm{F}_{p})$

は類 $\rho,$
$\sigma\sim\sim$ とこれらで生成される.

命題 58上の生成元は次の表の関係をみたす. ここで

$\rho’=\rho-\sim\sim X^{p}$

であり, ダガー印のついた類はそれが奇数次の類であり, 上半分にある空白は対応する積が
他の積と何の関係もないことを表し, 対角線より下の部分は上半分から可換次数多元環の
交換法則により導かれる.
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定理 5.9命題 57における生成元と命題 58における関係式はコホモロジー環 $H^{*}(\mathrm{G}\mathrm{L}(3, \mathrm{F})p’ \mathrm{F}_{p})$

の基本関係式を与える.
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6Held の単純群

Held の単純群は 2058次の置換群であり, その位数は

$2^{10_{3}3}..5^{2}\cdot 713.7=4,030,387,2000$

である. Sylow 7- 部分群 $P$ は位数 $7^{3}$ , 指数 7の extraspecial 7- 群である.

以下では Held の単純群を $G$ と表す. . コホモロジー環 $H^{*}(G, k)$ を考察する. もちろん,
$k$ は標数 $P$ の体である.

Weyl 群 $\mathrm{W}(P)=N_{G}(P)/PCc(P)$ は $C_{3}\cross S_{3}$ に同型である:

$N_{G}(P)/PC_{G}(P)\simeq C_{3}\cross S_{3\backslash }$ .

ここで, $C_{3\sim}$ は位数 3の巡回群である. $P$ の外部自己同型群は 2次線型群 $\mathrm{G}\mathrm{L}(2, \mathrm{F}_{7})$ に同

型であり, 上の $\mathrm{W}(P)\simeq C_{3}-\mathrm{x}S_{3}$. を $\mathrm{G}\mathrm{L}(2, \mathrm{F}_{7})$ で実現する. $P$ の生成元 $a,$ $b$ を適当に選

ぶことにより, $\mathrm{W}(P)$ は次の行列で生成される:

$s=,$ $t=,$ $u=$ .

すなわち, $N_{G}(P)$ には元 $s,$ $t,$ $u$ で

$\{$

$a^{s}=a^{2}$

$b^{s}=b^{4}$
’

$\{$

$a^{t}=b$

$b^{f}=a$
’

$\{$

$a^{u}=a^{4}$

$b^{u}=b^{4}$

かつ

$N_{G}(P)=(PC_{G}(P),$ $s,$ $t,$ $u\rangle$

であるものが存在する. $\langle$ $s,$ $t)\simeq S_{3\backslash }$ であり, $(.u)\simeq C_{3}$ である. しかし, 次の生成系もとれ
る:

$v=,$ $t=|_{1}^{0}$ $01$

$w=tvt$ とおけば, $w$ は行列

$w=|_{0}^{1}$ $40$

であり, 部分群 $\langle$ $v,$ $w)$ は $\mathrm{W}(P)$ の指数 2の, 従って正規な Sylow 3- 部分群である:

$\mathrm{W}(P)=(v, w)\rangle\triangleleft(t\rangle$ .
$c=a^{-1}b^{-1}$ ab とおく. $G$ におけるランク 2の基本可換 7- 部分群の共役類は 3個であり,
その代表系として

$\{ E_{0}=\langle a, c\rangle, E_{1}=\langle ab, c), E_{6}=(ab^{6}, \text{。}\rangle\}$

を採用する. 実際, $P$ のランク 2の基本可換 7- 部分群の G- 共役類は

$\{E_{0}, E_{\infty}\},$ $\{E_{1}, E_{2,4}E\},$ $\{E_{3}, E_{5,6}E\}$

である. よって, コホモロジー類 $\rho\sim\in H^{2\cdot 42}(G, \mathrm{F}_{7})$ の Carlson 加群 L万は $\{E_{0}, E_{1}, E_{6} \}$-

射影的である. おのおのの直和因子を調べるために, 各 $E_{0},$ $E_{1},$ $E_{6}$ の Weyl 群を調べる.
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$E_{0}$ :
$N_{G}(E_{0})/CG(E\mathrm{o})\simeq\{\mathrm{r}_{0}^{2}$ $011,$ $\mathrm{r}_{0}^{1}$ $021,$ $\lceil$

11
$0$ 1

であり, Weyl 群 $N_{G}(E_{0})/c_{c()}E_{0}$ の集合 $\{L_{\mu_{2^{-}}}\xi\lambda_{2}|\xi\in \mathrm{F}_{7^{2}}.\backslash \mathrm{F}_{7}\}$ への作用は 2つの
軌道をもつ; それぞれの長さは 21であり, 1の原始 48乗根 $\xi_{0}$ で定められる $L_{\mu_{2}\xi_{()}\lambda_{2}}-$

を含んでいる. 従って, Carlson 加群 $L_{\rho}\sim$ はヴァ一テックス $E_{0}$ の直和因子を 2個持つ.
これらを $X_{0}\lfloor,$ $X02$ とおく.
正規化群 $N_{G}(E\mathrm{o})$ は Sylow 正規化群 $N_{G}(P)$ に含まれる.

$E_{1}$ :
$N_{c}(E_{1})/CG(E1)\simeq\{,$ $,$ $)$

であり, Weyl 群 $N_{G}(E_{1})/C_{G}(E_{1})$ は集合 $\{L_{\mu_{2}-\xi\lambda}2|\xi\in \mathrm{F}_{7^{2}}\backslash \mathrm{F}_{7}\}$ に可移に作用す
る. 従って, Carlson 加群 $L_{\rho}\sim$ はヴァ一テックス $E_{1}$ の直和因子をちょうど 1個持つ.
これを $X_{1}$ とおく. .

$=$

正規化群 $N_{G}(E_{1})$ は Sylow 正規化群 $N_{G}(P)$ に含まれる.
$E_{6}$ :

$N_{G}(E_{6})/C_{G}(E_{6})\simeq \mathrm{S}\mathrm{L}(2,7)$

であり, Weyl 群 $N_{c}(E_{6})/CG(E_{6})$ は集合’{L/L2-\xi \mbox{\boldmath $\lambda$}2 $|\xi\in \mathrm{F}_{7^{2}}\backslash \mathrm{F}_{7}$ } に可移に作用す
る. 従って, Carlson 加平 $L_{\rho}\sim$ はヴァ $-$ テックス

$.E_{6}$ の直和因子をちょうど 1個持つ.
これを $X_{6}$ とおく. . . .

正規化群 $N_{G}(E_{6})$ は Sylow 正規化群 $N_{G}(P)$ に含まれない. . $\cdot$ :

こうして, Carlson 加群 $L_{\rho}\sim$ は次のように分解する:

$L_{\rho}\sim=x_{01}\oplus x_{02}\oplus X\mathrm{l}\oplus x_{6}$ .

$\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}_{kG}^{*}(L_{\rho}\sim, k)$ の次元は次のようである.

表 3 $\dim \mathrm{E}\mathrm{X}\mathrm{t}_{k}(2\prime lGL\rho\sim, k),$ $n\equiv 6q+r$ (mod 24)
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表 4 $\dim \mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{t}^{2n+\mathrm{l}}kc(L\rho\sim, k),$ $n\equiv 6q+r$ (mod 24)

あとは, 命題 26を用いて, $84+96-2=178$ 次までのコホモロジー群を求めれば, 次元
公式と生成元が得られる. 詳細は [101に述べる予定である.
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