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1. はじめに
この研究は、 C. R. Johnson による次の問題が動機となった。

問題. $A,$ $B$ を $n\cross n$ positive semidefinite 行列とする。任意の自然数 $m$ に対して、
$\mathrm{T}\mathrm{r}(tA+B)^{m}=\sum_{j=0j}^{m}\alpha t^{j}$ とするとき、 $\alpha_{j}\underline{>}0(0\leq j\leq m)$ がいえるか ?

この問題に対しては $n=2$ のときは、任意の非負な実数 $p_{1},$ $\cdots$ , $p_{k},$ $q_{1},$ $\cdots,$ $q_{k}$ に対

して $\mathrm{T}\mathrm{r}(A^{p1}B^{q1}\cdots, A^{p_{k}}B^{q_{k}})\geq 0$ がいえるの (Theorem 4.1参照) で肯定的である
が、 $n\geq 3$ に関しては、 まだ、解決していない。
これらの問題に関して、 いくつかの例を考えると、別な問題として、 いずれの場

合も $\sum_{i=1}^{k}pi=\sum_{i}k=1qi=1$ のとき

(1.1) $|\mathrm{T}\mathrm{r}(Ap1Bq1\ldots, A^{p_{k}}B^{q_{k}})|\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(AB)$

となっていることに気がついた。 このことにより、 $A,$ $B$ の多重積に関するトレース
不等式の研究を始めた。 しかし、 $n=3$ の場合でもこれらの不等式の考察はそんなに
簡単ではない。

行列のトレースの不等式については、行列の固有値 (あるいはその絶対値、また
は特異値) の間に成り立つ $\log$ majorization 関係が大きな役割を果たす $([1],[4],[10]$

参照)。 $a_{1}\geq a_{2}\geq\cdots\geq a_{n}\geq 0,$ $b_{1}\geq b_{2}\geq\cdots\geq b_{n}\geq 0$ を満たす 2つの実ベクトル
$\vec{a}=(a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n}),$ $arrow b=(b_{1}, b_{2}, \ldots, b_{n})$ に対して、 $\log$ majorization $a\prec\sim(\log)barrow$ を

$\prod_{i=1}a_{i}k\leq\prod_{i=1}b_{i}k$ for $1\leq k\leq n$

かつ、 $k=n$ で等号が成り立つことと定義する。 $\vec{a}\prec(\log)barrow$ のとき、weak majorization
$a\prec_{w}barrowarrow$すなわち、

$\sum_{i=1}^{k}a_{i}\leq\sum_{i=1}^{k}b_{i}$ for $1\leq k\leq n$

が成り立つことはよく知られている。
$n\cross n$ positive semidefinite 行列 $A$ に対して、

$\vec{\lambda}(A)=(\lambda_{1}(A), \lambda_{2}(A),$
$\ldots,$

$\lambda n(A))$

で\mbox{\boldmath $\lambda$}1 $(A)\geq\lambda_{2}(A)\geq\cdots\geq\lambda_{n}(A)\geq 0$ の順に並べた $A$ の固有値のベクトルとする。
行列 $X$ が非負な固有値をもつ場合も、同じ記号 $\vec{\lambda}(X)$ を用いる。 さらに、任意の
$n\cross n$ 行列 $X$ に対して

$|\vec{\lambda}(X)|=$ ( $|\lambda_{1}(X)$I $\lambda_{2}(X)|,$
$\ldots,$

$|\lambda_{n}(X)|$ )
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ただし、 $\lambda_{1}(X),$
$\ldots,$

$\lambda_{n}(X)$ は $|\lambda_{1}(X)|\geq|\lambda_{2}(X)|\geq\cdots\geq|\lambda_{n}(X)|$ のように並べられ
た $X$ の固有値とする。
次の Weyl の majorization theorem([4, p. 42] 参照) はよく知られている。

(1.2) $|\vec{\lambda}(X)|\prec(\log)\vec{\lambda}(.|X|)$ ,

ここで $|X|=(X^{*}X)^{\frac{1}{2}}$ とする。
$X,$ $\mathrm{Y}\in M_{n}$ で $\vec{\lambda}(\mathrm{Y})$ が非負なとき、 $|\vec{\lambda}(X)|\prec(\log)\vec{\lambda}(\mathrm{Y})$ が成り立てば、 $|\mathrm{T}\mathrm{r}(X)|\leq$

Tr(Y) となることが分かる。 実際、 .
. , $\cdot$

$| \mathrm{T}\mathrm{r}(x)|\leq\sum^{n}|i=1\lambda_{i}(x)|\leq\sum_{i=1}^{n}\lambda i(Y)=\mathrm{T}\mathrm{r}(Y)$

となる。
$P$..

行列の不等式でよく使われる $\log$ majorization として、次の Araki’s $\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}$

.
majoriza-

tion ([3] 参照) がある。
$A,$ $B$ を $n\cross n$ positive semidefinite 行列とするとき、 .. . $-$

.

(1.3) $\vec{\lambda}((A^{\frac{1}{2}}BA\frac{1}{2})^{r})\prec(\log)\vec{\lambda}(A^{\frac{r}{2}}B^{r}A^{\frac{r}{2}})$
. for $r\geq 1$

が成り立つ。 このことは

(1.4) $\vec{\lambda}((A^{\frac{s}{2}}B^{S}A^{\frac{\epsilon}{2}})^{\frac{1}{s})}\prec(\log)\vec{\lambda}((A^{\frac{t}{2}}B^{t}A\frac{\mathrm{t}}{2})^{\frac{1}{t})}$ for $0<s\leq t$

が成り立つことと同値である。 ただし、 (1.3), (1.4) で $A^{0}=I$ とする。
行列の指数に関する有用な定理として次の Lie-Trotter の公式がある ([4. p.254]

参照)。 すなわち、 $X,$ $Y\in M_{n}$ とするとき、

$\lim_{karrow\infty}(e\frac{X}{k}e\frac{Y}{k})=e^{x+Y}$

がいえる。この公式と Araki’s $\log$ majorization を用いることにより、Golden-Thomp-
son の不等式

(15) $\mathrm{T}\mathrm{r}(e^{HK})+\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(e^{H}e^{K})$

を改良した次の不等式を得る (Hiai-Petz [8])。

(1.6) $\mathrm{T}\mathrm{r}(e^{HK})+\leq \mathrm{T}\mathrm{r}((e\frac{\mathrm{t}}{2}Hee^{\frac{t}{2}H\frac{1}{t})}tK)$ for $t>0$

ただし、 $(1.5),(1.6)$ で $H,$ $K$ は Hermitian 行列とする。
方、 $A,$ $B$ が positive semidefinite のとき、

(1.7) $\vec{\lambda}(|A^{p}1B^{q_{1}}Ap2Bq2\ldots A^{p_{k}}B^{q}k|)\prec(\log)\vec{\lambda}(|AB|)$
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$\text{が}.\sum_{i=1}kp_{i}=\sum_{i=1}^{k}q_{i}=1,$ $\sum_{i=1}^{j}p_{i}\leq\sum_{i=1}^{j}q_{i}$ $(1 \leq j\leq k-1),$ $\sum_{i=1}^{j1}-qi\leq$

$\sum_{i=1}^{J}p_{i}$ $(2 \leq j\leq k-1)$ であるような乃, $q_{i}\geq 0(1\leq i\leq k)$ についていえる
$(\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{d}_{0-}\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{i}[2])$。このことから、 $A,$ $B,$ $p,$ $q$ が上の条件を満たすとき次のトレース不
等式がいえる。

(1.8) $|\mathrm{T}\mathrm{r}(A^{p_{1}}B^{q}1Ap2Bq_{2}\ldots ApkB^{qk})|\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(|AB|)$

一般に $\log$ majorization (1.7) からトレース不等式 (1.1) は導かれない。 我々の興味
は $p_{i},$ $q_{i}\geq 0,$ $\sum_{i=1}^{\mathrm{k}}p_{i}=\sum_{}^{\mathrm{k}}i=1q_{i}=1$ の条件だけで、 あるいはどんな条件で (11) が
言 $\mathrm{s}$

$\underline{=}$ えるだろうか、 ということである。 また、 (1.1) の逆の不等式として

(1.9) $\mathrm{T}\mathrm{r}((A^{\frac{1}{k}}B^{\frac{1}{k}})^{k})\leq|\mathrm{T}\mathrm{r}(A^{p1}Bq_{1}A^{p_{2}}B^{q}2\ldots A^{p}kB^{q}k)|$

が考えられる。 これは Golden-Thompson の不等式の拡張と見られる。本講演では、
これらの不等式に関連するいくつかの結果を紹介する。 以下では、 $A,$ $B$ を positive
semidefinite 行列, $H,$ $K$ を Hermite 行列とする。

2. Positive semidefinite 行列に関する結果
$(1.7),(1.8)$ に対応する $\log$ majorization $\text{、}$ トレース不等式として次を得る。

Theorem 2.1. $p_{i},$ $q_{i} \geq 0(1\leq i\leq k)\mathrm{B}\grave{\grave{:}}\sum_{i=}kp_{i}1=\sum_{i=1}^{k}q_{i}=1$ ,

$0 \leq\sum_{i=1}q_{i}j-\sum_{=i1}^{j}pi\leq\frac{1}{2}$ $(1 \leq j\leq k-1)$

$0 \leq\sum_{i=1}^{j}pi-\sum_{1i=}q_{i}j-1\leq\frac{1}{2}$ $(1 \leq j\leq k)$

を満たすとする。 このとき、

(2.1) $\vec{\lambda}(|A^{p1}B^{q1}Ap2Bq_{2}\ldots ApkB^{qk}|)\prec(\log)\vec{\lambda}(AB)$

が成り立つ。 特に、

(2.2) $|\mathrm{T}\mathrm{r}(A^{p_{1}}Bq1Ap2Bq_{2}\ldots ApkB^{qk})|\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(AB)$

がいえる。

証明. (1.7) の証明と同様に、 anti-symmetric tensor の理論から

(2.3) $\lambda_{1}(|A^{p_{1}}B^{q1}\cdots A^{p_{k}}B^{q_{k}}|)\leq\lambda_{1}(A1/2BA1/2)$

のみを示すとよい。 また、 $A,$ $B$ が invertible と仮定してもよい。 (2.3) を示すため
には $\lambda_{1}$ $(AB)\leq 1$ ならば、 $\lambda_{1}(|A^{p}1B^{q_{1}}A^{p_{2}}B^{q}2\ldots A^{p}KBqIc|)\leq 1$ を示すと十分であ
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る。 $\lambda_{1}(A^{\frac{1}{2}BA^{\frac{1}{2}})}=\lambda_{1}(AB)\leq 1$ から、 $A^{\frac{1}{2}}BA^{\frac{1}{2}}\leq I$ がいえ、 よって、 $B\leq A^{-1}$

$A\leq B^{-1}$ が言える。 $0\leq 2p_{1}\leq 1,0\leq 2(q_{1}-p_{1})\leq 1$ だから、 L\"owner の定理 ([4
p.149] 参照) から、

$B^{q_{1}}A^{2p1}B^{q1}\leq B^{2(q1^{-}}p_{1})$

それから
$A^{P2}Bq1A2p_{1}Bq1A^{p2}\leq A^{p_{2}}B^{2(}q1^{-p1})Ap2\leq A^{2(+}p_{1}p2^{-q1})$

を得る。 この議論をくり返して、

$B^{q_{I}<}ApI\zeta\ldots B^{q1}A2p_{1}Bq1\ldots A^{pK}B^{q_{K}}\leq B^{2()}q_{1}+\cdots+qIc-p_{1^{-\cdots-}}pK=I$

が示され、 (2.3) が証明される。

Corollary 2.2.
(i) $|p- \frac{1}{2}|+|q-\frac{1}{2}|\leq\frac{1}{2}$ ならば, $|\mathrm{T}\mathrm{r}(ApBqA1-pB^{1}-q)|\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(AB)$ である。
(ii) $\mathrm{T}\mathrm{r}((A^{\frac{1}{2}}B^{\frac{1}{2}})^{2})\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(A^{\frac{1}{2}}B^{q}A^{\frac{1}{2}}B^{1-q})\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(AB)(0\leq q\leq 1)$

(ii) は、 $B= \sum_{i=}^{n}1\mu_{i}Ei$ として、 算術幾何平均を使うと、

$\mathrm{T}\mathrm{r}(A1/2BqA1/2B1-q)$

$= \sum\mu_{i}\mathrm{T}\mathrm{r}(A1/2E_{i}A^{1}/2E_{i})$

$i=1$

$+ \sum_{i<j}(\mu_{i}^{p1-}\mu_{j}+p\mu\mu_{i}^{1-pp}j)\mathrm{T}\mathrm{r}(A1/2EiA1/2E_{j})$

$\geq\sum\mu_{i}\mathrm{T}\mathrm{r}(A1/2.E_{i}A^{1}/2E_{i}n)$

$i=1$

$+ \sum_{i<j}2\mu_{i^{//...1}}\mu^{1}j\mathrm{T}\mathrm{r}122(A^{1}/2E_{i}A/2E_{j}.\cdot)l$

$=\mathrm{T}\mathrm{r}((A^{1/2}B1/2)^{2})$

がいえることから示される。
Corollary 22から Golden-Thompson の不等式は次のように改良される。

$\mathrm{T}\mathrm{r}(e^{HK})+\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(e^{\frac{1}{2}}e^{q}e^{\frac{1}{2}}e^{(q}-)HKH1K)\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(e^{H}e^{K})$ for $0\leq q\leq 1$

Corollary 2.3. $l_{i},$ $m_{i}(1\leq i\leq k)$ を $\sum_{i=1}^{k}l_{i}=\sum_{i=1}^{k}m_{i}=4$ を満たす非負な整数
とする。 このとき,

$|\vec{\lambda}(A^{\iota_{1}\mathrm{t}_{2}l_{k}}B^{m}1AB^{m_{2}}\cdots AB^{m}k)|\prec(\log)\vec{\lambda}(A^{4}B^{4})$

がいえる。 特に

$|\mathrm{T}\mathrm{r}(Al_{1}Bm1A\iota 2Bm_{2}\ldots A\iota kBm_{k})|\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(A^{4}B^{4})$
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となる。

$\text{実際_{、}行列}$ $X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots,$ $X_{m}$ に対して

$\vec{\lambda}(X_{1}X_{2}\cdots Xm)=\vec{\lambda}(X_{2}\cdots X_{m}x_{1})$ .

だから、 次の 6つのケースを考えるとよい。

$AB^{3}A^{3}B$ , $A^{2}B^{2}AB^{2}A$ , $A^{2}B^{22}AB^{2}$ ,

$A^{2}B^{2}$ ABAB, $ABAB^{2}ABA$ , ABABABAB.

$C=A^{4},$ $D=B^{4}$ とおく、 Corollary 23を示すためには、上の 6つの場合に

$|\vec{\lambda}(c^{p_{1}/4}Dq1/4C^{p_{2}}/4D^{q2}/4\ldots C^{p}k/4Dq_{k}/4)|$

$\prec(log)\text{つ}(CD)$

を示すと十分。 上の条件の時、 $p_{j}/4,$ $q_{j}/4$ は Theorem 21の条件を満たす。

次の結果は Corollary 22の–般化であるが、これらは本質的には [5] に含まれて
いる。

Theorem 2.4.
(i) $g_{1},$ $g_{2}$ が $[0, \infty)$ 上の非負な増加関数とすると、

$\mathrm{T}\mathrm{r}(Ag_{1}(B)Ag2(B))\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(A^{2}g1(B)g_{2}(B))$

である。
(ii) $g_{1}$ is $[0, \infty)$ 上の非負な増加関数で、 $g_{2}$ が $[0, \infty)$ 上の非負な減少関数とすると、

$\mathrm{T}\mathrm{r}(Ag1(B)Ag2(B))\geq \mathrm{T}\mathrm{r}(A^{2}g1(B)g_{2}(B))$

である。
(iii) $[0, \infty)$ 上の非負な関数 $g_{1},$ $g_{2}$ に対して、

$\mathrm{T}\mathrm{r}((A\sqrt{g_{1}g_{2}}(B))^{2})\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(Ag_{1}(B)Ag2(B))$

である。

3. Hermitian 行列に関する結果
Theorem 21の証明と同様に Hermite 行列に関する Theorem 2.1型の不等式と

して次のことが言える。
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Theorem 3.1.
$H,’.I.\cdot\iota^{\nearrow}$

を Hermitian 行列として、 $l_{i},$

$m_{i}.(1\leq i\leq k.)$ を $\sum_{-}^{k}.\cdot i=.1li=$

$\sum_{i=1}^{k}m_{i}=N$,

$\sum_{i=1}^{j}l_{i}\leq\sum_{i=1}^{j}m_{i}(1\leq j\leq k-1)$ , $\sum_{i=1}^{j-1}m_{i}\leq\sum_{i=1}^{j}\iota_{i}$ $(2\leq j\leq k-1)$

を満たす非負な整数とする。 このとき、

(3.1) $\vec{\lambda}(|A^{\iota_{1}}B^{m}1A\iota_{2}Bm_{2}\ldots AlkBm_{k}|)\prec(\log)\vec{\lambda}(|\mathrm{A}^{N}B^{N}|)$

がいえる。

Theorem 3.2. $l_{i},$ $m_{i}(1\leq i\leq k)$ を $\sum_{i=1}^{k}l_{i}=\sum_{i=1}^{k}$ mi=2N(偶数力そして,

$0 \leq\sum_{i=1}^{j}m_{i}-\sum^{j}l_{i}i=1\leq N$ $(1 \leq j\leq k-1)$

$0 \leq\sum l_{i}-jj-1\sum m_{i}\leq N$ $(1 \leq j\leq k)$

$i=1$ . $i=1$

となるような非負な整数とする。 このとき, 次のことがいえる。

(3.2) $\mathrm{T}\mathrm{r}(|H^{l_{1}}K^{m_{1}}H\iota_{2}K^{m}2\ldots HlkK^{m_{k}}|)\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(H^{2N}K^{2}N)$

Corollary 3.3. $H,$ $K$ を Hermitian 行列とする。 このとき、 自然数 $N$ に対して、

$\mathrm{T}\mathrm{r}((HK)2N)\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(|(HK)2N|)\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(H^{2N}H^{2}N)$

がいえる。

この結果は, 次の D.-W. Chang [6] の結果を含む。

$H,$ $K$ を Hermitian 行列、 $k$ を自然数とするとき、

$\mathrm{T}\mathrm{r}((HK)^{2^{k}})\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(H^{2^{k}}K^{2^{k}})$

である。

4. 固有値の制限に関する結果
ここでは、 $A,$ $B$ を positive semidefinite 行列 $fi,$ $gi(i,j=1,2)$ を $[0, \infty)$ の非負

な増加関数として、 $A,$ $B$ の異なる固有値の数についての制限した場合の

$f_{1}(A)_{\mathit{9}}1(B)f_{2}(A)g_{2}(B)$

のトレースに関する結果について述べる。

97



Theorem 4.1. $A,$ $B$ を positive semidefinite 行列で $A,$ $B$ がともに高々2個の異
なった固有値をもつ。 また、 $fi,$ $gi(1\leq i\leq k)$ が $[0, \infty)$ 上で非負な増加関数とする
とき、

$0\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(f_{1}(A)g1(B)f2(A)g2(B)\cdots fk(A)gk(B))$

$\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(f1(A)f2(A)\cdots f_{k}(A)g1(B)g2(B)\cdots gk(B))$

となる。

Theorem 4.2. $A,$ $B$ を positive semidefinite 行列で、 $A,$ $B$ ともに高々2個の異なっ
た固有値をもつとする。 また、 $f1,$ $f_{2,g_{1}},$ $g_{2}$ が $[0, \infty)$ 上で非負な増加関数とすると、

$\mathrm{T}\mathrm{r}((\sqrt{f_{1}f_{2}}(A)\sqrt{g_{1}g_{2}}(B))^{2})$

$\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(f1(A)g1(B)f2(A)g2(B))$

が成り立つ。

Remark 4.3. Theorem 4.1の固有値に関する仮定がない場合、 $3\cross 3$ positive semi-
definite 行列 $A,$ $B$ と非負な増加関数 $fi,$ $gi(i=\mathit{1},\mathit{2})$ が存在して、

$\mathrm{T}\mathrm{r}(f1(A)g1(B)f2(A)g2(B))>\mathrm{T}\mathrm{r}(f1(A)f_{2}(A)g1(B)g2(B))$

を満たす。

この例として、
$\lceil_{=}^{3}$ $0$ $0$

$A=\lfloor_{0}^{0}$ $01$ $0 \frac{1}{2}\rfloor=I+P-Q\overline{2}\overline{2}--$

とする。 ただし、 $P,$ $Q$ は

$P=$ , $Q=$
なる直交射影とし、 unitary 行列

$U=[ \frac{\frac{1}{\sqrt{3}1}}{\frac 1,\sqrt{6}\sqrt{2}}$ $- \frac{1}{0\sqrt{3}}\frac{2}{\sqrt{6}}$ $- \frac{\frac{1}{\frac{\sqrt 31}{1\sqrt{2}}}}{\sqrt{6}}]$

に対して $B=UAU^{*}$ とおく。 また、 $0<a<1$ に対して増加関数 $f1,$ $f_{2}$ を

$f_{1}( \frac{1}{2})=1-a^{2}$ , $f_{1}(1)=1$ , $f_{1}( \frac{3}{2})=1+a$ ,

$f_{2}( \frac{1}{2})=1-a$ , $f_{2}(1)=1$ , $f_{2}( \frac{3}{2})=1+a^{2}$ .
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とおくと、 $f1(A)=I+aP-a^{2}Q,$ $f_{2}(A)=I+a^{2}P-aQ_{\text{、}}f1(B)=Uf1(A)U^{*}=$

$I+aR-a^{2}S,$ $f_{2}(B)=Uf_{2}(A)U^{*}=I+a^{2}R-aS$ となる。 ここで、 $R,$ $S$ は
$R=UPU^{*},$ $S=UQU^{*}$ なる直交射影である。 このとき、

$\varphi(a)=\mathrm{T}\mathrm{r}(f1(A)f2(A)f_{1}(B)f2(B))-\mathrm{T}\mathrm{r}(f_{1}(A)f_{1}(B)f_{2}(A)f2(B))$

$=- \frac{1}{18}a^{8}+\frac{1}{4}a^{7}+\frac{11}{18}a6+\frac{1}{4}a5$ $-$ $\frac{1}{18}a^{4}$

$=- \frac{1}{36}a^{4}(a+1)^{2}(2a^{2}-13a+2)$

と計算でき、 よって、 $0<a< \frac{13-3\sqrt{17}}{4}$ ならば $\varphi(a)<0$ を得る。

Theorem 4.4. $A,$ $B$ が positive semidefinite 行列で、 $A$ が高々 2個の異なった固
有値をもち、 $B$ が高々 3個の異なった固有値をもつとする。 また、 $f1,$ $f_{2,g_{1}},$

.

$g_{2}$ が
$[0, \infty)$ 上の非負な増加関数とすると、

$\mathrm{T}\mathrm{r}(f_{1}(A)g1(B)f2(A)g_{2}(_{-}B))$

$\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(f_{1}.(A)f2(A)g1(B)g2(B))$

がいえる。 特に、 $0\leq p,$ $q\leq 1$ に対して、

$\mathrm{T}\mathrm{r}(A^{p}B^{q}A^{1}-\mathrm{P}B1-q)\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(AB)$

がいえる。

Theorem 4.5. $A,$ $B$ を 3 $\cross 3$ positive semidefinite 行列で、 $\lambda+,$ $\lambda_{-}$ を $A$ の最大、
最小固有値とする。 また、 $\mu_{+},$ $\mu_{-}$ を $B$ の最大、最小固有値とする。 このとき、 次は
同値である。

(i) $A\mathrm{u}_{+}=\lambda_{+}\mathrm{u}_{+}$ , Au- $=\lambda_{-}\mathrm{u}_{-},$ $B\mathrm{v}_{+}=\mu_{+}\mathrm{v}_{+},$ $B\mathrm{v}_{-}=\mu_{-}\mathrm{v}$ -and

${\rm Re}\langle \mathrm{u}_{+}, \mathrm{v}_{+}\rangle\langle \mathrm{v}+, \mathrm{u}-\rangle\langle \mathrm{u}_{-}, \mathrm{v}-\rangle\langle \mathrm{V}_{-}, \mathrm{u}_{+}\rangle\leq 0$.

であるような $A$ の直交固有ベクトル $\mathrm{u}_{+},$
$\mathrm{u}_{-}$ と $B$ の直交固有ベクトル $\mathrm{v}+,$

$\mathrm{v}_{-}$

がある。
(ii) 仮に $f1,$ $f_{2},$ $g_{1},\mathit{9}2$ が $[0, \infty)$ 上の非負な増加関数とすると

${\rm Re} \mathrm{T}\mathrm{r}(f1(A)g1(B)f2(A)g2(B))$

$\leq \mathrm{T}\mathrm{r}(f1(A)f_{2}(A)g1(B)g2(B))$

である。
(iii) 仮に $f1$ , $f_{2},$ $g_{1}$ が $[0, \infty)$ 上の非負な増加関数として、 $g_{2}$ が $[0, \infty)$ 上の非負な

減少関数とするとき、

${\rm Re} \mathrm{T}\mathrm{r}(f_{1}(A)g_{1}(B)f_{2}(A)g\mathrm{z}(B))$

$\geq \mathrm{T}\mathrm{r}(f1(A)f_{2}(A)g_{1}(B)g_{2}(B))$
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が成り立つ。
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