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1 はじめに

安定結婚問題 [4] の例題は N 人ずつの男女と, 各
個人が  N 人の異性全員を全順序で並べた希望リスト
からなる. 男性と女性の1対1対応をマッチングと
いい, マッチング  M において男性  m と女性  w がペ

アになっているとき,  M(m)=w,  M(w)=m と
書く. マッチング  M において, 男性  m と女性  w ぶ
ペアになっておらず,  m は自分の相手  M(m) よりも
 w の方を好み,  w は自分の相手  M(w) よりも  m の方
を好むとき,  (m, w) は blocking pair であるという.
マッチング  M に blocking pair が存在しないとき,  M

を安定マッチングまたは安定結婚という. 安定結婚
問題は, 与えられた例題から安定なマッチングを求
める問題である. この問題を最初に研究した Gale と
Shapley は, 全ての例題に少なくとも1つの安定なマッ
チングが存在することを示し, 多項式時間でそのよ
うなマッチングを求めるアルゴリズム (Gale‐Shapley
アルゴリズム) を示した [2].

安定結婚問題では, 希望リストに異性  N 人全員を
書かなければならず, さらにその  N 人は全順序で並
べなければならない. (本稿では, 異性全員を書いた
リストを完全リスト) 全順序で並べられたリストを
全順序リストとよぶことにする) しかし実際的な応
用を考えたとき, 希望リストに対するこのような制
限は多くの場合厳しいものと思われる. そこで, 希
望リストの制限に対する2つの自然な緩和が考えら
れてきた.

1つ目の緩和は希望リストが全順序である必要は
なく, 同順位を許すというものである  [4, 6] . 同順位
を許したりストを同順位リストとよび, 同順位リス
トを用いることを許した問題を本稿では SMT (Sta‐

ble Marriage with Ties) と表記する. 同順位リスト
を用いると, 安定性の定義は拡張される. マッチング
 M において男性  m と女性  w がペアになっておらず,
 m は自分の相手  M(m) よりも  w の方を真に好み (す
なわち,  m のリストで  w と  M(m) は同順位ではない),
 w は自分の相手  M(w) よりも  m の方を真に好むとき)
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 (m, w) を blocking pair という. このような block‐
ing pair が存在しないマッチングを弱安定とよぶ. (同
順位を許した場合には, 他にも2つの安定性がある
が, 本論文では弱安定性のみを考えるため, この弱

安定性を今後は単に安定とよぶ. )2つ目の緩和は,
異性全員を希望リストに書く必要はなく, 異性の部
分集合を希望リストに書いてもよいというものであ

る [4]. 異性の部分集合を書いたりストを不完全リス
トとよび, 不完全リストを用いることを許した問題
を本稿では  SMI(Stable Marriage with Incomplete
lists) と表記する. 不完全リストを用いた場合にも,
blocking pair の定義は拡張される. マッチング  M

において  (7n, w) が以下の3つの条件を満たすとき,
 (m, w) を blocking pair と言う. (i) 男性  m と女性
 w がペアになっていない. (ii)  m は独身であるかま
たは自分の相手  M(m) よりも  w の方を好む (iii)  w

は独身であるかまたは自分の相手  M(w) よりも  m の
方を好む. これら2種類の緩和については既に研究
が行なわれており, Gale‐Shapley アルゴリズムは (そ
れぞれの場合に合わせて修正を加えることによって),
最大サイズ (ペア数) の安定マッチングを見つけるこ
とができるということが示されている  [3, 4] .

これら2つの緩和を同時に許した問題を SMTI (Sta‐
ble Marriage with Ties and Incomplete lists) とよ
ぶ. 近年, 岩間らは SMTI についての研究を行ない,
SMTI の例題に対して最大サイズの安定マッチング

を求める問題 (MAX SMTI) が  NP 困難であること
を示した [7]. 本稿では, MAX SMTI に対する近似
可能性について考える. MAX SMTI の任意の例題  I

に対して, 最大サイズの安定マッチングを  M_{\max} , 最
小サイズの安定マッチングを  M_{\min} とする. このと

き, 常に  H_{M_{m\iota}}^{M_{\max}}n\leq 2 が成り立つ [8]. また, MAX
SMTI の任意の例題に対して, どんなものでもよけ
れば多項式時間で安定マッチングを1つ見つけるこ
とができる. よって, MAX SMTI に対する多項式
時間2‐ 近似アルゴリズムが存在する [8]. これまで
MAX SMTI の近似度に関して知られていた結果は
これだけで, 例えば MAX SMTI が PTAS を持つか
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どうかについても知られていなかった. 本稿では, MAX
SMTI が PTAS を持たないこと, すなわち, ある正定
数  \epsilon に対して多項式時間  (1+\epsilon)- 近似アルゴリズムが
存在しないことを示した. さらに, MAX SMTI の希
望リストに制限を加えた問題を考え, この問題に対
して近似度が2よりよい近似アルゴリズムが存在す
ることを示した. 文献  [7, 8] では, MIN egalitarian
SMT, MIN regret SMT とよばれる, 安定結婚問題
のコスト最適化版についても研究されており, どん
な正の定数  \epsilon に対してもこれらの問題が  N^{1-\epsilon} で近似
できないことが示されている. 本稿では, これらの問
題の近似度の下限を共に  \Omega(N) に改善した. これら
の問題の近似度の上限は共に  N であることが知られ
ているため, 我々の示した下限は厳密な下限である.

2 下限に関する結果

まず, 一般の最小化問題に関して以下の定義を述
べる.  T を最小化問題  P に対する近似アルゴリズム
とする.  x を  P に対する長さ  N の入力とする. opt  (x)
を  x の最適値,  T(x) を  T が  x に対して出力する解の
コストとする. 任意の  x に対して  T(x)/opt(x)\leq r(N)
が成り立つとき,  T は  r(N)- 近似アルゴリズムであ
るという.  P に対する多項式時間  r(N)- 近似アルゴ
リズムが存在するとき問題  P は  r(N) で近似可能で
あるという.

2.1 MAX SMTI の下限

本節では MAX SMTI の近似度の下限を示す.

問題 : MAX SMTI.
例題 :  N 人ずつの男女と各個人の希望リスト. 希望

リストは不完全でよく, 同順位を含んでもよい.
目的 : ペア数が最大の安定マッチングを求めよ.

定理1.  P\neq NP ならば, MAX SMTI が   1+\epsilon では近
似できないような正の定数  \epsilon が存在する.

当てに対しても  g は全項の  \beta 倍より多くの項が充足
不可能となる (  0<\beta<1 はある定数) .

上述のような性質をもつ MAX  E3SAT(t) の例題
 f を MAX SMTI の例題  T(f) に変換する. 変換は
次のような性質をもつ. もし  f が充足可能ならば, 全
員がマッチングされるような  T(f) に対する安定マッ
チングが存在する (補題1). —方, どんな噛割り当て
に対しても  f の全項の  b 倍以上の項が充足不可能な
らば,  T(f) に対するどんな安定マッチングでも全体
の   \frac{\delta}{9t} 倍より多くの男性が独身となる (補題3). ゆえ
に, 多項式時間  1/(1- \frac{\delta}{9t})- 近似アルゴリズムが存在
することは  P=NP を意味する.

変換は, 文献 [7] の変換をより簡単化したものであ
る.  f の変数の数を  n , 項の数を  l,  f の  i 番目の項を
 C_{j}(1\leq j\leq l) とする. また, 変数  x_{i} の出現回数を
 t_{i} とする. (従って  t= \max\{t_{1},  t_{2},  \cdots,  tn\} である. )
MAX  E3SAT(t) の例題  f が与えられたとき, MAX
SMTI の例題  T(f) , すなわち (1) 同数の男女, (2) 各
男性の希望リスト, (3) 各女性の希望リストを作る.

男性集合と女性集合  T(f) は  2n+6l 人ずつの男女
からなる. 男性及び女性は, 次のようにそれぞれ3つ
のグループに分けられる.

男性集合

グループ (a): 各項  C_{j} に対して, 3人の男性  a_{j},   a_{j}\prime ,
 a_{j}" が作られる.

グループ (b): 各変数  x_{i} に対して, 2人の男性  b_{i},  b_{i}'
が作られる.

グループ (c): 項  C_{j} 中の各リテラル xi(または  \overline{x_{i}})
に対して, 男性  c_{i,j} が作られる.
女性集合

グループ (u): 各変数  x_{i} に対して, 女性  u_{i} が作ら
れる.

グループ (v): 各変数  x_{i} に対して, 女性  v_{i} が作ら
れる.

グループ (w): 項  C_{j} 中の各リテラル  x_{i} (または  \overline{x_{i}})
に対して, 2人の女性  w_{i,j' j}^{10}w_{i}, が作られる.

証明. まず初めに MAX SAT という問題を考える.
MAX SAT は, 与えられた CNF 論理式に対して, で
きるだけ多くの項を充足させるような変数への値割
り当てを求める問題である. MAX  E3SAT(t) は, MAX
SAT を制限した問題で, 各項はちょうど3つのリテ
ラルを持ち, さらに各変数の出現回数は高々  t 回であ
る. もし  P\neq NP ならば, MAX  E3SAT(t) は, ある正
の定数  \alpha と整数  t に対して   1+\alpha では近似できない

ということが知られている  [1, 5] . この証明では, (例
えば SAT のような)NP 完全問題から MAX  E3SAT(t)
への次のような多項式時間変換が示されている. SAT
の例題  f を MAX  E3SAT(t) の例題  g に変換したと
する. もし  f が充足可能なら,  g も充足可能である.
�方, もし  f が充足可能でないならば, どんな値割り

変数の数は  n なので, グループ (b) の男性が  2n 忌,
グループ (u) 及びグループ (v) の女性が  n 人用意され
る. また, 項の数が  l , リテラルの数が  3l なので, グ
ループ (a) 及びグループ (C) の男性が  3l 人, グループ
(w) の女性が  6l 人用意される.

男性の希望リスト 次に各男性の希望リストの生成
法を例を用いて説明する. ここでは, 論理式ん  =

 (x_{1}+\overline{X_{2}}+X_{3})(\overline{X_{1}}+x_{2}+X4)(X2+\overline{x4}+
\overline{X_{5}}) に対する
例を用いる. (この例では  x_{2} が3度現れているので
 t=3 である) 表1は, この論理式から作られた例
題  T(fo) の男性の希望リストを示している. 表1の
リストにはいくつかの空白が含まれていることに注
意されたい. これは, 後に述べる女性のリスト作成を
簡単にするためである. このため, 女性のリストを
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作るまで空白はそのままにしておき, 女性のリスト
作成後, 各男性のリストから空白部分を取り除く.

各項  C_{j} に対して, グループ (a) の3人の男性  a_{j)}

 a_{j}',  a_{j}" が作られる. みの項  C_{1}=(x_{1}+\overline{x_{2}}+x_{3}) に対
応する3人  a_{1} ,  a_{1}' ,  a_{1}" に対する希望リストの作成法
について述べる. 項  C_{1} はリテラル  x_{1},  \overline{x_{9\sim}} ,  x_{3} を含ん
でいるので, 6人の女性  w_{1,1}^{0},  w_{1,1}^{1},  w_{2,1}^{0},  w_{2,1)}^{1}w_{3,1}^{0} ,

 w_{3,1}^{i} が作られている .  a_{1} はこのうち,  w_{1,1)}^{10}ww^{1}2,1)  s,1

を第1希望に同順位で書く. 一般に男性  a_{j} は, 変数
 x_{i} が項ら中に肯定リテラルとして現れた場合は女
性  w_{i,j}^{1} を書き, 否定リテラルとして現れた場合は  u)  ij0,
を書  \langle .  a_{1}' と  a_{1}" は前述の6人の女性全員を第1希
望に書く. 直観的に言えば,  a_{j} は項  C_{j} を充足させる
変数に対応する女性の1人とペアになる.

次に,  fo の変数  x_{2} に対応する2人の男性  b_{2)}b_{2}' を
用いて, グループ (b) の男性の希望リストの作成法を
説明する. 男性  b_{2} は女性  u_{2} を第2希望に書く. (こ
れは元の論理式  f によらず, 常に第2希望である) 次
に  b_{2} は女性  v_{2} を第  t+4(=7) 希望に書く.  x_{2} は
項  C_{1},  C_{2},  C_{3}' に現れるので, 3人の女性  w_{2,1}^{0},  w_{2,2}^{0} ,

 w_{2,3}^{0} が作られている.  b_{2} はこれら3人の女性をそれ
ぞれ第3, 第4, 第5希望に書く. 一般には, 変数  x_{i}

に対応した女性  w_{i,j}^{0} が  t_{i} 人作られている.  b_{i} はこれ
らの女性を希望リストの第3位から第  (t_{i}+2) 位に
書  \langle .  t_{i}\leq t なので, これらの女性の位置は, 既に  v_{i}

が書かれている第  (t+4) 位以上になることはない.
男性  b_{2}' のリストも同様に作られる.  b_{2}' は女性  u_{2}

を第1希望に, 女性  v_{2} を第  t+3(= 6) 希望に書く.
 x_{2} は項  C_{1},  C_{2},  C_{3} に現れるので, 3人の女性  w_{2,1)}^{1}
 w_{2,2)}^{1}w_{2,3}^{1} が作られている.  b_{2}' はこれら3人の女性
をそれぞれ第3, 第4, 第5希望に書く.

最後にグループ (c) の男性の希望リストを作る. 項
 C_{j} 中の変数  x_{i} に対応する男性 ’,  J は, 項  C_{j} 中の変
数  x_{i} に対応する女性  w_{i,j}^{1} と  w_{i,j}^{0} をそれぞれ朗吟3  (=
6) 希望と第  t+4(=7) 希望に書く.

男性のリストの作成は以上である. 先に述べたよ
うに, この男性のリストはまだ空白を含んでいる. こ
の空白は女性のリストを作成した後に取り除かれる.

女性の希望リスト 次に女性の希望リストを作る. 女
性の希望リストは男性の希望リストから自動的に作
られる. まず初めに, 男性を全順序で—列に並べる.
これを男性のランクと呼ぶ.  T(fo) の男性のランク
は表1に示す通りである. すなわち,  a_{1} がランク最
上位で,  c_{5,3} がランク最下位である. 一般的に, 男性
のランクは添字の辞書順で決定される.  \alpha_{\beta,\gamma}^{\delta} に対し
て,  \alpha,  \beta,  \gamma,  \delta の順で優先順位が付けられる.  \alpha につ
いては,  a,  b,  c の順で優先度が高く,  \beta,  \gamma では, 値の
小さい数字の方が優先度が高い.  \delta に関しては, ’ の
数が少ないほど優先度が高い.

男性のランクと男性の希望リストに基づいて, 女
性の希望リストを生成する. まず, 男性  m が女性  w

を希望リストに書いていなければ, 女性  w は男性  m

を希望リストに書かない. そこで, 女性  w をリスト
に書いている2人の男性  m_{i} と  m_{j} を考える. (1)  m_{i}

のランクが  7n_{j} よりも上であり, (2)  m_{i} のリスト中
での  w の順位が  m_{j} のリスト中での  w の順位と同じ
かそれ以上の時) およびその時に限り,  w の希望リ
ストでは  m_{i} が  m_{j} よりも上位に現れる. それ以外

の時は,  w の希望リストでは  m_{i} と  m_{j} は同順位とす
る. このように女性のリストを作ることで) 女性の
リストが半順序になってしまうことも考えられるが,
男性のリストの作り方から女性のリストは同順位し
か含まないことが分かる.

女性のリストをこのように作ることにより, マッ
チングが blocking pair を含んでいるかどうかを男性
のリストのみから判定することができる. 男性  m_{i}

が女性  w_{i} と, 男性  m_{j} が女性  w_{j} とペアになってい
るとする. このとき)  (m_{i}, w_{j}) は以下の3つの条件
を満たす時, およびその時に限り, blocking pair で
ある. (i)  m_{i} は  u)  i よりも  w_{j} の方が好きである. (ii)
 m_{i} のランクは  m_{j} のランクよりも上である. (iii)  m_{i}

のリストでの  w_{j} の順位は  m_{j} のリストでの  w_{j} の順

位と同じかそれより上である. 上述の条件 (ii) と (iii)
を合わせたものが,  w_{j} が  m_{j} よりも  m_{i} の方を好き
だという条件になっている.

最後に) 男性のリストにおいて, 空白がなくなる
まで女性を左へずらすことによって, 男性のリスト
中の空白を取り除く.

変換の正当性 前述のように, 以下の補題1と3よ
り変換の正当性が示される.

補題1. もし  f が充足可能ならば,  T(f) には全員を
含む安定マッチングが存在する.

証明.  f が値割り当て  A によって充足されるとする.
 A のもとで  x_{i} に割り当てられた値を  A(x_{i})\in\{0,1\}
とする. このとき, ペア数が  N である安定マッチン
グ  M を次のように作る. グループ (b) の各男性は,
値割り当て  A に従って次のようにマッチングされる.
もし  A(x_{i})=0 ならば  M(b_{i})=v_{i},  M(b_{i}')=u_{i} と

し, もし  A(x_{i})=1 ならば  M(b_{i})=u_{i},  M(b_{i}')=
物とする. 項ら中のリテラル  x_{i} (または  \overline{x_{i}}) に対応
した  r_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}}-フ\circ(c) の男性  c_{i,j} は, もし  A(x_{i})=0 な
らば  M(c_{i,j})=w_{i,j}^{1} とし, もし  A(x_{i})=1 ならば

 M(c_{i},') :  w_{i,j}0 とする.

次にグループ (a) の男性を考える. 項  C_{j} 中のリテ
ラル  x_{i} (または  \overline{x_{i}}) に対応した2人の女性  w_{i,j}^{0},  w_{i,j}^{1}
のうち, どちらか1人はグループ (c) の男性とマッチ
ングされ, もう1人はまだマッチングされていない
ことを思い出されたい. すなわち, もし  A(x_{i})=0 な
らば  w_{i,j}^{0} が, もし  A(x_{i})=1 ならば  w_{i,j}^{1} がまだマッ
チングされないでいる. これらの女性がグループ (a)
の男性とマッチングされる. リテラル  z_{i_{1}},  z_{i_{2}},  z_{i_{3}}
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(  z_{i_{k}} は  x_{i_{k}} または  \overline{x_{i_{k}}}) を含む項  C_{j} を考えよう.  C_{j}
は  A によって充足されるので, これら3つのリテラ
ルのうち少なくとも1つは値が1である. このリテ
ラルを  z_{i_{1}} と考えても —般性を失わない. もし  z_{i_{1}}=

 x_{i_{1}} ならば  A(x_{i_{1}})=1 であるので, 上で述べたよう
に女性  w_{i_{1)}j}^{1} がまだマッチングされないでいる.  x_{i_{1}}

が  C_{j} 中に肯定リテラルとして現れるので, グループ
(a) の男性の希望リストの作り方で述べたように,  a_{j}

はリストにまだマッチングされていない女性  w_{i_{1)}j}^{1} を
書いている. ‐方,  z_{i_{1}}= 可ならば, 女性  w_{i1_{)}j}^{0} が
マッチングされずに残っており, 男性  a_{j} はリストに
この女性  w_{i_{1},j}^{0} を書いている. どちらの場合でも,  a_{j}

は項を充足させるリテラルに対応する女性とマッチ
ングされる.  C_{j} にはこれ以外に2つのリテラル  z_{i_{2}}

と  z_{i_{3}} がある. よってまだマッチングされていない
女性が2人いる. 区割り当て  A で  x_{i_{2}} と  x_{i_{3}} に割り
当てられた値に従って, —方は  w_{i_{2},j}^{0} または  w_{i_{2)}j}^{1} で,
もう —方は  w_{i_{3_{)}\dot{J}}}^{0} または  w_{i_{3)}\dot{y}}^{1} である.  a_{j}' と  a_{j}" はこ
れらの女性とマッチングされる.

これで全員を含むマッチングが求まった. block‐
 ing pair の見つけ方は既に示したので, このマッチン
グ  M が安定であることは簡単に確かめることができ
る. 口

22  {\rm Min} egalitarian SMT の下限

安定マッチング  M において, ある男性 (または女
性)  P が自分の希望リスト中の第  i 位の異性とペアに
なった場合,  p の regret を  i と定義し, regretM  (P)=
 j と表す. 例えば,  p のリストが  q_{3},  (q_{2}, q_{4}))q_{1} と
なっており,  q_{2},  q_{4} は同順位であるとする. マッチン
グ  M において  p が  q_{3},  q_{2},  q_{4},  q_{1} とそれぞれマッチ

ングされたとき,  regret_{M}(p) はそれぞれ1, 2, 2, 4
となる. すなわち  regret_{M}(p) はマッチング  M に対
する  P の不満度と考えることができる.

ここでは, 全員の不満度の総和が最小となる安定
マッチング, すなわち  \Sigma_{P} regretM  (P) を最小とする
 M を求める問題を考える. 希望リストが全順序で完
全リストの場合 (MIN egalitarian  SM ) は, 多項式
時間で最適解が求まることが知られている [4]. ここ
では, 完全リストではあるが同順位を許した場合の
問題 (MIN egalitarian SMT) について考える.

定理2.  P\neq NP ならば, ある正の定数  \epsilon が存在して,
MIN egalitarian SMT は  \epsilon N で近似できない. (証
明略)

2.3 MIN regret SMT の下限
補題2.  T(f) の任意の安定マッチングを  M とし,
 M 中の独身男性の数を  k とする. このとき,  f に対
して, 充足されない項が高々  tk 項であるような値割
り当てが存在する. (証明略)

補題3. どんな値割り当てに対しても  f の全項の  \delta

倍より多くの項が不充足となるならば, T(ののどん
な安定マッチングでも全体の   \frac{\delta}{9t} 倍より多くの男性が
独身となる.

証明.  T(f) 中の男性の数は  2n+6l であることを思
い出されたい. ここで,  n は  f の変数の数で,  l は  f
の項の数である. 各変数は少なくとも2回現れると
仮定することができるので,  2n\leq 3l と考えてよい.
ゆえに男性の数は  2n+6l\leq 9l である. ここで, 独
身男性の数が高々幻であるような安定マッチングが
 T(f) に存在したと仮定する. このとき補題2より,
 f に対して充足されない項が高々  \delta l であるような値
割り当てが存在する. これは矛盾である. 従って,
 T(f) のどんな安定マッチングでも幻より多くの男
性が独身である. よって独身男性の割合は  ( \frac{\delta}{t}l)/9l=

  \frac{\delta}{9\theta} より大きい. 口

本証明の初めに述べた通り, MAX  E3SAT(t) に対
して, (i) 論理式が充足可能である, (ii) どんな値割り
当てに対しても全項の  \delta 倍より多くの項が不充足と
なる, という2つを区別するのが  NP 困難であるよ
うな正定数  \delta が存在する. 従って補題1と補題3よ
り定理が成り立つ. 口

不満度に関する別の最適化問題乏して, 最も不満
度の大きい人の不満度すなわち   \max_{p} regretM  (p) を
最小化する問題が考えられる. この問題を MIN re‐
gret SMT とよぶ. (この問題の希望リストも同順位,
完全リストである)

定理3.  P\neq NP ならば, ある正の定数  \epsilon が存在して,
MIN regret SMT は  \epsilon N で近似できない. (証明略)

3 上限に関する結果

再び MAX SMTI に関する近似アルゴリズムにつ
いて考える. 1章で述べたように, 2‐ 近似アルゴリズ
ムは簡単に実現できる. この章では, 近似度が2より
よい近似アルゴリズムについて考える.

3.1 一般の MAX SMTI

近似度を2から改善するために, 最も都合の悪い
例題すなわちペア数最大の安定マッチングとペア数
最小の安定マッチングのペア数の比が2であるよう
な例題について考える.

定理4.  t を任意の正の整数とする. SMTI の例題を
 I,  I に対する安定マッチングの最大サイズを  MAX

最小サイズを  MIN とする. ここで  MAX/2=MIN
を満たすとする. サイズが  MIN であるような  I の
安定マッチングが与えられたとき, サイズが
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  \min\{MAx, MIN+t\} であるような  I の安定マッ

チングを多項式時間で作ることができる. (証明略)

定理4より, 少なくともサイズ   \frac{MAX}{2}+1 の安定
マッチングを作ることができる. (定理4は, 例えば
 MIN= \frac{MAX}{2}+1 であるような例題については何

も言及していないことに注意されたい) ゆえに, 次
の系が成り立つ.

系1. MAX SMTI に対して, 多項式時間  (2- \frac{1}{N} )‐
近似アルゴリズムが存在する.

32 制限を加えた MAX SMTI

本節では, MAX SMTI に制限を加えた2つの問
題について考える.

321 MAX SMTI  (k)

まず, 希望リストに空欄が少なくなるように例題
に制限を加える.

問題 :MAX SMTI  (k) . ここで  k は  0<k\leq N の
整数である.

例題 ;  N 人ずつの男女と各個人の希望リスト. 希望
リストは不完全リスト, 同順位を含む. ただし,
少なくとも  k 人の男性 (または女性) の希望リス
トには, 少なくとも  k 人の異性が書かれている.

目的 : ペア数が最大の安定マッチングを求めよ.

定理5.  c を  0<c<1 の定数とする. MAX SMTI  (k)
は,  k=cN であったとしても  NP 困難である. ここ
で  N は例題サイズである. (証明略)

定理6.  c を  0<c<1 の定数とする. MAX SMTI  (CN)
の任意の例題を  I とする.  I のどんな安定マッチン
グに対しても)  |M|\geq cN が成り立つ. (証明略)

系 2. MAX SMTI  (CN) に対して, 近似度が高々

  \{2, \frac{1}{c}\} であるような多項式時間近似アルゴリズムが
存在する.

証明. 2‐ 近似アルゴリズムは存在するということを
思い出されたい. 何;   \frac{1}{2} より大きいときは,   \frac{1}{c}- 近似
解を得ることができる. なぜならば, 定理6よりサイ
ズ  cN の安定マッチングを見つけることができ, —方
最適解のサイズは高々  N だからである. 口

322 MAX  SMTI[t]

次に, 希望リストに同順位を用いる人が少なくな
るように例題に制限を加える.

問題: MAX  SMTI[t] . ここで  t は  0<t\leq 2N の整
数である.

例題:  N 人ずつの男女と各個人の希望リスト. 希望
リストは不完全リスト, 同順位を含む. ただし,

希望リスト中に同順位を用いている人の数は高々
 t 人である.

目的: ペア数が最大の安定マッチングを求めよ.

定理7.  \epsilon を  0<\epsilon\leq 1 の定数とする. MAX  SMTI[t]
は,  t=N^{\epsilon} であったとしても  NP 困難である. ここ
で  N は例題サイズである. (証明略)

定理8. MAX SMTI  [t] の例題を  I とする.  I の最大

及び最小サイズの安定マッチングをそれぞれ  M_{\max} ,
 M_{\min} とする. このとき,  |M_{\max}|-|M_{\min}|\leq t であ
る. (証明略)

定理8より, 次の系が成り立つ.
系3. MAX  SMTI[t] に対して, コストが少なくとも
 |M_{\max}|-t であるような解を見つける多項式時間近

似アルゴリズムが存在する. ここで)  |M_{\max}| は最適
解のコストである.
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表1:  T(f_{0}) の男性の希望リスト

 f_{0}=(x_{1}+\overline{x_{2}}+x_{3})(\overline{x_{1}}+x_{2}+x_{4})(x_{2}+
\overline{x_{4}}+\overline{x_{5}})
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