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1. はじめに

完備離散付値体 $K$ について, $K$ の単数群 $K^{\cross}$ には $K$ の付値から導入され
る自然なフィルター付け

$U^{i}K^{\cross}=\{$

$K^{\cross}$ $(i=0)$

$1+\mathfrak{m}_{K}^{i}$ $(i\geq 1)$

があり, その部分商 $\mathrm{g}\mathrm{r}^{i}K^{\cross}=U^{i}K^{\cross}/U^{i+1}K^{\mathrm{x}}$ は $K$ の剰余体 $F$ を使って

$\mathrm{g}\mathrm{r}^{i}K^{\cross}\cong\{$

$\mathbb{Z}\oplus F^{\cross}$ $(i=0)$

$F$ $(.i\geq 1)$

と書かれる. ここで $\mathrm{m}_{K}$ は $K$ の付値環 $\mathcal{O}_{K}$ の極大イデアルとした. そして, も
し $K$ が局所体であった場合は局所類体論により $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K^{ab}/K)$ と Kゞがほぼ同
型になるが, このフィルター付けは分岐群に対応する重要な部分群であった.
詳しくは [9] を参照のこと.

$K$ のミルナー $K$群は単数群の–般化であり, $K$ が高次元局所体の場合はこ
の群が高次元局所類体論によって $\mathrm{G}\mathrm{a}1(K^{ab}/K)$ に対応する. そして, これも
また $K$ の付値から導入されるフィルター付けをもっている. しかしこの部分
商は $K$ が混標数完備離散付値体かつ絶対不分岐でない場合は特別なものを除
いてまだわかっていなかった. ここでは, 混標数完備離散付値体 $K$ について、
$K$ の剰余体の標数が 2でなく $K$ の絶対分岐指数が剰余体の標数で割れない場
合つまり $K$ について絶対不分岐な部分体上順分岐まで許したとき, $K$ のミ

ルナー $K$ 群のフィルター付けによる部分商がどうなっているかの概要を説明
する. 詳しくは [8] を参照のこと.

$K$ を標数 $0$ の離散付値体, $F$ をその剰余体とし, $F$ の標数を $P$ とする. $p>2$
とする. $F$ には標数以外の条件はない. $K$ の $q$ 次のミルナー $K$ 群を $R_{q}^{r}M(K)$

とする.
$K_{q}^{M}(K\rangle$ のフィルター付けを, $U^{0}R^{M}’(q)K=K_{q}^{M}(K)$ とし, $i\geq 1$ については

$U^{i}K_{q}^{M}(K)=\{\{x_{1}, \ldots, x_{q}\}\in K_{q}^{M}(K)|x_{1}\in 1+\uparrow \mathfrak{n}_{K}^{i}.,$ $x_{2},$ $\ldots,$
$x_{q}\in K^{\cross}\}$

とする. $i\geq 0$ について $\mathrm{g}\mathrm{r}^{i}K_{q}^{M}(K)=U^{i\mathcal{T}}K_{q}\Lambda’(K)/U^{i}+1K_{q}\Lambda\prime I(K)$ と定義する.
$F$ について, $\Omega_{F}^{1}=\Omega_{F/\mathbb{Z}}^{1}$ を $\mathbb{Z}$ 上の微分加群とし, $\Omega_{F}^{q}$ を $\Omega_{F}^{1}$ の $F$ 上の $q$ 回

外積とする. $\Omega_{F}^{q}$ の部分加群 $Z_{i}^{q}$ および $B_{i}^{q}$ を, $Z_{1}^{q}=Z_{1}\Omega_{F}q$ は $d:\Omega_{F}^{q}arrow\Omega_{F}^{q+1}$

の核, $B_{1}^{q}=B_{1}\Omega^{q}F$ は $d:\Omega_{F}^{q-1}arrow\Omega_{F}^{q}$ の像, $i\geq 2$ について $B_{iF}^{q}=B_{i}\Omega^{q}$ (また
は $Z_{i}^{q}=Z_{i}\Omega_{F}q$ ) をそれぞれ

$\mathrm{C}^{-1}$ : $B_{i-}q1iarrow\cong Bq/B_{1}q$

(または $\mathrm{C}^{-1}$ : $Z_{i-1}^{q}arrow Z_{i}^{q}\cong/B_{1}^{q}$).
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で定義されるものとする. 但し占ま微分写像, $\mathrm{C}^{-1}$ は逆カルチ $\iota$作用素とした.
詳細は [3]. $0$ または負なる $i$ については $\mathit{4}=\Omega_{F}^{q}$ とする.
すると次の定理を得る.

定理 1.1 $([8],\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}1.1.)$ . $i>ep/(p-1)$ について, $n$ を $i- ne\geq e/(p-1)$
を満たす最大の整数とし $s$ を i–ne の $P$ 幕次数とする. すると

$\Omega_{F}^{q-1}/B_{S+}^{qi}-1M(n\mathrm{g}\mathrm{r}K)\cong R’q$

$x \frac{dy_{1}}{y_{1}}\wedge\cdots\bigwedge_{\frac{dy_{q-1}}{y_{q-1}}}\mapsto\{1+\pi^{i}\tilde{x},\tilde{y}1, \ldots,\tilde{y}q-1\}$

となる. ただし $\pi$ は $K$ の素元で $\pi^{e-1}d\pi=0$ なるもの, $x,$ $y_{1},$
$\ldots,$ $y_{q-}1$ (は $F$ の

元, $\tilde{x},\tilde{y}_{1},$ $\ldots,\tilde{y}_{q-}1$ をそれらの $\mathcal{O}_{K}$ への持ち上げとした.

系 L2. $U^{i}(K_{q}^{l\vee}I(K)/p)m$ を $U^{i}R_{q}’M(K)$ の $\mathrm{A}_{q}’M(K)/pm_{R^{M}(K)}rq$ への像とし,

$\mathrm{g}\mathrm{r}^{i}(K^{M}(q)K/p)m=Ui(\mathrm{x}^{M}(qK)/p^{m})/U^{i+}1(K_{q}^{M}(K)/p^{m})$

とする. すると

$\mathrm{g}\mathrm{r}^{im}(K^{M}(q)K/p)\cong\{$

$\Omega_{F}^{q-\perp}/B_{s+n}^{q-1}$ $(m>s+n)$
$\Omega_{F}^{q-1}/Z^{q1}m--n$

$(m \leq s+n, i-en\neq\frac{\mathrm{e}}{p-1})$

$\Omega_{F}^{q-1}/(1+aC)z_{m}^{q1}--n+1$ $(m \leq s+n, i-en=\frac{e}{p-1})$

となる. ただし $a$ は $p/\pi^{e}$ の $F$ への剰余類, $\mathrm{C}$ はカルチ $\iota$作用素とした.

注 1.3. $0\leq i\leq ep/(p-1)$ ならば $\mathrm{g}\mathrm{r}^{i}I\zeta_{q}^{M}(K)$ は [2] の中で決定されている.

以下, 次の表示を使用する. 7一ベル群 $l\mathcal{V}I$ と正整数 $n$ について, $M/p^{n}=$

$M/p^{n}M$ とする. 可換環 $R$ について, $\Omega_{R}^{1}=\Omega_{R/}1\mathbb{Z}$ で $R$ の $\mathbb{Z}$ 上の微分加群を,
$\Omega_{R}^{q}$ でその $q$ 回外積を表す. すべての複体は相対鎖複体とし, 非負複体問の射
$f:C^{\cdot}arrow D$ について $[f:C,\cdotarrow D]$ を $f$ の写像ファイバー複体とする. 写像
ファイバー理体とは, 写像柱複体の次数 1 シフトのことである.

2. 定理の計算方法
$K$ を混標数完備離散付値体とする. $A=O_{K}$ とし, $A_{0}$ を $A$ の部分環で, $A_{0}$

は $A$ の付値の制限によって絶対不分岐完備離散付値体になり, かつ剰余体が
$F$ であるものとする. $\pi$ を $K$ の素元とし, それを固定する. $B=A_{0}[[X]]$ とす
る. $D$ と $J\subset D$ をそれぞれ $Barrow A;^{x_{\vdash}}arrow\pi$ に関する divided power 包絡お
よび divided power イデアル, $I\subset D$ を $Barrow A/p;X-\succ \mathrm{O}$ に関する divided
power イデアル, $J^{[r]}$ と $I^{[r]}$ をそれぞれ $J$ と $I$ の $r$ 次 divided power 部分群と
する. 詳細は [1]. $0$ または負なるについては $I^{[r]}=J^{[r]}=D$ とする. 複体

$\mathrm{J}^{[r]}$ および $\mathrm{I}\mathrm{I}^{[r]}$ をそれぞれ

$\mathrm{J}^{[r]}=[J^{[r]}arrow J^{[r-}1]\otimes\hat{\Omega}d1dJBarrow[r-2]\otimes BBB2\hat{\Omega}arrow\cdots]$

$\mathrm{I}\mathrm{I}^{[r]}=[I^{[r]}arrow I^{[]}r-1\hat{\Omega}^{1[r-}d\otimes BIarrow]\otimes\hat{\Omega}_{B}Bd22Barrow\cdots]$

で定義する. ここで $\hat{\Omega}_{B}^{q}$ は $\Omega_{B}^{q}$ の $P$進完備化とした. $\mathrm{D}=\mathrm{I}\mathrm{I}^{[0]}=\mathrm{J}^{[0]}$ とする.
$r<p$ の時に, 歌体 $S(A, B)(r)$ および $S’(A, B)(r\rangle$ をそれぞれ

$S(A, B)(r)=[\mathrm{J}^{[}r]1-farrow \mathrm{D}r]$ ,
$S’(A, B)(r)=[\mathrm{I}\mathrm{I}^{[r]}1-farrow \mathrm{D}r]$
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で定義する. ただし $f_{r}=f/p^{r}$ , Dは $A_{0}$ のフロベニウス写像を $f(X)=X^{p}$ で

拡張したものとした. $S$ ( $A$ , B)(r)(または $S’(A,$ $B)(r)$ ) は A(または $A/p$) の $B$

に関するサントミック複体と呼ばれる ([4] 参照).

注 21. この写像 $f_{r}$ は, 複体のそれぞれの項に対して

$f_{r}=f_{s^{\otimes f}}r-S$ $J^{[s]_{\otimes\hat{\Omega}^{r}}-s}Barrow D\otimes\hat{\Omega}_{B^{-S}}^{r}$

(または $f_{r}=f_{S}\otimes f_{r-}SiI[s]\otimes\hat{\Omega}_{B}^{r-s}arrow D\otimes\hat{\Omega}_{B}^{r-s}$ )

で作用するが, これは $s\geq p$ では定義できない. そこで

$\mathrm{S}_{r}=[(\mathrm{J}^{[]}r)\geq r-21-farrow \mathrm{D}^{\geq r}r-2]$,
$\mathrm{S}_{r}’=[(\mathrm{I}\mathrm{I}^{[r]})\geq r-21-farrow \mathrm{D}r\geq r-2]$

と定義して以下この複体をサントミック複体の変わりに使用する.

これについて次の定理がある.

定理 2.2 (栗原 [5]). $H^{r}(\mathrm{S}_{r})$ は $U^{1}R_{r}^{M}’(K)\wedge$ を部分群として含む. ここで躍 $(K)^{\wedge}$

は $\mathrm{A}_{r}^{\prime M}(K)$ の $P$進完備化, $U^{1}K_{r}^{M}(K)\wedge$ は $U^{1}K_{r}^{\mathrm{n}\prime}f(K)$ の $R_{r}^{\prime M}(K)^{\wedge}$への像の閉包
とした.

上記の複体間には次なる完全列がある.

$0arrowarrowarrow(\mathrm{I}\mathrm{I}^{[r]})^{\geq r}-2/(\mathrm{J}^{[r}])\geq r-2arrow 0$ .

左の複体は $\mathrm{S}_{r}$ であり, 中の略体は $\mathrm{S}_{r}’$ である. コホモロジーをとると次の完全
列を得る.

(1) $H^{q-1}( \mathrm{s}’)qarrow H^{q-1}\psi(\frac{(\mathrm{I}\mathrm{I}^{[q]})^{\geq r}-2}{(\mathrm{J}^{[q]})\geq r-2})arrow H^{q}(\mathrm{S}_{q})$ .

この中項について,

命題 2.3 ([8], Prop 2.4).

$H^{q-1}( \frac{(\mathrm{I}\mathrm{I}^{[q}\mathrm{J})^{\geq}r-2}{(\mathrm{J}^{[q]})\geq r-2})\cong\hat{\Omega}_{A}q-1/pd\hat{\Omega}q2A^{-}$

となる.

この命題は複体を計算すればわかる. 実際, 左辺は定義によれば

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\Gamma(\frac{I^{[2]q2}\otimes\hat{\Omega}B^{-}}{J^{[2]_{\mathrm{t}\mathrm{g}}}\hat{\Omega}_{B^{-2}}^{q}}arrow\frac{I\otimes\hat{\Omega}_{B}^{q-1}}{J\otimes\hat{\Omega}_{B}^{q-1}})d$

であるが, これは $I\otimes\hat{\Omega}_{B}^{q-1}/J\otimes\hat{\Omega}_{B}^{q-1}\cong pA\otimes_{B^{-}}q1$ より

$\frac{pA\otimes\hat{\Omega}_{B^{-}}^{q1}}{pdJ\otimes_{B}^{q-2}+p^{2}d\hat{\Omega}qB^{-2}}\cong p^{-1}\frac{A\otimes\hat{\Omega}_{B}^{q-1}}{dJ\otimes_{B}^{q-2}+pd\hat{\Omega}^{q-2}B}\cong\frac{\hat{\Omega}_{A}^{q-1}}{pd\hat{\Omega}_{A}^{q-2}}$

である.
式 (1) について, 中項は $\hat{\Omega}_{A}q-1/pd\hat{\Omega}q2A^{-}$ であることがわかった. さらに, 中項

から右項への写像を計算すると (2.2) を伝って $U^{1}K_{r}^{M}(K)\wedge$ に入ることもわか
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り, しかもその写像は $R_{q}^{M}$

’ 指数写像 ($\exp_{q}$ と書く) と –致する. ここで $K_{q}^{M}$指
数写像とは ([7] 参照),

$\hat{\Omega}_{A}q-1/pd\hat{\Omega}q2A^{-}arrow U^{1}K_{q}^{M}(K)^{\wedge}$

$a \frac{db_{1}}{b_{1}}\wedge\cdots$ A $\frac{db_{q-1}}{b_{q-1}}-\{\exp(pa),b_{1}, \ldots,b_{q}-1\}$

なるものである. $\exp$ は普通の指数写像

$\exp(\tau)=\sum_{0n\geq}\frac{T^{m}}{m!}$

である よって完全列

(2) $H^{q-1}(\mathrm{S}_{q}’)arrow\hat{\Omega}_{A}^{q-12\prime}\psi/pd\hat{\Omega}_{A^{-}q}^{q1\wedge}arrow URM(K)\exp_{p}$

を得た. さらに 7 $\exp_{p}$ の像は $U^{e+1}K^{M}(qK)\wedge$ を含んでいることが $\exp_{p}$ の性質
からわかり, –方 $\mathrm{g}\mathrm{r}^{i}K_{q}^{\mathrm{n},I}(K)\wedge$ は $0\leq i\leq ep/(p-1\rangle$ については [2] で調べら
れているので, よってもし $\psi(H^{q-1}(S’(A, B)(q)))$ が完全にわかればすべての
$gr^{n}K_{q}^{p,\mathrm{r}}(K)$ がわかることになる.

(2) について, $H^{q-1}(\mathrm{s}_{q}’)$ は計算できる. なぜなら $\mathrm{S}_{q}’$ (は $Barrow A/p$ に関する
サントミック複体であり、これは $A$ の絶対分岐指数によってのみ決まる群だ
からである. 具体的には, 各項に文字 $X$ によるフィルター付けを行 4 $\mathrm{a}$ , その部
分商をすべて計算することによって $H^{q-1}(\mathrm{s}’)q$ を得る. [8] では任意の絶対分
岐指数の混標数完備離散付値体 K(ただし剰余体の標数は 2でなく, 剰余体の
$P$基底の数が有限の場合) についてこの群を決定したが $([8]^{\mathrm{p}_{\mathrm{r}}\mathrm{o}_{\mathrm{P}}},.2.6)$ , 煩雑で
あるためここには記さない. $\hat{\Omega}_{A}q-1/pd\hat{\Omega}q2A^{-}$ については, $A$ の分岐が $A_{0}$ 上梓分
岐に限れば次の命題を得る.

命題 2.4 $([8]^{\mathrm{p}_{1}},\cdot \mathrm{o}\mathrm{p}.3.1).\hat{\Omega}_{A}q-1/pd\hat{\Omega}_{A}q-2$ に, $A$ の素元 $\pi$ (但し $d\pi=$ ($\}$ なるも
の) でフィルター付けをした部分商は, $j\geq 0$ について

$gr^{j}(\hat{\Omega}_{A}^{q-1}/pd\hat{\Omega}_{A}q-2)\cong$ $(e\leq j)(1\leq j(j=0)<e)$

となる. 但し $e$ は $A$ の絶対分岐指数, $l=[j/e]$ とした.

以上より, あとは $\psi$ を詳しく調べることによってすべての $gr^{n}R^{\prime M}(qK)$ がわ
かり, 主定理 (1.1) を得る. しかし $\psi$ の計算は煩雑であるためここには記さ
ない.

3. 類体論への応用
$K$ を特に $q$ 次元局所体とする. 高次元局所類体論では $K$ の最大アーベル

拡大のガロア群と $K_{q}^{M}(K)$ はほぼ同型であった. 特に $L$. を $K$ の $n$ 次拡大とす
ると

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)\cong \mathrm{A}_{q}^{rM}(K)/\mathrm{N}_{L/K}R_{q}^{\Gamma}M(L)$

である. ここで, $L/K$ が次数〆の巡回拡大で, さらに誘導される剰余体の拡
大が $P^{l}$ 次純非分離拡大とする. (これを, ferociously rami且 ed 拡大と言う. )
この拡大に対して, $R_{q}^{M}’(K)$ の元 $\{1+\pi^{i}, x_{1}, \ldots, X_{q1}-\}$ はすべて $\mathrm{N}_{L/K}\mathrm{A}_{q}^{M}\wedge(L)$

に入ることがわかり (cf. [6]), よって主定理より $U^{e+1}R^{M}’(qK)\subset \mathrm{N}_{L/K}K^{M}(qL)$
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がわかる. さらに $U^{1}R^{M}rq(K)/U^{e+1M}\mathrm{A}_{q}\vee(K)$ のうち $\{1+\pi^{i}, x_{1}, \ldots, X_{q1}-\}$ の形
ではない元も, その位数は最大でも伊/(p-l) を超えない. よって次の定理を
得る.

定理 3.1 $([8],\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}9.1)$ . $K$ を上記のものとする. $L/K$ を次数 $P^{l}$ の fero-
ciously ramified 巡回拡大とすると, $P^{l}\leq ep/(p-1)$ である.
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