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1. 導入

Euler-Zagier 多重ゼータ関数なるものを次の様に定義する :

(1) $\zeta_{k}(s_{1}, \ldots, sk)=\sum_{k0<n_{1}<\cdot\cdot<n}.\frac{1}{n_{1}^{s_{1}}n_{2}..n_{k}s2.s_{k}}$.

ここで si $(i=1,2, \ldots, k)$ は複素数。この級数は $\Re(s_{i})\geq 1(i=1,2, \ldots, k-1)$ かつ

$\Re(s_{k})>1$ であれば絶対収束しているので、その範囲においては $k$ 変数複素数の正
則関数を与えている。多くの数学者によって、 自然数 $a_{i},$ $(i=1, \ldots, k)$ を代入した
特殊値 $\zeta_{k}(a_{1,\ldots,k}a)$ が研究されてきた。そのような研究は古くは L.Euler にさかの
ぼり、現在では D. $\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}[12][13]$ や T.Arakawa &MKaneko [3] 等が幾つかの興味
深い研究を行っている。 最近では物理方面との関係も指摘されている。

方、 $\mathrm{F}.\mathrm{V}$ .Atkinson は Riemann ゼータ関数の平均的挙動を研究する際に $\zeta_{2}(s_{1}, s_{2})$

を詳しく調べた [4] $\circ$ 以後、ゼータ関数の平均値定理においてこのアトキンソンのア
イディアを深めた仕事が多く行われている [9] [11] 。 (1) の解析接続に関して言うと、
二変数の場合にはアトキンソンが行っている。$k\geq 3$ の場合の解析接続に関しては J.
Zhao [14], そして S.Akiyama, S.Egami and Y.Tanigawa [1] の仕事がある。
記号 $\chi_{i}$

$\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q(i=1,2, \ldots, k)$ で mod $q$ の Dirichlet 指標を表し単位指標を $\chi 0$

とする。 $\beta_{i}$ ($i=1,2,$ $\cdots$ , 紛は実数で半開区間 $[0,1$ ) に含まれるとする。では多重ゼー
タ関数 (1) の–般化として、以下にあげる二つのタイプの関数を定義しよう :
(2) $L_{k}(s_{1}, \ldots, S_{k}|x_{1}, \ldots, x_{k})=\sum_{0<n_{1}<\cdot\cdot<nk}.\frac{\chi_{1}(n_{1})}{n_{1}^{s_{1}}}\frac{\chi_{2}(n_{2})}{n_{2}^{s_{2}}}\ldots\frac{\chi k(n_{k})}{n_{k}^{s_{k}}}$ ,

(3) $\zeta_{k}(s_{1}, \ldots, S_{k}|\beta 1, \ldots, \beta_{k})=\sum_{n0<n_{1}<\cdot\cdot<k}.\frac{1}{(n_{1}+\beta_{1})^{S}1(n_{2}+\beta 2)s_{2}\ldots(n_{k}+\beta k)^{s}k}$ ,

ここで $ni\in \mathrm{N}(i=1, \ldots, k)$。もし $\Re(s_{i})\geq 1(i=1,2, \ldots, k-1)$ かつ $\Re(s_{k})>1$

であれば絶対収束していてその領域では正則関数を与えることが直に分かる。これら
をそれぞれ 「多重 $\mathrm{L}$ 関数」「多重 Hurwitz $\mathrm{f}^{*}-$ ク関数」と呼ぶことにして、 ときお
り $L_{k}$ (si $|\chi_{i}$ ) $\text{、}\zeta_{k}$ (si $|\beta_{i}$ ) と表記することとする。
現在、私の指導教官の S.Akiyama との共同研究として、この二つの関数を研究中

である。本公演では、その解析接続に関してまとめたものがある [2] ので、その内容
を中心に報告した。

Remark 1. 最近 K.Matsumoto は次のような級数を定義し研究を行った [10]:
$\zeta_{k}(v_{1}, \ldots, v_{k}; \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{k}; w_{1}, \ldots, w_{k})$

$=$ $\sum_{m_{1}=0m_{2}}^{\infty}\sum_{=0m_{k}0}^{\infty}\cdots\sum_{=}^{\infty}(m1w1+\alpha 1)^{-}v_{1}(m1w_{1}+m_{2}w2+\alpha 2)^{-v}2$

(4) $\cross\cdots\cross(m_{1}w_{1}+m2w2+\cdots+m_{k}w_{k}+\alpha k)^{-v}k$

ここで $v_{1},$ $\ldots,$ $v_{k},$ $w_{1},$ $\ldots,$
$w_{k}$ は複素数値で $|\arg w_{j}|<\pi_{\text{、}}w_{j}\neq 0(1\leq j\leq k)_{0}$ そし

て $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{k}$ は正の実数値とする。この級数は、その特別な場合として (1) や (3) を
含んでいる。K. Matsumoto は変数 $w_{i}$ の漸近展開を論じる課程でこの級数 (4) で定
義される多変数関数の解析接続を行った。そこではメリンーバーンズ型の積分が有効
に用いられた。その方法は変数 $w_{i}$ の情報を得るための非常に見通しのよい証明も同
時に与える。この解析接続時にメリンーバーンズ型の積分を利用するという発想は、
M. Katsurada が最初に発見し深めたアイディアである (正確には M. Katsurada は
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(4) とは少し形が違う級数の研究にこのメリンーバーンズ型の積分を利用することを
思い付いた [8] $)$

。

Remark 2. 級数 (2) に対して「多重 $\mathrm{L}$ 関数」という言葉を用いたが、T. Arakawa と
M. Kaneko は (1) の –般化として

$ML(s_{1}, \ldots, s_{k})=$

(5) $\sum_{n_{1}=1n2}^{\infty}\sum_{=}\infty 1\ldots n_{k}1\sum_{=}^{\infty}\frac{\chi_{1}(n_{1})}{n_{1}^{s_{1}}}\frac{\chi_{2}(n_{2})}{(n_{1}+n_{2})^{S_{2}}}\ldots\frac{\chi.k.(n_{k})}{(n_{1}+\cdot+n_{k})^{s_{k}}}$

なる「多重 $\mathrm{L}$ 関数」を定義し、研究している。そこでは解析接続、特殊値の研究が行
われている。

2. EULER-MAcLAuRIN の和公式と補題
$j$ 番目のベルヌーイ多項式 $B_{j}(x)$ は次のように定義する :

$\frac{te^{xt}}{e^{t}-1}=\sum_{j=0}^{\infty}\frac{B_{j}(x)}{j!}t\dot{\mathrm{J}}$ .

$j$ 番目の周期的ベルヌーイ多項式は $\tilde{B}_{j}(x)=B_{j}(x-[x])$ で与える。 ここで $[x]$ は $x$

を超えない最大の整数。ベルヌーイ数 $B_{r}$ は $B_{r}=B_{r}(0)$ で定義する。
関数 $f(x)$ は $l+1$ 回微分可能で $f^{l+1}(x)$ は連続とする。そして Ni, $N_{2}\in \mathrm{N}$ で $\eta$

は実数とする。 Stieltjes 積分を用いて

$\sum_{N_{1}+\eta<n\leq N_{2}}f(n)$
$=$ $\int_{N_{1}+\eta}^{N_{2}}f(X)d[x]$

$=$ $\int_{N_{1}\eta}^{N_{2}}+f(x)dx-\int_{N_{1}+}^{N_{2}}\eta df(x)(x-[x]+1/2)$

$=$ $\int_{N_{1}+\eta}^{N_{2}}f(x)dx-[f(x)\tilde{B}1(x)]_{N}^{N_{2}}1+\eta+\int_{N_{1}+\eta}^{N_{2}}f(x)\tilde{B}_{1}(_{X})d_{X}l$.

部分積分を繰り返して、

The modified Euler-Maclaurin summation formula

$.N_{1}+ \eta\leq\sum_{<nN2}f(n)$
$=$ $\int_{N_{1}\eta}^{N_{2}}+(f(X)dX+\frac{1}{2}f(N_{2})+fN1+\eta)\tilde{B}_{1}(\eta)$

(6) $+ \sum_{\mathrm{r}=1}\frac{(-1)^{r+1}}{(r+1)!}\mathrm{t}(B_{r+1}f^{()}r(N_{2})-f(r)(N1+\eta)\tilde{B}_{+},1(\eta))$

$- \frac{(-1)l+1}{(l+1)!}\int_{N_{1}+\eta}^{N_{2}}f^{(l+)}1(x)\tilde{B}_{l+}1(X)d_{X}$ .

Remark 3. ここで $\eta=0$ の時は, 等式 (6) は普通の Euler-Maclaurin の和公式であ
る。 このパラメータ $\eta$ を付けた状態で書いておくことが (たったそれだけのことで
はあるが) 、 後で (2) と (3) の解析接続をするとき重要な役割を演じる。

この多少の変形を加えた Euler-Maclaurin の和公式 (6) から直ちに次の補題が
従う,$\circ$
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Lemma 1. $l$ と $N_{1}$ は整数で\alpha と $\eta$ は実数とする。そして

$\Phi_{l(S|)}N_{1}+\eta,$$\alpha=\frac{(s)_{\iota+1}}{(l+1)!}\int_{N_{1}+\eta}^{\infty}\frac{\tilde{B}_{\mathrm{t}+1}(_{X)}}{(x+\alpha)s+l+1}dx$

と

$(s)_{r}=\{$

$s(S+1)(s+2)\ldots(S+r-1)$ if $r\geq 1$

1if $r=0$ ,
$(s-1)^{-1}$ if $r=-1$

を定義する。 この時我々は次のような式を得る :

$\sum_{N_{1}+\eta<n}^{\infty}\frac{1}{(n+\alpha)^{s}}=\sum_{-1\leq r}^{\iota}\frac{\tilde{B}_{r+1}(\eta)}{(r+1)!}\frac{(s)_{r}}{(N_{1}+\alpha+\eta)^{s+}r}-\Phi_{l(s}|N_{1}+\eta,$ $\alpha)$ .

また積分 $\Phi_{l}(s|N_{1}+\eta, \alpha)$ の大きさは

$\Phi_{l}(s|N_{1}+\eta, \alpha)<<\frac{1}{(N_{1}+\eta+\alpha 1)^{(\Re_{S}+}\iota+1)}$ .

のように評価できる。

3. 得られた結果

まず以後の議論で用いる記号を幾つか定義しておこう。記号 $\mathrm{N}_{\text{、}}\mathbb{Z}_{\text{、}}\mathbb{Q}_{\text{、}}\mathrm{R}_{\text{、}}$ C、で
それぞれ自然数、有理整数、有理数、実数、複素数全体の集合とする。集合の右下に
添え字を A-<、のように表したら、それは集合 $A$ の元で大きさが* 以下のもの全体
とする。例えば $\mathbb{Z}\leq t=\{n\in \mathbb{Z}|n\leq\ell\}$ である。

Theorem 1 多重 $L$ 関数 $L_{k}(s_{i}|\chi_{i})$ は $\mathbb{C}^{k}$ に有理型に解析接続できて、その possible
singularities la

$s_{k}=1$ , $\sum_{i=1}^{j}Sk-j+1\in \mathbb{Z}\leq j(j=2,3, \ldots, k)$ .

特に $k=2$ の場合は singularities の状況を詳しく知ることが出来て

Corollary 1. $L_{2}$ (si $|\chi_{i}$ ) はぴで有理型で、次の領域で正則

(7) $\{$

$\{(S_{1}, S_{2})\in \mathbb{C}^{2}|s_{1}+s_{2}\not\in \mathbb{Z}\leq 2, s_{2}\neq 1\}$ if $\chi_{1}=\chi_{0}$ , $\chi_{2}=\chi 0$

$\{(s_{1}, s2)\in\alpha|s_{1}+s_{2}\not\in \mathbb{Z}\leq 1, s_{2}\neq 1\}$ if $\chi_{1}\neq\chi_{0}$ , $\chi_{2}=x0$

$\{(s_{1,2}S)\in \mathbb{C}^{2}|s_{1}+s_{2}\not\in \mathbb{Z}\leq 1\}$ if $\chi_{2}\neq\chi_{0}$ ,
ここで除外された領域は possible singularities。用いる指標 $\chi_{1}$ と $\chi_{2}$ は原始的で、
さらに $\chi_{1}\chi_{2}\neq\chi 0$ なる条件を満たしていると仮定すると、 この時 $L_{2}(s_{i}|\chi_{i})$ は次の
領域で正則

(8) $\{$

$\{(S_{1}, S_{2})\in \mathbb{C}^{2}|s_{1}+s_{2}\neq 0, -2, -4, -6, -8, \ldots\}$ if $x_{1}x2(-1)=1$ ,
$\{(s_{1}, s_{2})\in \mathbb{C}^{2}|s_{1}+s_{2}\neq 1, -1, -3, -5, -7, \ldots\}$ if $x_{1}x2(-1)=-1$ ,

ここで除外された集合は the whole set of singularities となる。

Theorem 2. 多重 Hurwitz ゼータ関数\mbox{\boldmath $\zeta$}k $(s|\beta)$ は $\mathbb{C}^{k}$ で有理型であり、 ‘possible’
singularities ea
(9) $s_{k}=1$ , $\sum_{i=1}^{J}Sk-i+1\in \mathbb{Z}\leq j(j=2,3, \ldots, k)$ .

ここで用いる $\beta_{1}$ が全て有理数であると仮定すると、この時は ${}^{t}poSSib\iota e$ ’をさらに詳
しく調べることが出来る。 もし $\beta_{k-1}-\beta_{k}$ が $0$ でも 1/2でもないとすると、その時は
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上述の (9) は真に singularities の位置そのものを与えている。もし $\beta_{k-1}-\beta_{k}=1/2$

であれば、

$s_{k}$ $=$ 1
$s_{k-1}+s_{k}$ $=$ 2, $0,$ $-2,$ $-4,$ $-6,$ $\ldots$

$\sum_{i=1}^{j}Sk-i+1$ $\in$ $\mathbb{Z}\leq j$ for $j=3,4,$ $\ldots,$
$k$

が真に singularities の位置そのものを与える。 もし $\beta_{k-1}-\beta_{k}=0$ ならば、

$s_{k}$ $=$ 1
$s_{k-1}+s_{k}$ $=$ 2, 1, $0,$ $-2,$ $-4,$ $-6,$ $\ldots$

. $\sum s_{k-i+1}j$
$\in$ $\mathbb{Z}\leq j$ for $j=3,4,$ $\ldots,$

$k$

$i=1$

が真に singularities の位置そのものを与える。

Remark 4. Theorem 2では $\beta_{i}-\beta_{i+1}(i=1, \ldots, k-1)$ が有理数の場合だけを論じ
ているが、その他の場合でも面倒なことは起こらず、singularities の位置について記
述できる。
また多重 $\mathrm{L}$ 関数の $k\geq 3$ については、残念ながら singularities の状況を $k=2$

の時のように詳しく述べることが出来ないのが現状である。

4. 多重 $\mathrm{L}$ 関数の解析接続 (定理 1の証明の概略)

解析接続を行おう。最初に 2重 $\mathrm{L}$ 関数の場合でそのアイディアを見せることに
する。

$M_{k}(S_{1}, \ldots, s_{k})=$

$m_{1}= \sum_{0}^{\infty}\frac{1}{(m_{1}+\frac{a}{q}\mathrm{L})^{s_{1}}}\sum_{m1+^{\underline{a}}m2}^{\infty}\frac{1}{(m_{2}+\underline{a}_{Aq})^{s_{2}}}\iota^{-}arrow_{<}qa\ldots$

. . .
$m_{k-2}+ \frac{a_{k-2^{-}k1}\sum_{-}^{\infty}a}{q}<m_{k}-1\frac{1}{(m_{k-1}+\frac{a_{k-1}}{q})S_{k-1}}\frac{1}{(m_{k}+- a\mathrm{A},q)^{S}k}mk-1+\frac{a_{k-1}\sum_{k}^{\infty}-a}{q}<mk$

なる級数を定義し、 これを用いて

(10) $L_{2}$ (si $|\chi_{i}$ ) $= \frac{1}{q^{s_{1}+s_{2}}}\sum_{=a_{1}1}^{q-}1a=1\sum_{2}^{q-}x11(a_{1})x_{2}(a2)M2(s_{1}, s_{2})$ .

今、

$M_{2}(s_{1}, s_{2})= \sum_{0m_{1}=}^{\infty}\frac{1}{(m_{1}+a_{1}/q)^{s_{1}}}m_{1}+\underline{a}\perp_{q}-arrow a\sum_{<m_{2}}(m_{2}+a_{2}/q1)^{S}2$

であり、我々は $M_{2}(s_{1}, s_{2})$ の解析接続を行いたい。そこで、 この中の級数

$m_{1}+^{\underline{a}}<m \sum_{\iota^{-}arrow^{a},q2}\frac{1}{(m_{2}+a_{2}/q)^{l}2}$
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に Lemma 1を適用することで

$M_{2}(s_{1}, S_{2})$

$=$ $M_{1}(s)(_{-1\leq r} \sum^{\iota}\frac{\tilde{B}_{r+1}(^{\frac{a-a}{q}})}{(r+1)!}\frac{(s_{2})_{r}}{(m_{1}+\underline{a}q\perp)S_{2}+\Gamma}-\Phi_{l}(_{\mathit{8}_{2}}|n_{1}+\frac{a_{1}-a_{2}}{q}, \frac{a_{2}}{q}))$

$=$ $\sum_{-1\leq r}^{\iota}\frac{\tilde{B}_{r+1}(^{\frac{a-a}{q})}}{(r+1)!}(_{S_{2})_{r}}\sum_{m1=0}^{\infty}\frac{1}{(m_{1}+\underline{a}q\perp)^{s_{1}+}s2+r}$

(11) $- \sum_{m_{1}=0}^{\infty}\frac{\Phi\iota(_{S_{2}}|m_{1}+\underline{a}_{\mathrm{J}arrow \mathrm{Z}}-qa\underline{a}q)}{(m_{1}+\underline{a}\perp)^{s_{1}},q}$

,

$=$ $\sum_{-1\leq r}^{l}\frac{\tilde{B}_{r+1}(\begin{array}{l}\underline{a}\perp-arrow aq\end{array})}{(r+1)!}(s_{2})r\zeta(s_{1}+s_{2}+r, \frac{a_{1}}{q})-\sum_{m_{1}=0}^{\infty}\frac{\Phi_{l}(s_{2}|m1+\frac{a-a}{q}-a2)q}{(m_{1}+\perp)^{s_{1}}\underline{a},q},$ .

ここで Hurwitz ゼータ関数 $((z, \alpha)$ は $\mathbb{C}$ で有理型なので、 (11) の最後の式は二項目
の級数

(12) $\sum_{m_{1}=0}^{\infty}\frac{\Phi_{l}(S_{2}|m_{1}+\frac{a-a}{q}\underline{a}_{\mathrm{Z}q})}{(m_{1}+\underline{a}q\perp)^{S_{1}}}$

,

がどのような領域で有理型であるのかを確めればよい。 この級数 (12) は領域 $\Re(s_{1}+$

$s_{2}+l)>0$ で絶対収束しているので、そこで正則。そして $l$ \iota よ任意に大きく選んで
もいいので、いくらでも接続可能な領域を広げていける。よって $L_{2}$ (si $|\chi_{i}$ ) を $\mathbb{C}^{2}$ に

有理型に解析接続できたといえる。
二重の場合で成功したこのような接続のテクニックは $k^{\mathfrak{l}}\geq 3$ でも通用する。

$L_{k}$ (si $|\chi_{i}$ ) $=$

$\frac{1}{q^{s_{1}+\cdots+S_{k}}}\sum_{=a_{1}1}^{q-}\sum_{a_{2}=1}^{-1}1q$ . . . $a_{k}1 \sum_{=}^{q-1}\chi 1(a1)\chi_{2(a)}2\cdots x_{k}(ak)M_{k}(s)$

として $M_{k}(s)$ に Lemma 1を繰り返して適噛してやれば良い。
口

Theorem 2も Theorem 1と同様なテクニックで得られる。詳しくは [2] を参照。

5. 数論への応用

ここで次のような関数を考える :

(13) $L_{j}(s)= \sum_{k0<n_{1}<..<n},\frac{\chi_{1}(n_{1})x_{2}(n_{2})..\cdot.\chi j(nj)}{(n_{1}n_{2\cdot\cdot j}n)^{s}}$ $(\Re s>1)$ .

これは関数 (2) の特別な場合に当たる。そして次のような和を考えてみる :
$H_{j}(x)=$

$\sum_{\leq x,n_{1}<\cdot\cdot<}-)n_{1}\ldots.n_{j}nj\chi_{1(}n1)\ldots x_{j(n_{j}}$

.

現在私はこの和 $H_{j}(x)$ の研究に取り組んでいます。 $xarrow\infty$ とした時に、 この和
$H_{j}(x)$ はどの様な挙動を見せるだろうか $?_{0}H_{\mathrm{j}}(x)$ の挙動を調べるとき、関数 (13)
の解析的な性質を知るこが重要になってきます。例えば pole はあるのか ? あるとす
ればその位置は ? そこでの留数は求まるか ? $|L_{j}(s)|$ の虚軸方向での大きさはどう評
価できるか ? 関数等式はあるか ? などを研究中です。
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