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Abstract
In this talk we study global solvability of fully nonlinear mixed type Monge-Amp\‘ere equa-
tions and index formula for a system of ordinary differential equations. Indeed, we will show
the global solvability of mixed type Monge-Amp\‘ere equations by ”blowing up” the problem
onto the torus embedded at the singular point of the equations. The reduced operators on
the torus are Toeplitz operators. After solving them by the method of harmonic analysis,
we construct the solutions by a harmonic extension.

Three main applications are;
solvability of Monge-Amp\‘ere equations in (exterior unbounded) domain, extension ofKashiwara-
Kawai-Sj\"ostrand theorem as to the convergence of all formal power series solutions to non-
linear equations, index formula of a system of ordinary differential equations.

考える問題
次の $\mathrm{M}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\mathrm{g}\mathrm{e}$-AmP\‘e $\mathrm{r}\mathrm{e}$ 方程式を考える。

$=\underline{\partial^{2}u}$

(1) $M(u):=\det(uxix_{j})=f(X),$ $u_{x_{i}x_{j}}$

$\partial x_{i}\partial x_{j}$

,

ここで $x=(x_{1}, \ldots, x_{n})\in\Omega\subset \mathrm{R}^{n}$ (or in $\mathrm{C}^{n}$ ) であり、 $\Omega$は必ずしも有界とは限らない。
今 $u^{0}(x)$ を\Omega で滑らかな関数とし

$f_{0}(x)=\det(u_{x_{i}x_{j}}^{0})$

とおく。 この時、 $u^{0}(x)$ は (1) で $f=f\mathrm{o}$とした時の解である。 そこで、 $z=u\mathrm{o}(x)$ から変形と
してえられる曲面を考える。 すなわちつぎの問題を考える。

(MA) $\det(v_{x_{i}x_{j}}+u_{x_{i}x_{j}}^{0})=f_{0}(x)+g(x)$ in $\Omega$ ,

ここで $g$ は\Omega で滑らか、 あるいは解析的とする。
例方程式 (1) に対して、 $x_{1}=0$ , $x=(x_{1}, X^{;})$ に関する初期値問題を考える。

$M(u)=f$, $u(\mathrm{O}, x’)=\phi_{0}(x);,$ $u_{x_{1}}(0, x’)=\phi 1(X’)$ ,
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ここで $\phi_{j}$ は与えられた関数とする。 $u^{0}=\phi 0+x_{1}\phi_{1}$ とおいて、 $u=u^{0}(X)+v(x)$ によって
あたらしい未知関数 $v(x)$ を導入する。 このように $M$ を $u^{0}$ に localizeすることにより、いわ
ゆる $x_{1}=0$ での Fuchs型作用素をえる。
一般に 2次元の場合 $u_{0}(X)=x_{1}4+cx_{1}^{2}x_{2}^{2}+x_{2}^{4}$ を考えると $c$の取り方により localizeする曲面

の極率が変化し、対応する Monge-Amp\’ere 方程式は $u=u_{0}$で degenerate elliptic, degenerate
hyperbolic あるいはmixed tyPe, i.e., elliptic-hyperbolic となる。

このような方程式を解くにあたり、基本的なアイデアは内部では方程式の型が変化するのでそ
れを (Silov)境界に持ち上げ、 ”blowing uP” し、 pseudodifferential operator の real calculus
をもちいてといた後それを harmonic extensionで内部に拡張する。 最大値原理によって解が
構成できる。

主なアイデアー常微分方程式の場合

われわれの基本的なアイデアを説明するためつぎの常微分方程式を考える。

$p(t, \partial_{t}):=\sum_{k=0}^{m}ak(t)\partial_{t}^{k}$ ,

ここで $a_{k}(t)$ は $\Omega\subset \mathrm{C}$で正則な行列とする。 等角写像を用いることにより $\Omega=\{|t|<w\}$

$(w>0)$ の場合に議論を帰着できるが、 今は簡単の為\Omega $=\{|t|<w\}(w>0)$ と仮定する。 次
の写像の Fredholm性と指数公式の証明を考える。

$p:\mathcal{O}(\Omega)\vdasharrow \mathcal{O}(\Omega)$ ,

(Komatsu, Malgrange, Ramis, Miyake その他の仕事を参照) ここではこの知られた事実の
別証明を与えることを考える。
この問題を考えるにあたり、大きな困難は $p$ の $t=0$での退化より現れる。そこで $\Omega$ で

直接働く代わりにその境界 $\mathrm{T}=\{|t|=w\}$で方程式を考える。 \Omega での正則関数と $\mathrm{T}$ での可積
分関数の対応はよく知られた radial limit (Borel theorem) と harmonic extension $(=\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$

extension) によって与えられる。議論を明確にするため $\mathcal{O}(\Omega)$ より若干小さい空間を導入
する。

$L^{2}(\mathrm{T})$ をトーラス上で 2乗可積分な関数の全体とし、Hardy 空間 $H^{2}(\mathrm{T})$ をつぎで定義
する。

$H^{2}(\mathrm{T}):=$ { $u= \sum_{-\infty}u_{n}e^{in\theta}\in L^{2};u_{n}=0$ for $n<0$}.

明らかに $H^{2}(\mathrm{T})L^{2}(\mathrm{T})$ の閉部分空間である。 $\pi$ を $L^{2}(\mathrm{T})$ から $H^{2}(\mathrm{T})$への射影とする。すな
わち、

$\pi(\sum_{-\infty}une)in\theta=\sum_{0}u_{n}e^{in\theta}$ .

以上の設定のもとでは、求める対応は幕級数展開によって与えられる。すなわち

$\mathcal{O}(\Omega)\ni\sum^{\infty}u_{n}\mathcal{Z}^{n}0rightarrow\sum_{0}^{\infty}u_{n}e\in H^{2}(in\theta \mathrm{T})$.
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Reduction to the torus. この対応によってトーラス上にあらわれる作用素をもとめる。極
座標 $t=re^{i\theta}$を用いて、

$t \partial=\frac{1}{2}(r\frac{\partial}{\partial r}-i\frac{\partial}{\partial\theta})$ , $\overline{t}\overline{\partial}=\frac{1}{2}(r\frac{\partial}{\partial r}+i\frac{\partial}{\partial\theta})$ ,

ここで $\overline{\partial}$ は Cauchy-Riemann 作用素。 $\overline{\partial}u=0$ と仮定すると $P(t, \partial)u$において動径方向の

微分 r\partial /�嫁ま接方向の微分でおきかえることができる。 すなわち、

$r \frac{\partial}{\partial r}=-i\frac{\partial}{\partial\theta}$ , $t \partial=-i\frac{\partial}{\partial\theta}=D_{\theta}$ .

従って、求める制限はつぎの原理によって与えられる

$t \frac{\partial}{\partial t}\vdasharrow D_{\theta}$ , $t\vdasharrow e^{i\theta}$ .

よって、 トーラス上の作用素は次によって与えられる。

$\hat{p}=\sum_{k}a_{k(}e)e^{-i}D_{\theta}k\theta(D\theta-1)\cdots(D\theta-k+1)i\theta$
,

ここで次を用いた。
$t^{k}\partial_{t}^{k}=t\partial_{t}(t\partial_{t}-1)\cdots(t\partial_{t}-k+1)$ .

この時 \mbox{\boldmath $\pi$}p^=P^が成り立つ。
上の対応によって、 $P$ : $H^{2}(\mathcal{O})\mapsto H^{2}(\mathcal{O})$ が Fredholm であるための必要十分条件は

$\pi\hat{p}$ : $H^{2}(\mathrm{T})\}arrow H^{2}(\mathrm{T})$ が Fredholm 作用素であることである。 ここで $H^{2}(\mathcal{O})$ は $H^{2}(\mathrm{T})$ の

analytic extensionである。 特に、 $\pi\hat{p}$ : $H^{2}\mapsto H^{2}$ が Fredholm作用素であれば $P:\mathcal{O}\mapsto \mathcal{O}$は

Fredholm作用素である。
この議論の有用性を見るために作用素 $<D_{\theta}>$ を次によって定義する。

$<D_{\theta}>u:= \sum nu_{n}<n>e^{in\theta}$ , $<n>=(1+n^{2})^{1/}2$ .

正則関数族上での対応する作用素は次で与えられる。 $<t\partial_{t}>=(1+(t\partial/\partial t)^{2})^{1/2}$ , ここで

$<t \partial_{t}>u=\sum u_{n}<n>Zn$ .

ただちにわかるように

$D_{\theta}(D_{\theta}-1)\cdots(D_{\theta}-k+1)<D_{\theta}>-k=Id+K$ ,

ここで $K$ は $H^{2}$上のコンパクト作用素である。従って、 コンパクト作用素を法として $P$ は

次と等しい。

$(*)$ $\pi a_{m}(e^{i\theta})e-im\theta 2$: $Hrightarrow H^{2}$ .

この最後に現れた関数は regular であることに注意する。 ここであらわれた射影は–般には
Szeg\"o projection になる。 これより、指数公式を示すことができる。

Riemann-Hilbert 分解の有用性
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簡単のため $w=1$ と仮定し、 $z=e^{i\theta}$ と書く。 有理関数 $p(z):=a(\mathcal{Z})z^{-m}$ が $|z|=1$ に関して
Riemann-Hilbert 分解可能であるとは

$p(z)=p-(_{\mathcal{Z})(z}p_{+})$ ,

が成立することである。 ここで $P+(z)$ は $|z|<1$ で正則かつ連続であって、 $|z|\leq 1$ まで $0$ にな

らず、 $P-(Z)$ (は $|z|>1$ で正貝 IJ‘ 連続であって、 $|z|\geq 1$ で $0$ にならない。
われわれの例では $p(z):=a(z)\mathcal{Z}^{-m}$であり、 条件 $a(\mathrm{O})\neq 0$ と $a(z)$ の零点の位数は $m+n$

であるとして次のようになる。
$p(z)$

$=c(z-\lambda 1)\cdots(\mathcal{Z}-\lambda_{m})(\mathcal{Z}-\lambda_{m}+1)\cdots(\mathcal{Z}-\lambda_{m}+n)Z-m$

$=c(1- \frac{\lambda_{1}}{z})\cdot$ . . $(1- \frac{\lambda_{m}}{z})(_{Z}-\lambda m+1)\cdots(z-\lambda m+n)$ .

従って、 Riemann-Hilbert 分解可能であるための条件は

$(RH)$ $|\lambda_{1}|\leq\cdots\leq|\lambda_{m}|<1<|\lambda_{m+1}|\leq\cdots\leq|\lambda_{m+n}|$ .

この条件 $(\mathrm{R}\mathrm{H})$ のもとで写像 $(^{*})$ の核と余核は消えることをしめそう。
実際、 証明は同じであるので $(^{*})$ の核を考える。 定義により $\pi pu=0$ は次と同等になる。

$p(e^{i\theta})u(e)i\theta(=_{\mathit{9}}e^{i\theta})$ ,

ここで $g$ は $e^{i\theta}$の負ベキのみより成る。 もし $|\lambda_{j}|<1$ ならば級数

$(1- \frac{\lambda_{j}}{e^{i\theta}})^{-1}$

は非負べきから成る。従って

$(1- \frac{\lambda_{j}}{e^{i\theta}})U(e)i\theta=$ negative power $\Rightarrow$

$U(e^{i\theta})=(1- \frac{\lambda_{j}}{e^{i\theta}})^{-1}\cross$ ( $\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$ power)

$=$ (negative power).

これを繰り返して
$(z-\lambda_{m+1})\cdots(_{Z}-\lambda m+n)u(z)$ , $z=e^{i\theta}$

は負べきのみよりなることがわかる。他方、 これは zの多項式であったので $u=0$ を得る。

PDEの場合 - 例

Some Examples. $n=2$ と仮定し、 $x_{1}=xX_{2}=y$ と置き、 Monge-Amp\’ere 方程式を
考える。

(MA) $M(u)=u_{xx}u_{yy}-u^{2}xy+c(x, y)uxy$ ’

ここで $c(x$ ,のは $x$ と $y$の多項式である。 $u_{0}$ は次数が 4の斉次多項式であると仮定する。 $f_{0}=$

$M(u^{0})$ とおき (MA) を考える。 P:=M沖を $M(u)$ の $u=u^{0}$での線形化とする。
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注意 vでの Mの線形化は次で与えられる。

$v_{xx}\partial_{y}^{2}+v_{y}\partial_{xy}y2-2v_{x}\partial_{x}\partial y$ .

従って、discriminant は-M(v) に等しい。これより、方程式 (MA) は (weakly) hyperbolic
であるための必要十分条件は $M(v)\leq 0$ であることであり、 (MA) が elliptic であるた

めの必要十分条件は $M(v)\geq 0$である.

Example 1.
$u^{0_{=x}2}y^{2},$ $c(x,y)=kxyk\in \mathrm{R}$

の場合
$f_{0}=M(u^{0})=4(k-3)x^{2}y^{2}$

であり、線形化作用素は

$P=2x^{22}\partial_{x}+2y^{2}\partial_{y}^{2}+(k-8)xy\partial_{x}\partial_{y}$, $\partial_{x}=\partial/\partial X,$
$\ldots$

である。 特性多項式は
$-2x^{222}\xi 1-2y\xi_{2^{-}}^{2}(k-8)xy\xi 1\xi 2$

であるので discriminat は
$D=(k-4)(k-12)xy22$

である。 これより、 (MA) が degenerate $\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\Leftrightarrow k<4$ or $k\succ 12$ , 他方 degenerate
$\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\Leftrightarrow 4<k<12$ .
後で示すようにもし $k>4$ならば方程式 (MA) は可解である。

Example 2. 次の方程式を考える。」
$u^{0}=x^{4}+kx^{2}y^{2}+y^{4}$ , $k\in \mathrm{R},$ $c\equiv 0$ .

この時、
$f_{0}=M(u^{0})=12(2kx^{4}+2ky^{4}+(12-k^{2})xy^{2})2$ .

簡単な計算よりわかるようにもし $k<-6$ ならばん $\leq 0$ であり、 degenerate hyperbolic. も
し $k>6$ ならば集合 $\{f_{0}=0\}\subset \mathrm{R}^{2}$は 4つの原点で交わる直線より成る。 この時、 方程式は
この直線を横切る時 elliptic から hyperbolic と型を変える。 従って、方程式は混合型である。
この例においてもし $k<-6$ あるいは $k>8$ ならば (MA) は可解である。 実際、 これ

は混合型に成る場合を含む。

PDEの場合 - 主なアイデア
Monge-Amp\‘ere 方程式に戻る。 関数族

$W_{R}(D_{R}):= \{u=\sum_{\eta}uX;||u||R:=\sum_{\eta}\eta|\eta|u_{\eta}R^{\eta}<\infty\}$

を定義する。 この時、 $g\in W_{R}(D_{R})$ に対して、 (MA) を解く。 我々は (MA) をトーラス Tn上
に Cauchy-Riemann 方程式を用いて常微分方程式の場合のように制限する。 空間 $W_{R}(D_{R})$

は $W_{R}(\mathrm{T}^{n})$ に変換される。 ここで $R=(R_{1}, \ldots, R_{n})$。この時、次を得る。

$\det(z_{j}^{-11}z^{-}DjD_{k}kv+u_{x_{j}x_{k}}0(R_{\mathcal{Z}}))=f_{0}+g$ ,
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ここで $Z_{j}=R_{j}e^{i\theta}j$ .
$M$を線形化する。

$M(u^{0}+v)=M(u^{0})+\pi Pv+R(v)$ ,

ここで $R(v)$ は剰余項である。 これより

$(*)$ $\pi Pv+R(v)=g$ on $W_{R}(\mathrm{T}^{n})$ .

今 $(\pi P)^{-1}$ が存在したと仮定する。 この時、 通常の iterationによって $(^{*})$ を解くことができ
る。 すなわち、 もし $||g||_{W_{R}}$ が十分に小さいならば $(^{*})$ の–意解 vが存在する。

$\hat{v}$を $v$の DRへの analytic extension とする。 関数

$M(u^{0}+\hat{v})-f\mathrm{o}-g$

は $D_{R}$において正則であり、 DRの Silov境界上で消える。最大値原理により、

$M(u^{0}+\hat{v})=f_{0}+g$ in $D_{R}$ ,

すなわち、 可解性がわかる。
局所–意性今 (MA) に対し 2つの解 $w_{1},$ $w_{2}$ で $||w_{j}||\leq\epsilon$ for small \epsilon であるようなものが

存在したとする。その時、 Tnへの制限により、制限された方程式の–意可解性より $\mathrm{T}^{n}$ 上に
おいて $w_{1}=w_{2}$ が成立する。最大値原理により、 $D_{R}$において $w_{1}=w_{2}$ が成立する。 これは
意性を示している。

可解性と Riemann-Hilbert 分解について
制限する時の公式
制限を計算する時つぎの公式が有用である。

$\partial_{x_{j}}-\rangle Z_{j}^{-1}\xi j,$ $xj\mapsto z_{j}$ , $z_{j}=ei\theta_{j}$ ,

ここで $\xi_{j}$ は $\theta_{j}$の共役変数である。
Toeplitz symbolの定義
Toeplitz symbol $\sigma(z, \xi)$ をつぎで定義する。

$\sigma(z, \xi)=(z_{1}\cdots \mathcal{Z}_{n})-2\det(\xi_{j}\xi_{k}+z_{j}\mathcal{Z}_{k}u^{0}xxjk(Z))$ $-f_{0}(z)$ .

以下では $n=2$ と仮定する。 制限された作用素の可逆性を示すためつぎの 2つの条件を仮定
する。

$(A.1)$ $\sigma(z, \xi)\neq 0$ $\forall z\in \mathrm{T}2,$ $\forall\xi\in \mathrm{R}_{+}2,$ $|\xi|=1$ .

$(A.2)$ $ind_{1}\sigma=ind_{2}\sigma=0$ ,

ここで

$ind_{1} \sigma=\frac{1}{2\pi i}\oint_{|\zeta|1}=Zd_{z_{1}}\log\sigma(\zeta,2, \xi)$ .
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ここで積分は $z_{2}$ と $\xi$に関して集合 $\mathrm{T}^{2}\cross\{|\xi|=1\}$ のうえで整数値の連続関数であるので連結
性より、定数である。
形式級数 $f$に対して $f$の order $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}f$をそれを構成する単項式の最小の次数とする。 すな

わち\partial x\alpha fo(O)\neq Ofor some $|\alpha|=k$ かつ $\partial_{x}^{\beta}f_{0}(\mathrm{o})=0$ for all $|\beta|\leq k-1$ をみたすような最小
の $k$とする。
この時、 次が成り立つ。

定理 1 . $n=2$ と仮定する。 さらに (A 1) と (A 2) を仮定する。 この時、 $r>0$ と

整数 $N\geq 2$ で $u^{0}$できまるものが存在して、すべての $g\in W_{R}$ で $||g||_{R}<r$ $ordg\geq N$を満
たすものにたいし、方程式 (MA) は $ordg\geq N$となるような–意解 $w$を持つ。

注意この定理は complete Reinhardt domainにおいてなりたつ。 ただし、 その場合には $g$

のノルムは十分に小さく取る必要がある。 これについては–般次元への拡張で述べる。

すべての形式解の収束
-A theorem of $\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{\mathrm{W}}\mathrm{a}\Gamma \mathrm{a}-\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{w}\mathrm{a}\mathrm{i}$-Sj\"ostrand

非線型の方程式のあるクラスにたいしてすべての形式解が収束するための十分条件を与えよ
う。

定理 2. (A 1) と (A 2) を仮定する。 その時、原点で収束するような任意の $g$ で $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}g\geq 2$

となるものにたいし、すべての (MA) の形式解は原点の近傍で収束する。

$n$ 独立変数の場合
今までの結果を $n\geq 2$の場合に拡張することを考える。 $\Omega$を $\mathrm{C}^{n}$での complete Reinhardt do-
main であって $0\in\Omega$とする。 $\Omega$ は convexであるとは仮定しない。 ここで $\Omega$ が complete
Reinhardt domain であるとは次の条件が成立することである。
1) もし $a=(a_{1}, , . . , a_{n})\in\Omega$ ならば $(a_{1}e^{i},., a_{n}\theta_{1}..ei\theta_{n})\in\Omega$ for all O\leq \theta j\leq 2\mbox{\boldmath $\pi$}が成立する。
2) もし $a=(a_{1}, \ldots, a_{n})\in\Omega$ ならば DR\subset \Omega が成立する。ここで $D_{R}$ は半径 $R=(|a_{1}|, \ldots, |a_{n}|)$

の多重円板である。
$\Omega$ の実表現を

$\tilde{\Omega}$ $:=\{(’|Z_{1}|, \ldots, |_{\mathcal{Z}}n|)\in \mathrm{R}_{+}^{n}; \mathcal{Z}\in\Omega\}$

で定義する。
$P:=M$ 。 $= \sum_{\alpha}(\partial M/\partial \mathcal{Z}_{\alpha})(X, u0)=\sum_{\alpha,|\alpha|\leq m}a_{\alpha}(X)\partial x\alpha$

を $u=u_{0}$での $M(u)$ の線形化作用素とする。 ここで $m\in \mathrm{N}_{\text{、}}$ 関数 $a_{\alpha}(x)$ は\Omega の閉包で正則で

あるとする。 対応する Toeplitz symbol $\sigma(z, \xi)$ を

$\sigma(z, \xi):=\sum a\alpha(\mathcal{Z})z-\alpha(\alpha p_{\alpha}\xi)<\xi>-m$ ,

で定義する。 ここで $<$ $\xi>=(1+|\xi|^{2})^{1/2}$ であり

$p_{\alpha}( \xi)=\prod_{j=1}\xi j(\xi j-1)\cdots(\xi_{j}-\alpha j+1)$
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である。
$\sigma(_{Z}, \xi)=\sigma’(\xi)+\sigma’’(_{\mathcal{Z}\xi)},$ ,

$\sigma’(\xi)=\int_{\mathrm{T}^{n}}\sigma(e^{i\theta}, \xi)d\theta$

と分解する。
local sectoriality 条件を仮定する。

$(A.3)$ $\exists c\in \mathrm{C},$ $|c|=1,$ $\exists d>0$ $Re(c\sigma(’\xi))\geq d\forall\xi\in \mathrm{R}^{n}$ .

このとき、 次が成り立つ。
定理 3. 任意の領域\Omega // $\subset\subset\Omega$ を与える。 (A 3) を仮定する。 この時、 $d_{0}>0$ が存在して、
もし (A 3) での $d$が $d\geq d_{0}$ をみたせば方程式 (MA) は任意の\Omega で正則で $\sup_{\Omega}|g(z)|\leq\epsilon$と
なるような $g$ にたいし $\Omega’$ において–意解 $v$ を持つ。

注意. Good operator と Condition $(H)$ in G\’erard- Tahara.
G\’erard-Tahara [?] は good operator と Condition (H) の概念を導入した。 (A 3) をみたす作
用素は ”

$\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{d}$ operator” であり、表象 $\sigma’(\xi)$ に対応する作用素がその dominant part である。
Condition (H) も成立する。従って、上の定理は”good operator” のひとつの criterion を与え
ている。

外部領域での解
Monge-Amp\’ere 方程式を Cn\\Omega で考える。 簡単のため、最初に 2変数の場合に新しい現象を
述べ、 一般化はその後で述べる。

$M(u)=f(_{X)}$

を考える。 $\alpha=(\alpha_{1}, \alpha_{2})\in \mathrm{Z}^{2}$に対し、

$X_{j}:= \{v;v=X^{-\alpha}jj\sum_{k=0}vk^{X_{j}}\}\infty-k$ , $j=1,2$ .

と定義する。 次が成立する。

定理 4. $f=0$ および $\alpha_{1}+\alpha_{2}\neq-1$ を仮定する。 その時、 $M(u)=0$ の特異解で

$u=x^{-\alpha} \sum_{\mathrm{Z}_{+}\eta\in 2}u_{\eta^{X}}-\eta$

となるものはすべて $X_{1}$ あるいは $X_{2}$に含まれる。

(MA) で変数 $x_{j}=z_{j}^{-1}(j=1,2)$ を用いて

$(MA)’$ $M(u)$

$:=(\delta_{1}^{2}u+\delta_{1}u)(\delta^{2}2u+\delta_{2}u)-(\delta 1\delta_{2}u)^{2}=_{\mathit{9}(_{Z}})$ ,
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$\delta_{j}=z_{j^{\frac{\partial}{\partial z_{j}}}}$

とあらわせる。 ここで $g(z)=(z_{1}Z_{2})-2f(z^{-11}z-)1’ 2$ . (MA)’ の解でつぎの形と成るものを考
える。

$u= \sum_{j=1}u_{j}$
, $u_{1}=az_{1}+bz_{2}$ , $ab\neq 0,$ $u_{j}$ ; homog. $\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{g}$ . $j$ .

すなわち、 $u_{1}$から展開がはじまるようなものを考える。 この時、 次が成り立つ。

定理 5. $M(v)=0$のすべての形式解で上の形のものであって $ordv\geq 2$ となるものにた
いし、 -意的な \mbox{\boldmath $\phi$}で $ord\phi\geq 2$ となるものが存在して、 $u=u_{1}+v+\phi$ $=:u_{1}+v+Sv$ は

(MA)’の解である。すなわち、 $v$は kernelの様なものである。 $\emptyset:=s_{v}$と書く。
逆に $\mathrm{y}$, (MA)’のすべての解 $u=u_{1}+w$ , $ordw\geq 2$ にたいし、 -意的な解 v $=v(x_{1})$

(resp. $v(x_{2})$ ) が存在して、 $M(v)=0$, $ordv\geq 2$ u=ul+w=ul+v+Svが成立する。す
なわち、 ”kernel” $v$によって解は parametrize される。

外部領域での Toeplitz 表象

変数変換吻 $=y_{j}^{-1}$をおこなうとある場合には外部領域での問題を有界領域での問題に帰着で
きる。 この変換により、 Toeplitz 表象はつぎで与えられる。

$\sigma(z, \xi):=(_{Z}1\ldots Zn)-1\det(\xi_{i}\xi_{jij}+zzu_{x}(0z))ix_{j}$ $-f_{0}(z)$ ,

ここで

$f_{0}(Z)=(Z1\ldots \mathcal{Z}n)^{-\mathrm{l}}\det(z_{i}Z_{j}u(Z)0x_{i}x_{j})$ .

これを用いることにより、外部領域の問題のある問題は有界領域の結果を用いて解くことが
できる。 詳しくは省略する。
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