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序

目標. $a,$ $b,$ $k$ を自然数とするとき, 3次の不定方程式

$|_{X^{3}+aX}y-2by^{3}|\leqq k$ (1)

を解くこと. 解は整数の範囲で求める.

$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{e}[\mathrm{T}\mathrm{l}]$ tは 1909年に, 3次以上の 2変数斉次多項式 $=$定数, という不定方程式の解

の個数は自然な仮定の下で有限個であることを示した. 彼にちなんでこのような方程式は

一般に Thue方程式と呼ばれていて, 上は Thue不等式と言ってよいものである. この方

程式の形は, パラメータ $a$ の符号についての制限を別にすれば, 3次 Thue方程式として

最も–般の形のものである.

方程式 (1) のパラメータについての仮定の内, $b>0$ という仮定は制限にはならない.

実際, $y$ を-y に変えると $b$ は-b に変わるので. しかし, $a>0$ という仮定は強い仮定で

ある. 実際このときは, $f(x)=x^{3}+ax-b-=0$ は実根をただ–つのみもち, このことか

ら方程式 (1) は易しくなっている. $a<0$ のときは, 3根共実数になる可能性があり, 新

たに現れる 2実根については, 我々の方法ではその性質を知ることができず, (1) は取り

扱えなくなる.

パラメータ $a,$ $b,$ $k$ を固定すると, Baker の方法 [Ba], すなわち, 代数的数の対数の 1次

結合に関する結果を用いる方法を用いれば, (1) の解の絶対値の上界を得ることができる.

そしてパラメータが小さいときには計算機により解を求めることができる. しかし, 一般

にこの上界は非常に大きくなるので, パラメータを含む方程式 (1) を扱うためには, 我々

はより良い評価を与える別の方法, すなわち Pade 近似の方法を用いる. Pade 近似の方

法は, 全ての Thue方程式に適用できるわけではなく, 適用範囲は非常に限られてはいる
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が, それが適用できる場合には–般に非常に良い評価を得ることができ, 我々の方程式 (1)

についても, 新しいアイデアを用いることによって, Pade近似の方法を適用することが

可能なのである. なお, Pad\’e近似の方法を用いて不定方程式を扱ったものに, $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{e}[\mathrm{T}2]$ ,

$\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{l}[\mathrm{s}2],$ $\mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{i}[\mathrm{w}\mathrm{l},\mathrm{w}2]$などがある.

これまで Thue方程式 (1) に関して次のことが知られている.

$b=1,$ $k=1$ のとき.

定理 $(\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{y}[\mathrm{D}\mathrm{l},\mathrm{D}2], \mathrm{N}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}[\mathrm{N}])$. $a\geqq 2$ とする. このとき,

$x^{3}+axy-y=\pm 123$

の解は自明な解 $(\pm 1,0),$ $(0, \mp 1),$ $(\pm 1, \pm a)$ のみである.

これは, 彼らのより強い定理の系である. すなわち彼らは, 3次 Thue方程式の解の

個数は, 右辺が 1で, 対応する非斉次方程式が実根を–つだけもつ場合には, 一般に高々

3個であることを示した. 例外もきちんと列挙されている. その証明は代数的で, 解と単

数との関係を詳しく調べてなされている. 上の定理の方程式は既に 3個の自明な解をも

ち, また列挙されている例外の方程式とも異なるので, .
解がこれしか無いことが彼らの強

い定理の系として直ちに出てくる.

一般の場合の (1) について, Bombieri-van der $\mathrm{p}_{\mathrm{o}\mathrm{O}}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}-\mathrm{v}_{\mathrm{a}\mathrm{a}}1\mathrm{e}\mathrm{r}[\mathrm{B}\mathrm{o}- \mathrm{a}1]$ の結果がある (後

述). また, $b=1$ の場合に $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{V}\mathrm{S}\mathrm{k}\mathrm{y}[\mathrm{C}]$ の結果がある.

結果

以下, $a,$ $b,$ $k$ を自然数とする. $f(x)=x^{3}+ax-b=0$ の唯–つの実解を\theta とおき,

$D=4a^{3}.+27b^{2}=f$の判別式 $\cross(-1)$ とおく. 我々の結果は次の通りである.

定理 1. $a>2^{2/3}3^{4}b8/3(1+ \frac{1}{390b^{3}})^{2/3}$ とする.

$\Rightarrow$ 任意の整数 $p,$ $q(q>0)$ に対して,

$| \theta-\frac{p}{q}|>\frac{1}{1.73\cdot 106ab44q^{\lambda}(a,b)}$ .
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ここで,

$\lambda(a, b)=1+\frac{\log(4^{\sqrt{D}}+12\sqrt{6}b)}{\log(\sqrt{D}(1/27b^{2}-1/D))}<3$,

かつ, $\lambda(a, b)$ は $b$ を固定すると $a$ の関数として単調減少で, $\lim_{\mathrm{a}arrow\infty}\lambda(\mathrm{a}, b)=2$ .

これが基本となる結果である. 方程式 (1) が 3次の方程式であることより, 応用上

$\lambda(a, b)<3$ となることが重要である. $db$ を固定し $a$ を大きくすると $D$ が大きくなり, $\lambda$の

式より $\lambda(a, b)\sim 1+(\log\sqrt{D})/(\log\sqrt{D})=2$ となる. したがって, $a$ が定理の仮定を満た

していると $\lambda(a, b)<3$ となるのである.

特に, $b=1,$ $a\geqq 129$ あるいは $b=2,$ $a\geqq 817$ のときには $\lambda<3$ となる. すなわち,

$b$ が小さいとき, かなり小さ $\mathrm{A}^{\mathrm{a}}a$ に対して既に $\lambda<3$ となる.

定理 1の証明. Pad\’e近似の方法による. 関数 $\sqrt{\frac{1-x}{1+x}}$ の Pad\’e近似を考え, Pad\’e近似

としては Rickert の積分 [R] を用いる. 必要な評価は, 留数計算および積分の評価をする

ことによって得ることができる. この方法に持ち込むためには, 3次式の立方完成, すな

わち 3次式は,

$x^{3}+ax-b= \frac{1}{2}(\alpha(x+\beta)^{3}+(\overline{\alpha}(_{X+}\overline{\beta})^{3})$

$\alpha,\overline{\alpha}=1\pm\frac{3\sqrt{3}b}{\sqrt{D}}$ , $\beta,\overline{\beta}=-\frac{3b}{2a}\pm\frac{\sqrt{3D}}{6a}$

と書けることを用いる. この事実は Siegel も既に [S1] で用いている.

従来の結果との比較. Bombieri は [Bo] において, すべての代数的数に適用できる有理

近似の–般的結果を示している. それは, Baker の方法に代わるまったく新しい方法であ

り, 非常に重要な結果である. その応用例として, Bombieri-van der $\mathrm{p}_{\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{r}}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{n}-\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r}[\mathrm{B}_{0-}$

$\mathrm{a}1]$ は定理 1と類似の結果を得ている. 彼らの結果は (1) における係数 $a,$
$b$ が–般の代数的

数である場合に対する結果であり, 我々のものよりより –般的な結果である. しかし, 有

理整数の場合に限れば, 彼らの結果では $\lambda(a, b)<3$ となるためには, $a>e^{1000},$ $a>b^{2}$

が必要であり, 例えば $b=1,2$ のとき, 我々の仮定と比べると $a$ はあまりにも大きな数で

ある. しかも, 定理 1にある $q^{\lambda}$の係数については, 彼らは計算可能な定数というだけで
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実際には求めていない. また, 彼らの\mbox{\boldmath $\lambda$}の値は

$\lambda(a, b)=\frac{6\log a}{3\log a-2\log b}+\frac{14}{(3\log a-2\log b)1/3}$

で, $a$ が $b$ に比して大きいときは

$\lambda(a,b)\sim 2+\frac{\mathrm{l}4}{\sqrt[3]{3}(\log a)1/3}$

であるが, 我々の値は

$\lambda(a, b)\sim 2+\frac{4\log b+2\log \mathrm{l}\mathrm{o}8}{3\log a}$

であり, より小さくて良い結果になっている.

定理 2. 定理 1と同じ仮定の下で, $(x, y)$ を (1) の解とする.

$\Rightarrow$

$|y|<(1.73\cdot 10^{63}ab^{4}k)^{\frac{1}{3-\lambda(a_{1}b)}}$ .

証明. これは定理 1の簡単な帰結である.

このように (1) の解の上界を与えることができたので, (1) はこれで–応解けたと考え

てよいであろう. 解がこれこれしかない, というように完全に方程式 (1) を解ききるため

には, $k$ を具体的に与える必要がある. 例として, $k=a+b+1$ とおき, Thue不等式

$|x^{3}+axy^{2}-by^{3}|\leqq a+b+1$ (2)

を考えよう.

定理 3. $a\geq 3000b^{4}$ とする.

$\Rightarrow(2)$ の $y\geqq 0$ かつ $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(x, y)=1$ なる解は自明な解

$(0,0),$ $(\pm 1,0),$ $(0,1),$ $(1,1),$ $(-1,1),$ $(b/d, a/d)$ ただし $d=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(a, b)$

のみである.

注. (2) の左辺に $(-1,1)$ を代入すると $a+b+1$ となる. これを考慮して $k=a+b+1$

とおいたのである.
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証明. A. M. Legendreによる古典的な連分数の定理によれば, 実数\xiに対し, $|\xi-p/q|<$

$1/(2q^{2})$ であれば, $p/q$ は\xiの連分数のどれかになっている. そこで, \theta の連分数を始めの

方からいくつか求め, それらが自明な解を除いて (2) の解になっていないことを確認すれ

ば, (2) の非自明解はそれらより大きいことが分かり, 非自明解の下界を得ることができ

る. この下界は, $a$ が $b$ に比して十分大きいときには, 定理 2で与えられる解の上界より

大きくなることが確認でき, 非自明解が存在しないことになる. 実際にはより大きな下界

を得るために, Legendre の定理を, 有理数を分母分子に含む連分数展開について拡張し

たものを用いる.

さらに $b=1,2$ の場合は $a\geqq 1$ に対して (2) を完全に解くことができる.

定理 4. $b=1$ または $b=2$ とし, $a\geq 1$ とする.

$\Rightarrow(2)$ の $y\geqq 0$ かつ $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(x, y)=1$ なる解は, $b=1,1\leqq a\leqq 3$ および $b=2,2\leqq a\leqq 7$

の場合を除き, 自明な解のみである. また, 例外の場合の解は列挙できる.

証明. $b=1$ の場合は次のようである.

$a\geqq 3000$ のとき. 定理 3による.

$129\leqq a<3000$ のとき. 定理 2により (2) の解の上界は分かる. そこで各 $a$ について\theta

の連分数をその分母が解の上界を越える手前まで計算機を用いて計算し, それらが (2) の

解になっていないことを確認する. Legendre の定理から, これによって非自明解はない

ことが分かる.

$1\leqq a\leqq 128$ のとき. このときは我々の方法では, $\theta$について何の情報も得ることがで

きない. そこで Baker の方法に頼ることになる. 実際には, KANT と呼ばれる計算機の

ソフトウ $\mathrm{x}7$を用いる. このソフトウエアは, 具体的な Thue方程式の係数を計算機に入

力すれば, 解を出力してくれる便利なものである. 残っていて解かなければならない方程

式の個数が多くないので, これが可能なのである.
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