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1 Introduction
$\theta$ を $0<\theta<T$ 姦る実数とする. この様な $\theta$ について, 3辺の長さが有理数で $\theta$

をその–角として持つような三角形のことを $\theta-$ 有理三角形と呼ぶことにする.
ここで, このような三角形が存在するには $\cos\theta$ が有理数であることが必要条
件であることに注意する. 有理数 $\cos\theta$ は $\cos\theta=s/r,$ $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(r, s)=1,$ $r>0$ で

あるような有理整数 $r,$ $s$ によって–意的に表される. このようにして導入され
た $\theta$ に付随する値 $r,$ $s$ について, $\alpha_{\theta}\text{を\sqrt{t^{2}-S^{2}}$で与える. これは, $\theta$ につい

て–意的に定まる高々 2次の数である. このような表記を用いて $\theta-$ 合同数は次
のように定義される.

Definition 1.1 $n$ を自然数とする. $\theta-$ 有理三角形で面積 $n\alpha_{\theta}$ なるものが存在
する時 $n$ を $\theta-$ 合同であるという.

$\theta=\pi/2$ とした時は $\alpha_{\frac{\pi}{2}}=1$ となるので, $\pi/2-$ 合同数は従来の合同数に他なら
ない. 自然数 $n$ が $\theta-$ 合同ならば, 任意の自然数 $\alpha$ に対して $n\alpha^{2}$ も $\theta-$ 合同であ
ることは明らかである. なおこの報告において, $\theta$ は常に $0<\theta<\pi,$ $\cos\theta\in \mathbb{Q}$ ,
自然数 $n$ は平方因子を含まないものとし, 全ての楕円曲線は $\mathbb{Q}$ 上定義されて
いるものと仮定する.
さらに $E_{n,\theta}$ は $y^{2}=x(x+(\iota’+s)n)(x-(r-s)n)(7$” $S$ は上記の $\theta$ で定ま

る値) で定義される楕円曲線とする.

Theorem 1.1 (Fujiwara,[2]) 実数 $\theta(0<\theta<\pi)$ は $\cos\theta$ が有理数である
ものとする. 任意の自然数 $l2$ に対して次が成り立つ.

$(\perp)$ $n$ が $\theta-$ 合同であることと $E_{n,\theta}$ が位数 2以上の $\mathbb{Q}-$ 有理点を持つことは同
値.
(2) $\uparrow?\neq 1,2,3,6$ である時, $n$ が $\theta-$ 合同であることと $E_{n,\theta}$ の $\mathbb{Q}- ra\uparrow lk\wedge$ が正で

あることは同値.
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この Theorem から, $E_{n,\theta}$ 上の有理点は $\theta-$ 合同数に関する重要な情報を与え
てくれることがわかる. $E_{n,\theta}(\mathbb{Q})$ の様子を調べることによって, 具体的には 2-
descent と呼ばれる方法で $E_{n,\theta}\text{の}$ Tate-Shafarevich 群の 2-tortion 部分を調
べることによって, 素数 $p\equiv 5,7,19$ (mod 24) の非 $\frac{\pi}{3}-$ 合同性 (Fujiwara, [2]),
$p\equiv 7,11,13$ (mod 24) の非 $\frac{2\pi}{3}-$ 合同性が確かめられている (Kan,[4]).
また, 次の Lemma は, 固定したある $\theta$ について $\theta-$ 合同数が充分たくさん存

在するということを保証している.

Lemma 1.1 $(\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{n},[4])$ 自然数 $n$ が $\theta-$ 合同数であることと, $n$ が

$pq(p+q)(2rq+p(r-S))$

($p,$ $q$ は $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P,$ $q)=1$ なるある自然数) の非平方部分となっていることは同
値.

8を法として 5, 6, 7に合同な自然数は全て穿合同 (つまり従来の意味で
の合同) であろうと予想されている. Birch-Swinnerton-Dyer 予想が確かめら
れればこの事実もその正当性を確定される. 同様にして, $\theta=\frac{\pi}{3},$ $\frac{2\pi}{3}$ についても
理論的または実験的根拠に基づいて次のような Conjecture を得ることができ
る (Kan,[4]).

Conjecture 1.1 $n$ を自然数とする. $n$ が 24を法として 11, 13, 17又は 23
に合同なら, $n$ は告合同である. 同様に $n$ が 5, 1.7, 19又は 23に合同なら).
$n$ は $\frac{2\pi}{3}-$ 合同である.

これまで知られていたのは, 自然数 $n$ が素数 $p$ で $p\equiv 23$ (rnod 24) である場合
に $\frac{2\pi}{3}-$ 合同であることのみであった ([4]). 今回は, その結果の別証明と $\frac{\pi}{3}-$ 合同
についての新しい結果を得ることができたのでここに報告する.

Theorem 1.2 $p$ を 24を法として 23に合同な素数とすると, $p$ は $\frac{\pi}{3}-$ 合同か
つ $\frac{2\pi}{3}.-$合同である.

2 Heegner points

自然数 $N$ について $\Gamma_{0}(N)=\{\in SL_{2}(\mathbb{Z})|c\equiv 0$ (mod $\mathrm{N}$ ) $\}$ とおき, ゐを
上半平面 $\{z\in \mathbb{C}|Im(z)>0\}$ とする. すると, $\Gamma_{0}(N)$ はめ*: $=\mathfrak{H}\cup \mathrm{P}^{1}(\mathbb{Q})$ 上
に 1次分数変換の形で作用する. その作用で割った商空間 $\Gamma_{0}(N)\backslash \mathfrak{H}^{*}$ は閉 Rie-
lnann 面の構造を持ち, 対応する代数曲線を $X_{0}(\mathit{1}\mathrm{V})$ と記す. さらに
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よって得られる $X_{0}(j\mathrm{v})$ の位数 2の自己同型 $\mathrm{I}/V_{N}$ を Atkin-Lehner involution
と呼ぶ. 以下, $z\in \mathfrak{H}^{*}$ に対して $z$ で代表される $X_{0}(\mathit{1}\mathrm{V})$ の点も $z$ と書く.

$\omega$ を虚 2次数で, $A\omega^{2}+B\omega+^{c=0,A},$ $B,$ $C\in \mathbb{Z},$ $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(A, B, C)=1$ , 判別
式: $\triangle(\omega):=B2-4AC<0$ を満たすものとする. この時, $X_{0}(\mathit{1}\mathrm{V})$ の Heegner
point は次のように定義される.

Definition 2.1虚 2次数 $\omega$ について, 判別式に関する条件式 $\Delta(\omega)=\triangle(\mathit{1}\mathrm{v}_{\omega})$

が成り立つ時 $\omega$ は $X_{0}(N)$ の Heegner point であるという.

ここで特に $\omega$ が Heegner point 1も $W_{N}(\omega)$ も Heegner point であるという
ことに注意しておく.

$\mathbb{Q}$ 上定義された楕円曲線 $E$ は $X_{0}(N)$ による modular parainetrization
を持つとする. この時, $\mathbb{Q}$上定義される $X_{0}(\mathit{1}\mathrm{V})$ から $E$ への被覆写像 $\varphi$ :
$X_{0}(.N)arrow E$ で cusp $i\infty$ を $E$ の単位元 $\mathcal{O}$ に写すようなものが存在する $=$

この

写像をかいして, Atkin-Lehner involution $W_{N}$ は $|/V_{N}(\varphi(z)):=\varphi(W_{N}(z))$ の

形で $E$ 上に作用する. 特にその作用が非自明である時, 楕円曲線 $E$ は even
であると言う. これは, Birch-Swinnerton-Dyer 予想を仮定した際に, 楕円曲線
$E$ が even であるなら $E^{i}(\mathbb{Q})$ の rank も even であるという事実に基づいてい
る.

上のような被覆字面 $\varphi$ について次のような関係式が成り立つことが知られ
ている :

\mbox{\boldmath $\varphi$}(Hひ N $(z)$ ) $=\varphi(0)-\varphi(z)$ .

さらに, $\varphi(0)$ は $E^{\mathrm{i}}$ 上有限位数の $\mathbb{Q}-$ 有理点となることも知られている.
上で定義した Heegner point $\omega$ については, その性質から $\varphi$ による四 $\varphi(\omega)$

が $E^{4}(\mathbb{Q}(\omega, j(\omega)))$ に含まれることが確かめられる. ここで, $j$ とは $X_{0}(1)$ の

$\mathrm{r}\mathrm{n}o$dular $i- \mathrm{f}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}$ である. $\mathbb{Q}(\omega, j(\omega))$ が虚 2次体 $\mathbb{Q}(\omega)$ 上 Galois 拡大と
なっていることを用いて, $z=\omega,$ $W_{N}(\omega)$ に対して

$P(z):= \sum_{\sigma\in G}\varphi(z)^{\sigma}$

とおく. ここで $C_{7}:=\mathrm{c}_{\mathrm{a}}1(\mathbb{Q}(\omega,j(\omega))/\mathbb{Q}(\omega))$である. 定義から $P(\omega)$ は $E(\mathbb{Q}(\omega))$

の点であることは明らかである. さらに, $\overline{P}$ を点 $P$ の複素共役とすれば

P(Wひ N $(\omega)$ ) $=\overline{P(\omega)}$

となることが知られている. $G$ の位数を $h$ とすれば, $P(z)$ の定義から

$\overline{P(\omega)}=P(|/\mathfrak{s}/^{\mathit{7}}N(\omega))=h\varphi(\mathrm{o})-P(\omega)$
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という等式を得る. このような準備のもと, $E$ の純虚点

$P(\omega)-\overline{P(\omega)}=2P(\omega)-h\Psi(\mathrm{o})$

は, $E^{4}$ に相応の条件を付け加えると非自明な, 即ち無限位数を持つ $\mathbb{Q}(\omega)-$ 有理
点となる. この点を $\omega$ で “ひねった” ある楕円曲線 (twist) 上に移すとその楕
円曲線上の非自明な $\mathbb{Q}-$ 有理点になる. 以上を整理すると,

Theorem 2.1 (Birch,[1]) $E$ は $X_{0}(N)$ による modular parametrization を
持つ even な楕円曲線とする. $\varphi(0)$ が $E(\mathbb{Q})$ の 2倍点でなく, かつ素数 $p$ に

ついて一 p が $4N$ を法として平方数に合同なら, $E$ の $(-p)-twiStE(-_{\mathrm{P})}$ は無
限個の有理点を持つ.

般に楕円曲線 $E$ : $y^{2}=x^{3}+ax^{2}+bx+c$ の n-twist $E^{(n)}$ は $ny^{2}=$

$x^{3}+ax^{2}+bx+c$ で与えられ, これは $\mathbb{Q}(\sqrt{t\mathrm{t}})$ 上 $E^{i}$ と同型である. $E_{p,\frac{2\pi}{3}}$ は
$E_{1}^{(-p)} \dagger,\frac{\pi}{3}$ と, $E_{p,\frac{\pi}{3}}^{\mathrm{i}}$ は $E_{1,\frac{2\pi \mathrm{p}}{3}}^{\mathrm{a}}(-)$ とそれぞれ $\mathbb{Q}$ 上同型となっていることに注意する. $\mathbb{Q}$

上同型な楕円曲線の全体を同–視すると, Ep摩は $E_{1,\frac{\pi}{3}}$ の, $E_{\mathrm{P}_{\mathrm{c}}^{\underline{\pi}}},$, は $E_{1,\frac{2\pi}{3}}$ のそ
れぞれ $(-p)-\mathrm{t}\mathrm{w}\mathrm{i}_{\mathrm{S}\mathrm{t}}$ となっている.

3 Modular parametrizations
楕円曲線 $E_{1,\frac{\pi}{3}}$ と $E_{1,\frac{2\pi}{3}}$ はそれぞれ conductor 24, 48であるから, $X_{0}(24)$ ,
$X_{0}(48)$ からの被覆写像 (modular parametrization) の存在がうかがえる. この

章ではこの二つの楕円曲線についてそれぞれ lnodular parametrization を具体
的に構成する. これらの写像 $\varphi$ を用いて楕円曲線の evenness 性と $\varphi(0)$ の位
数を確認することができた.

Proposition 3.1 $X_{\mathit{0}}(24)$ と $E_{1,\frac{\pi}{3}}$ の定義方程式をそれぞれ $Y^{2}=X^{4}-22X^{2}-$

$48X-23,$ $y^{2}=x(x-1)(x+3)$ とした時 $X_{\mathit{0}}(24)$ から $E_{1,\frac{\pi}{3}}$ への被覆写像
$\varphi((x, Y))=(x, y)$ が次のように与えられる

$X^{2}-5+Y$
$x$ $=$

2 ’

$X^{3}-11X-12+X1\nearrow$
$y$ $=$

2

さらに $\varphi(i\infty)=\mathcal{O},$ $(\rho(0)=(3,6)$ は $E_{1_{3}},(\mathbb{Q})$ 内の 2倍点ではない.
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同様に $X_{0}(48)$ と $E_{1,\frac{2\pi}{3}}$ の定義方程式をそれぞれ $Y^{2}=X^{8}+14X^{4}+1_{f}$

$y^{2}=x(x+1)(x-3)$ とした時 $x_{\mathit{0}}(48)$ から $E_{1,\frac{2\pi}{\mathrm{q}}}^{4}$. への被覆写豫
$\varphi((x, ]^{\nearrow}))=$

$(x, y)$ が次のように与えられる.

$x$ $=$ $\frac{X^{4}+1-Y}{2X^{2}}$ ,

$y$ $=$ $\frac{(X-1)(x+1)(x^{4}+1-Y)}{2X^{3}}$ .

さらに $\varphi(i\infty)=\mathcal{O},$ $\varphi(0)=(3,0)$ は $E_{1,\frac{2\pi}{3}}(\mathbb{Q})$ 内の 2倍点ではない.

Proof. 次のように Yamamoto の方法 ([5]) を用いると楕円曲線 $E_{1,\frac{\pi}{3}},$ $E_{1,\frac{2\pi}{3}}$ の

それぞれの座標 $x,$ $y$ を modular funciton として $i\infty$ でフーリエ展開すること
ができる. canonical system, canonical pararneter 等の用語については [5] の
参照をお願いしたい. まず, $E_{1,\frac{\pi}{3}},$ $E_{1,\frac{2\pi}{3}}$ それぞれに $\mathbb{Q}$ 上同型な minimal model
の canonical systein を求める. 実際、 miniinal model $v^{2}=u^{3}-u-24u+4$ に

よって定義される楕円曲線は $E_{1,\frac{\pi}{3}}(y^{2}=x(x+1)(x-3))$ に $\mathbb{Q}$ 上同型であっ

て次のような canonical systein を持つ :

$u$ $=$ $\frac{1}{q^{2}}+1+2q^{2}+q^{6}-2q-2q+21418+q^{22}4q^{2}+36q30_{-}\ldots$ ,

$v$ $=$ $\frac{1}{q^{i3}}+\frac{1}{q}+q+3q+q+3\mathrm{s}2q+q-792q^{11}-q^{13}-\iota r_{)}q^{1}-5\ldots$

ここで $q$ は canonical parameter である. $q=exp(2\pi i_{Z})$ とおく. , 同型写像と
して $x=u-1,$ $y=v$ で定義されるものを考える. 座標 $x,$ $y$ を $X_{0}(24)$ 上の

lnodular function と見なせて $i\infty$ における次のようなフーリエ展開を得る ;

$x$ $=$ $\frac{1}{q^{2}}+2q^{2}+q^{6}-2q-2q+14182q^{22}+4q^{2}+36q30_{-}\ldots$ ,

$y$ $=$ $\frac{1}{q\backslash }.,$ $+ \frac{1}{q}+q+3q+q^{\mathrm{s}}3+2q+q-92q711-q-135q-15:$ . . .

同様に, $E_{1,\frac{2\pi}{\mathrm{c}3}}$ の場合には, 座標 $x,$ $y$ を $x_{0}(48)$ 上の lnodular function と

見なせ $i\infty$ における次のようなフーリエ展開を得る ;

$x$ $=$ $\frac{1}{(\mathit{1}^{2}}+2q^{2}+q^{6}-2q-214182q+q+422q+326q30_{-}\ldots$ ,

$y$ $=$ $\frac{1}{q^{3}}-\frac{1}{q}+q-3q+q^{5}-23\overline{\prime}+qq+2911-q^{1}+5qq^{15}+3\ldots$ .
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また, $X_{0}(24),$ $d\mathrm{Y}_{0}(48)$ のそれぞれの座標 $X,$ $\iota\nearrow$ を $i\infty$ でフーリエ展開する
ことはその構成から容易に実行できる (Hibino, [3]). 実際に $d\mathrm{Y}_{0}(24)$ の場合に
は, それらの関数としての展開は

$X$ $=$ $\frac{1}{q}+4q+6q^{2}+11q^{3}+18q^{4}+28q^{5}+42q^{6}+62q^{7}+\cdots$ ,

$Y$ $=$ $\frac{1}{q^{2}}-3+12q-34q-284q^{3}-180q^{4}-360q^{5}-683q^{6}$ – ,

$X_{0}(48)$ の場合には,

$X$ $=$ $\frac{1}{q}-q^{3}+2q^{7}-2q^{1}+3115-q4q+51923-q7q^{27}+\cdots$ ,

$Y$ $=$ $- \frac{1}{q^{4}}-3+10q^{4}-36q^{8}+83q^{1\mathrm{z}_{-1}}80q^{16}-360q^{20}-\cdots$ .

したがって, 各々の展開を考察することによって, $x,$ $y$ を $x,$ $\iota\nearrow$ で表し, Propo-
sition 3.1の被覆写像を得ることができる.
さらに, $X_{0}(24),$ $x_{0}(48)$ を上のような定義方程式で表した時に Atkin-Lehner

involution の作用, cusp の座標などは [3] において具体的に既に得られてい
る. $W_{N}$ から誘導される $\mathbb{Q}(X_{0}(N))$ の自己同型焦心を $W_{N}^{*}$ とする, ただし,

$\mathbb{Q}(X_{\mathrm{o}(\mathit{1}}\mathrm{v}))$ は $\mathbb{Q}$ 上定義される $X_{0}(N)$ の関数体である. $x_{\mathit{0}}(24)$ の場合には,
$W_{24}^{*}$ の $X,$ $Y$ への作用は $\mathrm{w}r_{2^{*}4}x=X,$ $|/V_{2^{*}}Y4=-Y$ である. よって, $x,$ $y$ への

作用は次のようになる ;

$\nu V_{24}^{*}X$ $=$ $\frac{X^{2}-5-Y}{2}=3+12q+\cdots$ ,

$\nu \mathrm{I}_{2^{*}}^{r}/y4$ $=$ $.. \frac{X^{3}-11X-12-X]’}{2}.\cdot=6+36q+\cdots$ .

これらの作用から, 次が従う ;

$\varphi(0)$ $=$ $(x(\mathrm{O}), y(\mathrm{O}))=(x(\mathrm{M}\gamma_{24}(i\infty)), y(|/V_{24}(i\infty)))$

$=$ $(|/|\nearrow_{2}^{*}(4^{X})i\infty, \nu V_{24}^{*}.y(i\infty))=(3,6)$ .

容易にこの点 $(3, 6)$ が $2E_{1,\frac{\pi}{\gamma}(}^{4}.\mathbb{Q}$ ) に属さないこと, すなわち, $E_{1,\frac{\pi}{3}}$ 上の 2倍点
ではないことが確かめられる.
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同様に, $z\mathrm{Y}_{0}(48)$ の場合には $|/V_{4^{*}8}X=(X+1)/(X-\iota),$ $\mathrm{I}/V_{48}^{*}Y=4Y/(x-1)^{4}$

である. したがって, $x,$ $y$ への作用は

$|/\mathfrak{s},\gamma X4^{*}8$ $=$ $\frac{X^{4}+6x^{2}+1-2Y}{(X-1)^{2}(X+1)^{2}}.\cdot=3+12q^{2}+\cdots$ ,

$|/|^{r_{48}}\prime y*$ $=$ $\frac{4X(X4+6x2+1-.21\nearrow)}{(X-1)\backslash 3(X+1)\backslash }.,=12q+60_{q^{3}}+\cdots$ .

それゆえに, $\varphi(0)=(x(0), y(0))=(x(\nu V48(\prime i\infty)), y(|/V_{48}(i\infty)))=(W_{4}^{*}x8(i\infty)$ ,
$|/V_{4^{*}}\mathcal{U}(8i\infty))=(3,0)$ であり, $(3, 0)$ は $E_{1,\frac{2\pi}{3}}^{\mathrm{i}}$ の 2倍点でないことも直ちに解る.
口

$P,roof\cdot$ of theo$r^{\mathrm{Y}}e_{y}m1.2$ . Proposition 3.1により, 楕円曲線 $E_{1,\frac{\pi}{3}},$ $E_{1,\frac{2\pi}{3}}$ は The-
orem 2.1の関連する条件をみたす. -方, $N=24,48$ のとき, 素数 $P$ について

$-p$ が $4N$ を法として平方数に合同であることは $p\equiv 23(1\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{d}24)$ であること

と同値になる. したがって, $p\equiv 23(\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{d}24)$ ならば $E_{1,\frac{\pi}{3}},$ $E_{1,\frac{2\pi}{3}}$ は Birch の定
理の条件をみたすことが確かめられ, その $(-p)- \mathrm{t}\mathrm{W}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}E_{P^{\frac{2\pi}{3}}},’ E_{p,\frac{\pi}{3}}^{i}$ , それぞれが
無限位数の $\mathbb{Q}-$ 有理点を持つことが解る. 口

Example 3.1 23は $2\pi/3-$合同数である. 実際 23 $\sqrt{3}$ は $\frac{14}{5},$ $\frac{230}{7}$ , そして $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

を 3辺の長さとして持つ $2\pi/3-$有理三角形の面積となっている.
同様に $2039\sqrt{3}$‘は $. \cdot\frac{89133\subset_{31107}\mathrm{J}8695\overline{/}\backslash 34\overline{/}3198}{\overline{/}0_{\backslash }31144i;2715601\mathrm{s}\mathrm{o}01179}r.\frac{2867300\circ \mathrm{s}\backslash 6\{^{\neg}\supset 14222\mathfrak{c}\mathrm{J}1\overline{\prime}480\overline{\prime}962}{445669c)\mathrm{s}55\mathrm{c}39_{\backslash }34786736599}.$ , そして

$..,.. \frac{203619325887\overline{J}906366441\mathrm{s}29848343\tau 26435_{\backslash }356\overline{}\overline{/}91\backslash 202}{\backslash ’ 1_{\backslash \backslash }35676\overline{/}0_{\backslash }’\backslash 3106103474434490264672c_{)}06\mathrm{s}47}..\cdots$

,
を 3辺の長さとして持つ $2\pi/3-$有理

三角形の面積となっている.
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