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1 起の段

今回の研究集会で筆者が報告した結果 [18] についての研究は 1999年内に行われたもの
だったが基本的な着想に至る経緯を説明するためには, 少し時間を遡って話を始めるのが
よいのではないかと思う。

Hurwitz $- \mathrm{b}^{\backslash }$一渡関数 $\zeta(s, \alpha)$ は, $\Re s>1$ で絶対収束する級数 $\Sigma_{n=0}^{\infty}(\alpha+n)^{-S}$ を複素全平面

へ解析接続したものであるが, この関数から初項を取り除いたものを $\zeta_{1}(s, \alpha)=\zeta(S, \alpha)-\alpha^{-}S$

と書くことにする。 但し $\alpha$ は正実数である。 この関数の $\alpha$ に関する二乗平均

$\int_{0}^{1}|\zeta_{1}(S, \alpha)|^{2}d\alpha$ (1)

の漸近的挙動について, 筆者は桂田昌紀氏といくつかの共著論文を書いたが, このテーマに
関する氏との共同研究の最も本質的な部分が進められたのは, 1992年の秋から 1994年の
春にかけてであった。その経緯はかなり詳しく [16] に述べたのでここでは繰り返さないが,

その共同研究は 1994年春には–段落し, その年の夏には, 共同研究の内容と関係はあるも
ののそれぞれ異なる独自のテーマへと, 筆者も桂田氏も向かいつつあった。この二つの異
なる流れが後に融合して今回の結果が得られたわけだから, この時期が話の出発点として
は適当であろう。
筆者が Barnes の二重ゼータ関数についての最初の着想を得たのは, もう少し遡って, 1994
年 2月のことだった。この頃は桂田氏との共同研究が急を告げている時期だったわけだが,
その共同研究における (1) の扱いの基礎は,

$\zeta(u, \alpha)\zeta(v, \alpha)$ $=$ $( \sum_{m=n}+\sum_{m<n}+\sum_{>mn}\mathrm{I}(\alpha+m)^{-}u(\alpha+n)^{-v}$

$=$ $\zeta(u+v, \alpha)+f(u, v;\alpha)+f(v, u;\alpha)$ (2)

なる分解 (Atkinson の分割) にある。 ここに

$f(u, v; \alpha)=\sum_{m=0}^{\infty}(\alpha+m)^{-}u\sum_{n=1}\infty(\alpha+m+n)-v$ (3)

であり, この関数 $f(u, v;\alpha)$ の扱いが研究の実質的な中心部分であった。さて 1994年 2月

のある日, 筆者は大学の研究室で荒川恒男氏の論文 [4] をなんとなく眺めていて, その論文
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の第–ページに出ている Barnes 二重ゼータ関数の定義式

$\zeta_{2}(v;\alpha, w)=\sum m\infty=0\sum_{n=0}(\alpha+m+nw)^{-v}\infty$ (4)

($\alpha>0,$ $w>0$ ; 但し上の表記は荒川氏の notation とは少し違う) が, どことなく (3) の
$f(u, v;\alpha)$ の定義式と似ていることに気がついた。そうするとすぐに,

$\tilde{\zeta}_{2}(u, v;\alpha, w)=\sum^{\infty}(m=0\alpha+m)^{-}u\sum_{n=0}(\alpha+m+nw)^{-v}\infty$ (5)

とおけば, これが (3) と (4) を共に含む–般化になっていることに思い至った。 そうなれ
ば, 桂田氏との共同研究で開発した $f(u, v;\alpha)$ の扱いを, そのままこの $\tilde{\zeta}_{2}(u, v;\alpha, w)$ の場合
に–般化してやれば, 最後に $u=0$ と特殊化することで Barnes 二重ゼータについての情
報が得られるのではないか, と考えるのは自然な発想であろう。
しかしその時点では, 桂田氏との共同研究も完成していなかったし, またそもそも, Barnes

二重ゼータについては殆んどなにも知らなかった。Barnes の原論文に目を通したりしてい
るうちに夏になり, 上述の着想をとにかく実行してみたところ, $\zeta_{2}(v;\alpha, w)$ の $w$ に関する
($warrow\infty$ の時の) 漸近展開と, またその Corollary として二重ガンマ関数の漸近展開などが
得られた。7月には村田玲音氏にお願いして, 明学での私的なセミナーの場を用意してもら
い, 得られた結果について check も兼ねて江上繁樹氏と桂田氏に聞いてもらった。この時
に江上氏は既に, 次の二つの重要なコメントを述べられた:

(E1) 二変数にしなければならない本質的な理由がわからない。最終的な対象の $\zeta_{2}(v,\cdot\alpha, w)$

は–変数なのだから, -変数のままでできる証明があるのではないか?

(E2) -方, $\tilde{\zeta}_{2}(u, v;\alpha, w)$ を更に–般にして

$\sum_{m}\sum_{n}(\alpha+m+nw1)-u(\beta+m+nw_{2})-v$ (6)

とおき, とくに $u=v$ とすると新谷卓郎氏の導入した二重ゼータになる。この観点からは,
(5) は Shintani ゼータが degenerate したものと見なすことができ, それ自身面白い対象な
のかもしれない。本来の Shintani ゼータ (6) に対して漸近展開を出すことはできないか?

しかしこの段階では, これらのコメントに肯定的に答えることはできなかった。この時の
漸近展開の証明の基礎にあるのは, $\tilde{\zeta}_{2}(u, v;\alpha, w)$ の contour integral による積分表示であっ
たのだが, 議論の途中で, $u=0$ を含まない領域への解析接続が必要となる。従ってこの方
法では, $u$ を導入せざるを得ないのである $0$ また (6) の contour integral による表示もで
きそうにもなかった。そういうわけで江上氏のコメントはしばし放置されてしまうことに
なる。

この段階では解決できなかった問題をもう –つ述べておこう。それは Eisenstein 級数

$G_{v}(w)= \sum_{m}\sum_{n}(m+nw)^{-v}$ (7)
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の漸近展開である。但しここに $w$ は複素上半平面 $\mathrm{H}$ の元であり, 和は $m=n=0$ を除く
すべての整数にわたる。 この定義式 (7) と Barnes 二重ゼータ (4) との類似性は明白なの
で, (7) についてもその $w$ に関する漸近展開を出せないかと問うのは全く自然である。実
際筆者も研究の初期にその可能性を検討したし, 後日 (1996年 12月) アメリカでこのテー
マで講演した時にも聴衆の–人からそうした質問が出た。筆者の論文 [17] では簡単のため
に $w$ は正の実数としているが, 実は $\Re w>0$ なる任意の複素数 $w$ について全く同じ論法
が通用することがすぐわかるので, $G_{v}(w)$ についても, $\Re w>0$ であれば結果が出せないか

と考えたくなる。 しかし, 問題点は (7) の和が正負の整数にわたる点にある。この和のう
ち, $m$ と $n$ のどちらか–方が $0$ であるような項は Riemann ゼータ関数 $\zeta(s)$ に帰するので
それらは除外すると, 残りは

$\sum_{m=1n}^{\infty}\sum_{=1}\infty(m+nw)^{-v}+\sum_{m=1n}\sum_{=1}\infty\infty(m-nw)^{-v}$

$+ \sum_{m=1}^{\infty}\sum_{n=1}\infty(-(m-nw))-v+\sum_{=m1}^{\infty}\sum_{1n=}\infty(-(m+nw))^{-v}$ (8)

と分けられるが, このうち第–と第四の和は $\Re w>0$ であれば [17] の方法で漸近展開が出
せるが, 第二と第三の和については, $\Re(-w)<0$ となるため, 扱えなくなってしまう。この

障壁を, contour integral の方法では越えられそうもなく, 筆者はこの時はこの問題をこれ
以上は追求しなかった。

さて, 筆者がこのように Barnes 二重ゼータの研究に没頭していた 1994年の夏に, 桂田
氏の方では, 後に彼の多くの研究を産み出す原点となった, Mellin-Barnes 積分をゼータ関
数の理論に応用する最初の着想を展開しつつあった。もともと, (1) についての研究の前に,
Dirichlet の $L$ 関数の二乗平均値 $\Sigma_{\chi}|L(s, \chi)|2$ についての, 同様の contour integral を用い
た, 桂田氏と筆者による共同研究があったわけだが, 桂田氏はその研究に立ち返って再考し
たのである。 そして, 積分表示として contour integral ではな $\langle$ Mellin-Barnes 積分を用
いることで, より明快で簡単な別証明が得られることを発見した。
桂田氏の仕事と筆者の仕事は, どちらも 1994年秋の数理研での研究集会で公表された。
論文としての出版はどちらも 1998年まで待たされることになる ([12], [17]). なお筆者の
[17] には少々, 不正確な記述がある。これについては [19] を参照していただきたい。
桂田氏はその後, Hurwitz ゼータの二乗平均 (1) についての結果も Mellin-Barnes 積分を
用いて簡明な別証明ができることを示した。彼はこの結果についてバルセロナで開かれた
Journ\’ees Arithm\’etiques で報告し, その報告集に詳細を公表している $([11])_{0}$ 続いて桂田氏

は, 筆者の [17] に示唆されて, Barnes 二重ゼータの別の–般化として

$\sum_{m=0}^{\infty}\sum_{n=0}^{\infty}(\alpha+m)^{-}u(\alpha+\beta+m+n)^{-v}$ (9)

の形の級数を (実際には更に–般に指数因子つきのものを) 導入した。 1996年春の数理研
での国際研究集会における桂田氏の講演の主定理は Lerch ゼータ関数のある種の漸近展開
公式であったが, 氏はその応用の–つとして, 絶対収束領域 $\Re u>1,$ $\Re v>1$ における (9)
の挙動を考察した。そして $\alpha$ もしくは $\beta$ に関するある種の漸近展開を示した。その証明
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はやはり Mellin-Barnes 積分に基づくものであり, 二重ゼータ関数に Mellin-Barnes 積分の
手法を適用したおそらく最初の研究であるが, 論文としては現在のところ速報 [13] しか公
表されていない。
筆者は, 論文 [17] の原稿を 1995年の春には完成して投稿したのだが, その後はしばらく

別の研究テーマ (Universality とか, Rankin-Selberg series とか) を追った o Hurwitz $*^{\backslash }$一タ

の二乗平均について Mellin-Barnes の手法が有効であることが上述のように桂田氏によっ
て示された以上, その単純な–般化である [17] の議論も Mellin-Barnes の方法で書き直せ
ることは容易に想像できた。 しかしそれは桂田氏の論文 [11] の殆んど自明な–般化でしか
ないだろうし, 得られる結果も単に [17] の結果の別証明だけだろうなあ, と思うとその計
算を実行する気にはなかなかなれなかった。そうこうするうちに 1998年を迎え, 状況が変
化するきっかけとなる二つの出来事がおこった。 -つは [17] がようやく出版されたことで
あるが, もう –つは江上氏による, 多重ゼータ関数についての集中講義が新潟大学で行われ
たことであった。

2 承の段

江上氏のこの集中講義は, 秋山茂樹氏の招きで 1998年 11月遅行われたものである。筆
者は谷川好男氏と共にこの講義に出席した。また秋山氏の学生の石川秀明氏も参加してい
て, 今から思えば 1999年以降の多重ゼータ関数の理論の新展開に関与する殆んどすべての
日本人が–堂に会していたことになる。初冬の日本海は果てることなく暗い波を浜にたた
きつけていた。荒れる海を見つめながら石川氏は筆者の傍らで,「これが, 新潟です。」 と半
ば独り言のようにつぶやいた。
江上氏の講義は, Barnes, Shintani, Zagier らの導入した種々の多重国一 $p$ 関数について,

包括的な観点から論じ, 更に Dedekind 和やゼータ関数の二乗平均への応用にまで及ぶも
のであった。 この集中講義の講義ノート [7] は, 解析数論 $\mathrm{H}\mathrm{P}$ で見ることができる。

Barnes が彼の二重ゼータ関数 (4) を導入したのは 20世紀初頭であるが, 彼の本来の目
的は二重ガンマ関数の理論を整備することにあった。続いて Barnes は多重ガンマ関数の
理論へ進み, そのために必要な道具として, (4) の–般化である彼の多重ゼータ関数

$\sum_{m_{1}=0\Gamma}^{\infty}\cdots\sum_{m}\infty=0(\alpha+m1w1+m_{2}w2+\cdots+m_{rr}w)-v$ (10)

を (任意の自然数 $r$ に対して) 定義した。但し $\alpha>0$ であり, また $w_{j}$ たちはある種の条件
を満たす複素数であるが, 例えば $w_{j}>0(1\leq i\leq r)$ ならばよい。そして Barnes はこの
関数の全 $v$ 平面への解析接続を含めて, 多くの基本的性質を証明したのである。

Barnes 自身は解析学者であって, 数論への応用という観点はおそらくあまり意識してい
なかったと思われる。Hardy と Littlewood がある種の Dirichlet 級数の研究に二重 \epsilon ‘- タ

を利用したこともあるが, 数論における多重 $*$一州関数の理論の重要性を明らかにしたの
は, 70年代の新谷氏の–連の仕事である。総実代数体の Hecke の $L$ 関数を, 彼自身が定義
した新しい多重ゼータ関数 (Shintani の多重ゼータ) の–次結合で表示し, これをもとに $L$

関数の特殊値を Barnes の多重ガンマ関数で書き表し, 実二次早上の類体が二重ガンマ関数
の特殊値の積で生成されるであろうという予想を提出した新谷氏のこの業績はあまりにも
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有名であるが, これが–つのきっかけとなって, 多重ゼータや多重ガンマはそれ以来, 数論
の論文にしばしば登場するようになった。特に日本では, 黒川信重氏, 藤井昭雄氏, 荒川恒

男氏, 片山孝次氏, 大槻真氏, 石橋睦氏, そして江上品など多くの人々の寄与がある。最近
では金光滋氏らの級数論的な方向からの研究もある。
他方 1994年, Zagier [22] は多変数の級数

$\tilde{\zeta}_{r}(v_{1,\ldots,r}v)=1\leq m1<m_{2}<\cdot<r\sum_{m}..m_{1}-v_{1}m_{2}-v2\ldots m_{r}-v_{r}$
(11)

について論じた。 この和は二変数の場合, 既に Euler 以来考察されていることから, Euler-
Zagier sum などと呼ばれる。Zagier はこの級数の解析接続などにはあまり関心がなく, もっ
ぱら $v_{j}$ たちが自然数 $(\geq 2)$ の時の特殊値の性質に考察を絞っている。それはこの特殊値

(多重ゼータ値) が, 数学の多くの分野と結びつく興味深い対象だと考えられるからである。
(例えば金子昌信氏の論説 [10] が良いガイドになる。)
しかし江上氏の集中講義の中では, Euler-Zagier sum (11) の解析接続が問題とされた。

この講義が行われた時点では, 荒川氏と金子氏による, 変数 $v_{r}$ のみの–変数関数とみなし
た時の接続 [5] が唯–の既知の結果であり, 一般の解析接続は未解決だったのである。但し
$r=2$ の場合だけは, 1949年忌 Atkinson の論文 [6] の中で既に接続が示されている。この

時, (11) は (3) の $\alpha=1$ の場合に帰するが, Atkinson は Riemann ゼータ関数の二乗平均
値の研究の中でこの和に遭遇し, Poisson の和公式を用いて解析接続を証明している。
江上氏の講義が直接の刺激となって, その直後に江上氏と秋山氏, 谷川氏による共同研究

が行われ, $\tilde{\zeta}_{r}(v_{1}, \ldots, v_{r})$ の $r$ 変数関数としての解析接続が, Euler-Maclaurin の公式を使っ
て証明された ([1])。実は同じ頃, Zhao [23] も全く異なる方法で解析接続の証明を得てい
た。 また荒川氏によれば, 荒川・金子の方法 [5] を深めることによっても, $r$ 変数の解析接

続が示せるとのことである。こうして突然, 種々のルートで解析接続が示され, 多変数有理
型関数としての $\tilde{\zeta}_{r}(v_{1}, \ldots, v_{r})$ を研究する基礎が確立されたのである。事実, 引き続いて秋
山氏と谷川氏は, $(_{r}(v_{1}, \ldots, v_{r})\sim$ の負の整数点についての詳細な研究 [3] を行った。また秋山

氏は石川氏と共に, (11) に $r$ 個の Dirichlet 指標を付けた多重 $L$ 関数を考え, その解析接続
を示した ([2])。そのために彼らは, まず多重 $L$ 関数を多重 Hurwitz ゼータ関数

$\sum_{m_{1}=1}^{\infty}\cdots\sum_{r}(\alpha 1+m1)-v_{1}(\alpha 2+mm=\infty 11+m2)^{-v2}$

$\cross\cdots\cross(\alpha_{r}+m_{1}+m_{2}+\cdots+m_{r})-v_{r}$ (12)

(但し $1\leq i\leq r$ に対し $0\leq\alpha_{j}<1$ ) の–次結合で書き表し, 次いで [1] の方法を拡張し
て (12) の解析接続を証明した。石川氏は更にこの結果を, ある種の多重指標和の評価に応
用している。これについては本講究録中の氏の論説 [91に解説されている。なお (12) で

$r=2$ の時だけは, 既に桂田氏と筆者による Hurwitz ゼータについての共著論文 [15] の中

で, contour integral の手法によって解析接続が示されていることを付記しておこう。

筆者は 1999年 5月に, [17] の結果の Mellin-Barnes 積分による別証明という, 放置して
いたテーマを実行し始めた。なかなか実行する気になれなかった, と前節には書いたが, し

かしまあ, 時間がとれたらいっかやってみよう, とも思っていたのである。それは–つには,
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Mellin-Blnes の方法を自分で使ってみたことはそれまでなかったので, 最低限その手法を
身につける演習問題としての意味はあるだろうと思ったからであるが, 実はもうーっ, 単な
る別証明以上に得るものがあるかもしれないという期待もあったのである。その事情を説
明しよう。

Mellin-Barnes 積分の方法の出発点となるのは,

$\Gamma(z)(1+\eta)^{-z}=\frac{1}{2\pi i}\int_{(c)}\mathrm{r}(\mathcal{Z}+s)\Gamma(-s)\eta sdS$ (13)

なる古典的な積分公式である。ここに $z$ と $\eta$ は複素数で, $\Re z>0,$ $|\arg\eta|<\pi,$ $\eta\neq 0$ , そし
て積分路は $c-i\infty$ から $c+i\infty$ への垂直な直線を表すとする。 この (13) において $z=v$ ,
$\eta=nw/(\alpha+m)$ とおき, 両辺を $\Gamma(v)(\alpha+m)^{-u-v}$ で割ると,

$( \alpha+m)^{-}u(\alpha+m+nw)^{-v}=\frac{1}{2\pi i}\int_{C)}(\frac{\Gamma(v+S)\Gamma(-S)}{\Gamma(v)}(\alpha+m)-u-v-s(nw)^{s_{d_{S}}}$ (14)

を得る。今 $\Re u>1,$ $\Re v>1$ , そして $-\Re v<c<-1$ と仮定すれば, 上式の $m,$ $n$ について

の和をとることができて,

$\tilde{\zeta}_{2}(u, v;\alpha, w)=\zeta(u+v, \alpha)$

$+ \frac{1}{2\pi i}\int_{()}c\frac{\Gamma(v+s)\Gamma(-S)}{\Gamma(v)}\zeta(u+v+s, \alpha)\zeta(-s)w^{s}ds$ (15)

となる。 この右辺の被積分関数の, 積分路より左側にある極は $s=1-u-v$ と $s=-v-n$
(但し $n=0,1,2,$ $\ldots$ ) である。そこで積分路を左に shift すると, これらの極からの留数が
$w$ について降べきにならび, shift された積分項の収束する領域が広がって, 漸近展開と解
析接続が同時に得られることになる。これが Mellin-Barnes の方法による [17] の主結果の
別証明のアウトラインである。

. おおよそこういう筋で別証明が得られるであろうことは, 計算を始める前から予想がつ
いていたことである。 ところが, (15) の右辺の被積分関数は, 当初の積分路の右側にも,
$s=-1,0,1,2,$ $\ldots$ の位置に極を持つ。それでは積分路を右に shift して, これらの留数をカ
ウントすると何を得ることになるのか?
このような状況は, 一般にゼータ関数の Mellin-Barnes 型の積分表示をすると必ず出て
くる。右側への shift が何をもたらすか, ということは桂田氏が早くから問題にしていたこ
とであり, 筆者も彼からこの観点を初めて示唆された。上の (15) の場合には, 右 shift が

$warrow \mathrm{O}$ の時の漸近展開を与える可能性を容易に感じとれる。 もしそうなら, それは contour
integral の方法では捉えられなかった新しいものである。計算を始めるときに筆者が期待
したのはこういうことだったのである。
期待どおりに右 shift によって $warrow \mathrm{O}$ の時の漸近展開が得られることはすぐにわかった。
このあたりで結果を state しておこう。 $N$ を任意の正整数とするとき, $warrow\infty$ の場合には

$\tilde{\zeta}_{2}(u, v;\alpha, w)=\zeta(u+v, \alpha)+\frac{\Gamma(1-u)\mathrm{r}(u+v-1)}{\Gamma(v)}\zeta(u+v-1)w^{1}-u-v$

$+ \sum_{n=0}^{N-}1\zeta(u-n, \alpha)\zeta(v+n)w-v-n+o(|w|^{-\Re N}v-)$ (16)
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が $\Re u<N+1,$ $\Re v>-N+1$ で ( $u$ が正整数でなければ) 成り立つ。 また $warrow \mathrm{O}$ の場合

には

$\tilde{\zeta}_{2}(u, v;\alpha, w)=\zeta(u+v, \alpha)-\frac{1}{1-v}\zeta(u+v-1, \alpha)w^{-1}$

$+ \sum_{n=0}^{N-}1\zeta(u+v+n, \alpha)\zeta(-n)w+nO(|w|N)$ (17)

が $\Re v>-N,$ $\Re(u+v)>1-N$ で成り立つ。特に $u=0$ とおくと Barnes 二重ゼータ関

数の漸近展開を得る。上記のうち (16) は [17] で示されていた式であり, (17) は今回新し

く得られたものである。
しかし, $warrow \mathrm{O}$ の時の展開も得られるということ以上に, 注目すべき事実に筆者はすぐ

に思い至った。式 (13) において, $\eta$ の偏角には $|\arg\eta|<\pi$ という制限しかない。従って

(15) は $|\arg w|<\pi,$ $w\neq 0$ なる任意の複素数について成り立つ。よって漸近展開 (16),

(17) もそのような任意の複素数に対して成立し, 誤差評価は勝手な $\theta_{0}(0<\theta_{0}<\pi)$ に対

して $|\arg w|\leq\theta_{0}$ において–様である。前節で述べた Eisenstein 級数についてのコメント
を想起すれば, このことの重要性は直ちに理解されるであろう。筆者は (16) と (17) から,

Eisenstein 級数 (7) の, $w$ に関する漸近展開を導出できたのである。更にまた, (16) や (17)
から二重ガンマ関数の漸近展開もすぐ出せるので, 新谷氏が [21] で見出した二重ガンマと

Dedekind エータとの関係式により, Dedekind エータの漸近展開も得られる。こうしたこと
に筆者は 5月の末に気づいたのだが その時は興奮して桂田氏に電話して色々と discussion
したものである。Mellin-Barnes の手法が, contour integral の限界を確かに越えるもので

あることに, 筆者は気づき始めていた。この手法でどこまで進むことができるか, 本格的に

検討すべきであることはもはや明らかだった。
7月になって筆者は, 江上氏の当初のコメントのうちの (E2) に対する –つの解答が,

Mellin-Barnes の方法によって得られることに気づいた。 Shintani の二重 $*^{\backslash }$一国関数とし

て, (6) よりも,

$\sum_{m=0}\sum_{n=0}(a+m+(b+n)w1)^{-}u(a+m+(b+n)w_{2})-v$
(18)

の形の方が Mellin-Barnes の枠組みにのせやすいし, もともとの新谷氏の定義 ([20]) にも

合致するのでこちらを考えることにする。但し $a>0,$ $b>0$ , また $w_{1},$ $w_{2}$ もここでは正

の実数とする。 (新谷氏が考えたのは $u=v$ の場合であるが, その後上のような多変数型

の Shintani $*^{\backslash }-F$ も考えられるようになった。cf. Hida $[8]_{\text{。}})$ 対称性から $w_{1}\leq w_{2}$ とし

てかまわないが, 更に $w_{1}=w_{2}$ の時は (18) は Barnes 二重ゼータに帰するので, 以下では

$w_{1}<w_{2}$ と仮定する。すると, (13) から (15) を導いたのと類似の議論を今度は

$\eta=\frac{(b+n)(w2-w_{1})}{a+m+(b+n)w_{1}}$

ととって行うことで, (18) の, 関数 $\tilde{\zeta}_{2}(-S, u+v+s;b, b+aw_{1’ 1}^{-1-1}w)$ を被積分関数に含む,

Mellin-Barnes 型の積分表示を得ることができる。但しここに

$\tilde{\zeta}_{2}(u, v;\alpha, \beta, w)=m\sum_{=0}^{\infty}(\alpha+m)^{-u}\sum_{n=0}^{\infty}(\beta+m+nw)^{-v}$ (19)
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とする。 この (19) は (5) を少々一般化したものであるが, (5) と全く同様に扱えて, 解析接
続や漸近展開を示すことができる。つまり解析的な情報が十分にわかるのである。そこで,
積分路の shift により, (19) の形の量を展開係数に含むような, Shintani ゼータ関数 (18) の
漸近展開が得られることになる。そしてその展開係数に, (16), (17) を少々一般化した (19)
の漸近展開式を代入することもできる。こうして江上氏の (E2) は肯定的に解けたわけで
ある。

実は Mellin-Barnes の方法によれば, 江上氏の問題の (E1) の方も自然に解けてしまう。
この方法では途中で $u=0$ を含まない領域を考える必要はなく, 単に (14), (15) のあたり
の議論を $u=0$ として行えばいいのであって, 本来の Barnes 二重ゼータの漸近展開を出す
だけなら (5) のような–般化を導入しなくてもよくなった。こうして, 前節に述べた三つ
の未解決問題は, Mellin-Barnes 積分の手法によって, すべて肯定的解決をみたわけである。
しかしながら, もし筆者が初めから上記の事実に気づいていたとしたら, (5) の形の–般

化を考えることもなかっただろうから, それを更に–般化した (19) を用いた Shintani 二重
ゼータの積分表示には至らなかったかもしれないし, また次節で述べる方向へと着想が進
むこともなかったような気もする。そうだとすれば, 最初の段階で筆者が contour integral
の方法しか知らなかったことは, むしろ幸運だったのかもしれない。

Shintani 二重*‘- タの漸近展開の具体的な計算はかなり複雑で, 筆者はこの夏, 計算を全
く間違えたり, 無用な回り道をしたりの悪戦苦闘を続けた。秋の声を聞く頃になると, よう
やく状況が整理されてきた。Shintani ゼータの場合, $warrow\infty$ の時と $warrow \mathrm{O}$ の時とでは,
ある意味で状況がかなり異なっていることが判明した。まだ計算の細部は完全とはいえな
かったが, (16), (17) など出来上がっている部分については 10月に入ってから論文の TeX
丘 le の作成も始めた。今回の数理研の研究集会 (1999.1129-123) では研究代表者だった
ので, そのプログラム作成などの作業も進める必要があった。やがて秋も深まり, 11月を
迎えて, TeX 丘 le もかなり仕上がってきた。研究集会の日が近づきつつあった。

3 転の段

前節で述べたように, 1999年に入ってから, Euler-Zagier sum の解析関数としての性質
の研究は大きく進展しつつあった。その立役者の–人である石川氏が, 7月 19日に名大を
訪問し, 多重 $L$ 関数と多重指標和についての彼の最新結果についてセミナーで喋ってくれ
た。 この時には氏は簡単のために主として $r=2$ の場合について話したので, 出てくる二
重 Hurwitz $*^{\backslash }-$ タ ((12) の $r=2$ の場合) は筆者が導入していた (19) の $w=1$ の場合と

本質的に–致しており, 筆者は全く驚いたものである。
しかし筆者は当時, 一般の $r$ 重試 $-$ タ関数の研究に進んでいくつもりはなかった。 もと

もとの contour integral の手法が $r=2$ の場合にしか使えそうもないものだったし, また
江上氏の新潟での集中講義の折りの, $\lceil_{r=2}$ の時だけ, 色々と深い結果が得られている。」
という発言にある意味でミスリードされていたということもあって, $r=2$ の場合だけに

関心が集中していたのである。一般の $r$ 重ゼータについては秋山氏たちに任せて, 自分は
$r=2$ の場合に (できれば–般論の及ばない深い) 結果を出すことに専念しようと, むしろ
はっきりと意識していたことを記憶している。要するに $r\geq 3$ の場合に対しては, 完全に傍
観者としての立場をとっていたのである。だが意識下では, Barnes 二重ゼータの場合にも
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Shintani 二重ゼータの場合にも, -段階簡単なゼータを含む積分表示で書き表せるという
Mellin-Barnes 積分の方法の構造が, 少しずつ筆者の脳裏の深奥部に浸透しつつあったのか
もしれない。

1999年 11月 13日夕刻, 筆者は研究室での仕事を終えて, 大学構内を帰宅の途について
いた。 11月も半ばの日は短く, 構内は既にすっかり夜のとばりにつつまれていた。東山公
園方面へ抜ける門へ続く暗い坂道を上っている時, 全く突然, 天啓のように, (12) のような

形の $r$ 重ゼータが, $r-1$ 重ゼータを被積分関数に含むような Mellin-Barnes 型積分表示を
持つであろう, という着想が閃いた。そうであれば, $r=1$ の時は Hurwitz ゼータでよくわ
かっているわけだから, 任意のに対する $r$ 重科一タの情報が帰納的に得られるであろう
ことは直ちに予想できる。重大なことに気づいたかもしれないと, 直感的に思った。 しか

し記憶を頼りに頭の中でした計算にまだ確信がなかった。家に帰りついてすぐ, 紙の上で
あわただしく計算をやり直してみた。坂道で思いついた計算が正しかったことを確認した
時, ぞくっとする興奮が, 確かに身体を走り抜けた。川田体験である !(川田体験について
は, 講究録 Vo11091所載の川田浩–氏の感動的な文章を参照されたい。)
一般に $\alpha_{j}>0,$ $v_{j},$ $w_{j}$ は複素数 $(1 \leq i\leq r),$ $\Re v_{j}>1$ として

$\tilde{\zeta}_{r}(v_{1}, \ldots, v_{r}; \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{r};w1, \ldots, w_{r})$

$= \sum_{=m_{1}0m}^{\infty}\cdots\sum_{r}^{\infty}=0(\alpha_{1}+m_{1}w1)-v1(\alpha_{2}+m_{1}w1+m_{2}w_{2})^{-v_{2}}$

$\cross\cdots\cross(\alpha_{r}+m1w1+m_{2}w2+\cdots+mrwr)-v_{r}$ (20)

と定義すれば, これが Barnes 多重ゼータ (10) と Euler-Zagier 型の和 (11)(12) を共に特殊
な場合として含む–般化になっており, しかもこの (20) に対して上述の着想が適用できて
解析接続と $w_{j}$ たちに対する漸近展開が得られるであろうことはその日のうちにわかった。
実際には $w_{j}$ たちの偏角や相互関係には多少の条件がつくが, 例えば $w_{j}>0$ に限定すれ

ば何の条件もいらなくなる。そして (20) で $v_{1}=v_{2}=\cdots=vr-1=0$ とおくと Barnes 多
重 $*^{\backslash }-p(10)$ となる。 よって (筆者はまだ詳細を実行していないが) Barnes 多重ゼータ
の漸近展開式も得られるはずである。 しかし研究集会の期日は迫っており, (20) について
の Mellin-Barnes 積分による理論を, 完全に–般的な形でそれまでに展開することは不可
能だった。そこで筆者はひとまず, $w_{1}=w_{2}=\cdots=wr=1$ の場合, 即ち

$\tilde{\zeta}_{r}(v_{1}, \ldots, v_{r}; \alpha_{1}, \ldots, \alpha_{r})$

$= \sum_{=m_{1}0m}^{\infty}\cdots\sum_{r}^{\infty}(\alpha 1+m1)^{-}v1(\alpha 2+m_{1}+m_{2})^{-v2}=0$

$\mathrm{x}\cdots\cross(\alpha_{r}+m_{1}+m_{2}+\cdots+mr)^{-}v_{r}$ (21)

の形の関数に考察を限定することにした。簡明な形で理論を展開するには

$\alpha_{1}<\alpha_{2}<\cdots<\alpha_{r}$ (22)

なる条件が必要だが, これを仮定しても, (21) は秋山・石川の (12) より少しだけ–般であ

る。 ((21) の和は $m_{j}=0$ から始まっていることに注意。) 筆者は (22) の条件の下に, この

(21) が $v_{1},$ $\ldots,$
$v_{r}$ の関数として全 $\mathrm{C}^{r}$ 空間に有理型に解析接続できることを証明した。
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証明の基本的な仕組みは今までと同様である。今度は (13) において $z=v_{r}$ ,

$\eta=\frac{\alpha_{r}-\alpha_{r-1}+.m_{r}}{\alpha_{r-1}+m_{1}+m2++mr-1}.$.

ととることにより, Mellin-Barnes 型積分表示

$\tilde{\zeta}_{r}(v_{1}, \ldots, v_{r};\alpha_{1}, \ldots, \alpha r)$

$= \frac{1}{2\pi i}\int_{(c})\frac{\Gamma(v_{r}+s)\mathrm{r}(-\mathit{8})}{\Gamma(v_{r})}\zeta(-S, \alpha_{r}-\alpha_{r-1})$

$\cross\tilde{\zeta}_{r-1}(v_{1,\ldots,r}v-2, vr-1+v_{r}+s;\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{r-1})ds$ (23)

を得る。この式が坂道で得た基本的着想である。あとは積分路を shift してやれば解析接
続ができるわけだが, その shift の際に, 被積分関数に含まれている $r-1$ 重ゼータの order
や特異点の位置といった情報が必要となる。こういう情報も帰納法によって下から順に手
に入れていかねばならないので, 実際の帰納法の手順は少々繁雑になる。 しかしとにかく,
この証明は研究集会直前に完成し, 筆者は研究集会においてこの解析接続の結果まで報告
することができた。
論文 [18] の TeX 丘 le は 12月 10日に打ち上がった。これは現在投稿中であるが, 展開式

(16), (17) や Eisenstein 級数の漸近展開, Shintani ゼータ関数についての結果, そして上述
した $r$ 重*“ $=ff$の解析接続の結果などを, すべて詳しい証明つきで述べてある。
筆者が得た Mellin-Barnes 積分の方法による解析接続は, 多変数多重ゼータ関数の解析接

続に関する第四の証明法であるが, また同時に, shift した後の表示式が特異点の位置や母数
についての情報を explicit に与えていることなど, 更なる研究を進めていく土台としては
なかなか有効な方法なのではないかと思う。実際, 最近江上氏と筆者が進めている Hurwitz
ゼ一内関数の離散高次べき平均値についての共同研究においても, Mellin-Barnes の方法は
効力を発揮している。ここで考えているのは例えば, $q$ , $k$ を自然数として

$\sum_{a=1}^{q}|\zeta(s,$ $\frac{a}{q})|^{2k}$ (24)

の形の和であるが, その研究は結局

$\sum_{a=1}^{q}\tilde{\zeta}r(v_{1},$ $v_{2},$ $.,$ . $,$
$v_{r}; \frac{a}{q},$ $\frac{a}{q}+1,$ $\ldots,$

$\frac{a}{q}+(r-1))$ (25)

なる形の多重ゼータ関数の和に帰着する。そしてこの (25) の $q$ についての漸近展開式は

Mellin-Barnes 積分の方法で既に得られていて, 筆者は先日 (2000年 3月) の山梨大学での
ミニ研究集会においてこの結果を報告した。従って原理的には, 任意の $k$ に対し, (24) の

$q$ についての展開が導出できるはずである。以前に筆者は, 桂田氏と共同で, $k=1$ の場合

の展開だけは得ていた ([14]) が, まさか–般の $k$ に対しても同様の展開を出せる可能性が
あるとは思ってもみなかった。この江上氏との共同研究を通して, 筆者は Mellin-Barnes 積
分の手法の強力さを–段と確信しつつあるように思う。
当面思いつく問題は他にもたくさんある。既述したように (20) の $w_{j}$ に関する漸近展開

は出せるはずで, これは既に少しは計算を進めつつある。秋山石川 [2] の多重 $L$ 関数を

268



Mellin-Barnes の手法で考察するのも意味のあることだろう。桂田氏の [13] の諸結果の多
重化という問題も興味深いと思う。桂田氏と筆者の共同研究による, (1) やその導関数版に
ついての–連の結果もその多くが多重化できるかもしれない。 -方で, 多変数 Shintani 多
重ゼータの Mellin-Barnes による扱いや, 総実代数体の Hecke の $L$ 関数の特殊値の [19] の
意味での漸近展開といった方向も考えられる。
筆者は更に遠大な問題意識もいくつか持っているが, 遠大というのは要するに荘漠とし
た夢物語ということの言い換えに過ぎないのであって, 現段階ではとてもここに書けるよ
うなものではない。

多変数多重四一タ関数の解析関数としての理論は, 今まさに始まったばかりであって, ど

の方向に発展していくのか, 筆者には全く予測がつかない。現在は, 当面できそうなことを
片付けながら, 理論の進むべき道を模索するしかすべがない段階なのだと感じている。そ
ういうわけなので, 本稿には「結の段」は存在しない。
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