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1. はじめに

カイ 2乗確率変数の重み付き和の形をした確率変数 $X= \sum_{i}^{m}=1C_{i}Y_{i}$ の分

布のパーセント点の近似式による数値計算を考える. ここで $\{Y_{i}\}$ は自由度 $d$

のカイ 2乗分布に従う独立な確率変数の列, $\{c_{i}\}$ は $c_{1}>c_{2}>\cdots>c_{m}>0$

を満たす定数の列である. このような形を持つ統計量はきわめて多い. 適

合度検定に用いられる通常のカイ 2乗統計量はもちろんのこと, [H86] にお
いては $-$元配置モデルにおける $c_{i}=a/\{i(i+1)\},$ $m=a-1,$ $d=1$ と

$c_{i}=2a/\{i(i+1)(i+2)(i+3)\},$ $m=a-1,$ $d=1$ の累積カイ 2乗統計

量が議論され (ただし a は処理数), [SWT85]においてはグラフ表現による適
合度検定における $c_{i}=2/\{(4i^{2}-1)\pi\},$ $m=\infty,$ $d=2$ となる統計量が提

案されている. また経験分布関数に基づく適合度検定の統計量では様ざまの形
の統計量が提案されている $([\mathrm{S}\mathrm{t}74])$ . なお [Sr88]では自由度か q であるとき

の分布関数

$\int_{0}^{1}[\frac{(-1)^{(}m+1)/2(e)-x\tan^{2}(\frac{1}{2}\pi S-\frac{x}{c_{m}}-1)}{\sqrt{c_{m}}(\sin(2\frac{1}{2}\pi s)+\cos^{2}(\frac{1}{2}\pi s)/cm)}\prod_{k=}^{m}-1\{1k\mathrm{t}\mathrm{a}C\mathrm{n}^{2(\begin{array}{l}1-\pi s2\end{array})}-1+\frac{c_{k}}{c_{m}}\}^{-1/2}$

$+ \frac{\sqrt{2}}{\pi\sqrt{1-\frac{1}{2}t^{2}}}\sum_{1j=}^{m-1}\frac{(-1)^{(j+)/2}1}{\sqrt{c_{j}c_{j+1}}}$

$\{\frac{e^{-h_{j}(\frac{1}{2}t^{2})}-X1}{h_{j}(\frac{1}{2}t_{\text{ノ})}2}\prod_{j}^{-}\frac{1}{\sqrt{|C_{k}h_{j(\frac{1}{2}t}2)-1|}}+$

$\frac{e^{-h_{j}(1_{-}\frac{1}{2}t)}2x-1}{h_{j}(1-\frac{1}{2}t2)}\prod_{j}^{-}\frac{1}{\sqrt{|c_{k}h_{j}(1-\frac{1}{2}t^{2})-1|}}\}]dt$
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や自由度が偶数の場合の分布関数

Jim
$-i \sum n\lim_{zarrow-1/c_{j}}\frac{d^{d-1}}{d_{\sim}r^{d-1}}(\sim\gamma+\frac{i}{c_{j}})\frac{e^{-itZ}-1}{-it}\Pi_{j=1(1}^{\tau\iota}-ic_{j}t$

) $-d$

$narrow\infty$ $(d-1)!$
$j=1$

が求められているが, 数値計算の面においてかなり複雑な式となっており, そ

れよりパーセント点を表計算ソフトの組み込み関数を用いて求めるようとする
ことは容易でない. ただし $\Pi_{j}^{-}$ は k $=j$ と $j+1$ を除く $k$ での積を表す.

本論では, -元配置モデルにおける累積カイ 2乗馬計量の形に絞り, キュ

ムラントを等置した中心カイ 2乗分布の定数倍の分布で近似し, カイ統計量やカ

イ 2乗馬計量の $\mathrm{C}_{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{n}}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}_{-}\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}$ 展開やカイ 2乗統計量の Wilson-Hilferty
近似を用いて新しい近似式を求める. それを数値計算によって従来の近似式と

比較検討し, 新しい近似式の優位性を示す.

2. 累積カイ 2乗統計量について

元配置のモデル

$y_{ij}=\mu_{i}+\epsilon_{i}j$ , $i=1,$ $\cdots,$
$a\backslash \cdot j’=1,$ $\cdots,$ $r$ $\epsilon_{ij}Ni\underline{.i.}d(\mathrm{o}, \sigma 2)$

で, 水準に自然な順序がある場合, 帰無仮説 $H_{0}$ : $\mu_{1}=\mu_{2}=\cdots=\mu_{a}$ の

対立仮説を

$H_{1}$ : $\mu_{1}\leq\mu_{2}\leq\cdots\leq\mu_{a}$ $(H_{1}’ : \mu_{1}\geq\mu_{2}\geq\cdots\geq\mu_{a})$

や

$H_{2}$ : $\mu_{1}\leq\mu_{2}\leq\cdots\leq\mu_{a}$ Or $\mu_{1}\geq\mu_{2}\geq\cdots\geq\mu_{a}$

と限定することがある. この場合の検定方式で, 実用的かつ比較的検出力の高

いものとして累積カイ 2乗法があげられる [H83]. $\overline{y}_{i}$ . $= \sum_{j}yij/r$ とおいた

とき $a-1$ 個の細分された統計量
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$t_{i}= \frac{1}{i}(\overline{y}1\cdot+\cdots+\overline{y}i\cdot)-\frac{1}{a-i}(’\overline{y}_{i+}1\cdot+\cdots+\overline{y}_{a}.)$

$(i=1,2, \cdots, a-1)$

は Ho の細分

$H_{i0}$ : $\frac{1}{i}(\mu_{1}+\cdots+\mu_{i})=\frac{1}{a-i}(\mu_{i+1}+\cdots+\mu_{a})$

を $H_{1}.(H_{1}’)$ の細分

$H_{i1}$ : $\frac{1}{i}(\mu_{1}+\cdots+\mu_{i})\leq\frac{1}{a-i}(\mu_{i+1}+\cdots+\mu_{a})$

$(H_{i1}^{/} : \frac{1}{i}(\mu_{1}+\cdot.\cdot\cdot+\mu_{i})\geq\frac{1}{a-i}(\mu_{i+1}+\cdot\cdot.\cdot+\mu_{a}))$

に対して検定する統計量といえる.

$V(t_{i})= \frac{a}{i(a-i)}\frac{\sigma^{2}}{r}$

より検定は

$t_{i}^{*}= \frac{\sqrt{\frac{ri(a-i)}{a}}}{\hat{\sigma}}t_{i}$

が非心 t分布 $t(a(r-1), \gamma_{i})$ に従うことを利用する. ただし

$\hat{\sigma}=\frac{\sum\sum(y_{ij}-\overline{y}i\cdot)^{2}}{a(r-i)}$ ,

$\gamma_{i}=\frac{1}{\hat{\sigma}}\sqrt{\frac{ri(a-i)}{a}}(\frac{\mu_{1}+\cdots+\mu_{i}}{i}-\frac{\mu_{i+1}+\cdots+\mu_{a}}{a-i})$

である. ところで $t_{i}$ は互いに独立にならない. そこで提案されている統計量
として

$a-1$

$\sum\frac{ri(a-i)}{a}t_{i}^{2}$

$i=1$
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という 2乗和を考える. ここで $H_{0}$ の下で, $t_{i}$ の適当な直交変換を施すこと

によって独立なカイ 2乗分布の正係数の線形結合

$\chi^{*2}=\frac{a}{1\cdot 2}\chi_{(1)}^{2}+\frac{a}{2\cdot 3}\chi_{(2)}^{2}+\cdots\frac{a}{(a-1)a}\chi_{(-1)}^{2}a$

を含む統—D—II\Leftrightarrow E\niを得る. ここで $\{\chi_{(i)}^{2}\}$ $(i=1, \cdots, a-1)$ は互いに独立な自由度

1のカイ 2乗分布に従う確率変数となることが知られている $([\mathrm{H}86])$ . この分布を
自由度 $\nu$ の中心カイ 2乗分布の定数倍 $c\chi^{2}$ (\nu )で近似することを考える. $c\chi^{2}(\nu)$

の 2次までのキュムラントが $c\nu,$
$2_{C^{2}I\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ であるのに対し, $\chi^{*2}$ の 1次, 2次キュ

ムラントは $\kappa_{1}(\chi^{*2})=a-1,$ $\kappa_{2}(\chi^{*2})=4a^{2}\sum_{i=1}^{a}i^{-2}-2(3a^{2}-2a+1)$

であるので

$\nu=\frac{a-1}{c}$ $c= \frac{2a^{2}\sum^{a}i=1-2(i^{-}3a^{2}-2a+1)}{a-1}$

を得る. よって x。を $\chi^{*}$ の上側 100\alpha パーセント点とすると,

$1-\alpha=P(\chi^{*2}<x_{\alpha})$

$=P(c \chi^{2}(\frac{a-1}{c}\mathrm{I}<x_{\alpha})$

$=P(^{-} \chi^{2}(\frac{a-1}{c})<\frac{x_{\alpha}}{c})$ (2. 1)

となる. これを利用して近似式を導出する.

3. カイ 2乗確率変数の重み付き和の分布のパーセント点の近似式

3.1. カイ統計量を利用した近似式

(2.1) より

$1- \alpha=P(\chi^{2}(\frac{a-1}{c})<\frac{x_{\alpha}}{c})$
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$=P( \frac{\chi^{2}(\frac{a-1}{c})}{\frac{a-1}{c}}<.\frac{x_{\alpha}/c}{(a-1)/C})$

$=P( \frac{C}{a-1}\chi^{2}(\frac{a-1}{C})<\frac{x_{\alpha}}{a-1})$

$=P(\sqrt{\frac{C}{a-1}\chi^{2}(\frac{a-1}{C})}<\sqrt{\frac{x_{\alpha}}{a-1}}.)$

となる. ここで S\nu $:=\sqrt{\chi^{2}(\nu)/\mathcal{U}}$ と定義すると $\sqrt{\frac{c}{a-1}\chi^{2}(\frac{a-1}{c})}=s_{(a-1)/C}$

となる. また $s_{l\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ のモーメントは

$E(S_{\mathrm{I}^{\text{ノ}}})= \sqrt{\frac{U}{2}}\frac{\Gamma(\frac{n\cdot+1}{2})}{\Gamma(\frac{n}{2})}=b_{\nu}$ $V(S_{l\text{ノ}})=1-b_{l^{\text{ノ}}^{}2}$

より $([\mathrm{T}96])$ , 規準化して

1 $-\alpha=P(S_{\frac{a-1}{c}}<\sqrt{\frac{x_{\alpha}}{a-1}}.)$

$=P( \frac{S_{\frac{a-1}{c}}-b_{\frac{a-1}{c}}}{\sqrt{1-b_{\frac{2a-1}{c}}}}<\frac{\sqrt{x_{\alpha}/(a-1)}-b_{\frac{a-1}{c}}}{\sqrt{1-b_{\frac{2a-1}{c}}}})$

となる. よって
$Sa-1-ba-1$

$Y$ $:=\underline{cc}$

$\sqrt{1-b_{\frac{2a-1}{c}}}$

の上側 100\alpha パーセント点についての Cornish-Fisher展開を得るため, $Y$ の

3次, 4次キュムラントを求める.

補題 3.1. $\mathrm{Y}$ の 3次, 4次キュムラントをそれぞれ $\kappa_{3}(Y),$ $\kappa_{4}(Y)$ とする

とき、 次の近似式が成り立つ.

$\kappa_{3}(Y)=-\frac{b_{\frac{a-1}{\mathrm{c}}}}{(1-b_{a}^{2}\underline{-1})^{3/}2}\{2(1-b_{\frac{2a-1}{c}})-\frac{C}{a-1}\}$

$\mathrm{c}$

$4(a+c-1)(1-b_{\frac{2a- 1}{c})2c}-$

$\hslash 4(Y)=$ $-6$
$(a-1)(1-b_{\frac{2a- 1}{\mathrm{c}}})^{2}$
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〈証明の概略〉 $S_{\nu}-b_{\mathcal{U}}$ の 3次, 4次キュムラントはそれぞれ

$\kappa_{3}(S_{\nu}-b_{I\text{ノ}})=E[(S_{\nu}-b_{\nu})^{3}]$

$=E[s_{\nu}^{3}]-3b\nu E^{[]}S_{\nu}^{2}+3b_{\nu}^{2}E[S_{\nu}\mathrm{I}-b^{3}\nu$

$=(1+ \frac{1}{\nu})b_{\nu}-3b_{U}+3b_{\nu}^{2}b_{\nu}-b^{3}\nu$

$=-b_{\nu} \{2(1-b^{2})U-\frac{1}{\nu}\}$

$\kappa_{4}(S_{\mathcal{U}}-b_{U})=E[(S_{\nu}-b_{U})^{4}]-3(E[(S_{U}-b\mathcal{U})2])^{2}$

$=E[s_{\nu}^{4}]-4b_{\nu}E^{[}S_{\nu}^{]}3+6b_{\nu}^{2}E[S_{\nu}^{]4}2-b^{\mathrm{s}}E\nu[S\mathcal{U}]+b_{\nu}^{4}$

$-3(E[s^{2}]\nu-2b\nu E[s_{\mathcal{U}}]+b_{\nu}^{2})^{2}$

$=1+ \frac{2}{\nu}-4(1+\frac{1}{\nu})b_{\nu}^{2}+6b_{\nu}^{2}-4b^{3}b_{\nu}\nu+b_{\nu}^{4}-3^{(1}-2b_{\nu}^{2}+b_{\nu}^{2})^{2}$

$= \frac{2}{\nu}(1-2b_{\iota}2)\text{ノ}+(1-b2)\nu(1+3b_{U}2)-3(1-b2\nu)^{2}$

$=(1-b^{2}) \nu\{4-6(1-b^{2})\nu\}+\frac{4}{\nu}(1-b^{2})\nu-\frac{2}{\nu}$

であり,

$\kappa_{i}(Y)=\frac{1}{(1-b_{\frac{2a-1}{c}\mathrm{I}}i/2}\kappa_{i}(S_{\frac{a-1}{c}}-b_{\frac{a-1}{c})},$
$(i=3,4)$

であることより得られる.

定理 3.1. 累積カイ 2乗統計量が従う分布の上側 $100\alpha$ パーセント

点を $x_{\alpha}$ とするとき、 次が成り立つ.

$x_{\alpha}=(a-1)\lceil c+u_{\alpha}\sqrt{1-b_{\frac{2a-1}{c}}}$
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$+ \frac{1}{6}b_{\frac{a-1}{c}}\{\frac{c}{(a-1)(1-b_{\frac{2a-1}{c}}\mathrm{I}}-2\}(u_{\alpha}2-1^{)}$

$+ \cdot\frac{u_{\alpha}^{3}-3u_{\alpha}}{24\sqrt{1-b_{\frac{2a-1}{c}}}}\{^{4^{(}}a+(a-c-1^{)(}1)(1-b_{\frac{2a- 1\frac{2a- 1}{c}}{c}})^{2^{-2}}1-b)c-6\}$

$- \frac{b_{\frac{2a- 1}{c}}}{36(1-b^{2}\underline{1})^{5}a-/2}.\{2(1-b\frac{2_{-1}\circ}{c})-\frac{c}{a-1}\}2u(23\alpha-5u_{\alpha})12$ (3.1)

$c$

ただし $u_{\alpha}$ は標準正規分布の上側 $100\alpha$ パーセント点である.

〈証明の概略〉 補題 31 と Cornish-Fisher 展開より

$\frac{\sqrt{x_{\alpha}/(a-1^{)}}-b_{\frac{a- 1}{c}}}{\sqrt{1-b_{\frac{2a- 1}{c}}}}=u_{\alpha}+\frac{\kappa_{3}(Y)}{6}(u-2\alpha 1)+\frac{\kappa_{4}(\mathrm{Y})}{24}(u^{3}-\alpha)3u_{\alpha}$

$- \frac{\{\kappa_{3}(\mathrm{Y})\}^{2}}{36}(2u_{\alpha}^{3}-5u_{\alpha})+\cdots$

上式を $x_{\alpha}$について解くと $(3\cdot 1)$ を得る.

3.2. カイ 2乗統計量の Cornish-Fisher展開を利用した近似式

$(2\cdot 1)$ より

$1- \alpha=P(\chi^{2}(\frac{a-1}{C})<\frac{x_{\alpha}}{C})$

$=P( \frac{\chi^{2}(\frac{a-1}{c})-\frac{a-1}{c}}{\sqrt{\frac{2(a^{-1)}}{c}}}<\frac{\underline{x}_{C}\simeq-\frac{a-1}{c}}{\sqrt{\frac{2(a-1)}{c}}})$

を得る. $\chi^{2}(\frac{a-1}{c})$ を規準化することによって得られる統計量を
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$Z= \frac{\chi^{2}(\frac{a-1}{c})-\frac{a-1}{c}}{\sqrt{\frac{2(a-1)}{c}}}$

とおくと, $Z$ の Cornish-Fisher展開を用いて新しい近似式を得る $([_{\mathrm{S}\mathrm{b}8}1])$
。

定理 3.2. 累積カイ 2乗統計量が従う分布の上側 $100\alpha$ パーセント点を $X_{\alpha}$

とするとき、次の近似式が成り立つ.

$x_{\alpha}=c \{\frac{a-1}{C}+u_{\alpha}\sqrt{\underline{2}}$
(a

$C^{-1)}+ \frac{2}{3}(u_{\alpha}^{2}-1^{)}$

$+ \cdot\frac{u_{\alpha}^{3}-7u_{\alpha}}{9}\sqrt{\overline{2}}$

(a
$C-1$

)
$- \frac{c(3u_{\alpha\alpha}^{42}+7u-16^{)}}{4015(a-1^{)}}\}$ $(3\cdot 2)$

3.2. カイ 2乗統計量のWilSOn-Hilferty近似式

$W= \sqrt{\frac{9\nu}{2}}\{(\frac{\chi^{2}(U)}{U})^{\frac{1}{3}}-1+\frac{2}{9\nu}\}$

の正規近似を用いることによって

$\sqrt{\frac{9\nu}{2}}\{(\frac{x_{\alpha}}{C\mathcal{U}})^{\frac{1}{3}}-1+\frac{2}{9\nu}\}.=$. $u_{\alpha}$

を得, $x_{\alpha}$ についてまとめると

$x_{\alpha}.=$. $CU(1- \frac{2}{9\nu}+u_{\alpha}\sqrt{\frac{2}{9\nu}})^{3}$

となる $([\mathrm{S}\mathrm{b}81])$ . よって, 以下の新しい近似式を得る。
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定理 3.3. 累積カイ 2乗統計量が従う分布の上側 $100\alpha$ パーセント点を $x_{\alpha}$

とするとき、次の近似式が成り立つ.

$(3\cdot 3)$

4. 数値計算による比較検討

パーセント点の近似式 (3.1), (3.2), (3.3) について処理数 $a$ が 3\sim 11のとき

の上側 5%点, 10 %点,そして 1%点の値を計算し [Sr88] との数値と比較し
た. その結果を図 4.1) 4.2, 43に示した.
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.E $4\cdot 2$ $\mathrm{X}^{*2}\text{の}\downarrow \mathbb{R}^{1}\mathrm{J}$ lo%,\
$\cdot$ \

$\text{の}$d($\mathrm{L}\xi \mathrm{I}^{-}.\mathrm{k}\backslash \mathfrak{l}f\xi \mathrm{B}\Phi \text{の}\llcorner \mathrm{p}\backslash (1\backslash \mathrm{J}$ R&
$\mathrm{m}\text{の_{}\grave{\iota}}\underline{\mathrm{p}}(1\backslash \lambda \text{式}\xi \text{の}\frac{-}{\frac{-}{\mathrm{n}}}\llcorner \mathrm{o}\mathrm{F}’\backslash \Rightarrow$
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..E4.3 $\chi^{*}2\text{の_{}-}\llcorner ffl|\mathrm{I}^{1}\circ’\backslash \cdot\backslash \epsilon \text{の}1\mathrm{L}\mathrm{g}|\subset_{\mathrm{k}}\backslash [f\xi\Xi\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{の}\grave{\mathrm{J}}\mathrm{E}1\iota\backslash \mathrm{J}\text{式}\$

$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\text{の_{}\grave{\mathrm{l}}}\underline{\hslash}^{(1\mathrm{J}T}}\backslash \overline{\iota}\ \text{の}\overline{\frac{-}{\mathrm{r}}}\mathrm{Y},\cdot\not\equiv\backslash =$
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