
LAGUERRE 展開の調和解析–移植定理をめぐって

斗沢大学工学部 勘甚裕– (Yuichi Kanjin)

ラゲール多項式の作る直交関数系に関する調和解析, とくに移植定理とその応
用としてのマルチプライヤー定理を述べる. まず, 扱う対象をきっちり述べるた
めに少し記号を用意する. 指数 $\alpha>-1$ を持つ次数 $n$ のうゲール多項式 $L_{n}^{\alpha}(x)$ は

$L_{n}^{\alpha}(x)= \frac{e^{x}x^{-\alpha}}{n!}(\frac{d}{dx})^{n}(e^{-x}x^{n})+\alpha$

$= \sum_{k=0}n\frac{(-x)^{k}}{k!}$

で与えられる. これは, 次の直交関係式を満たす :

$\int_{0}^{\infty}L_{m}^{\alpha}(_{X})L_{n}^{\alpha}(X)d_{X}=\delta\frac{\Gamma(n+\alpha+1)}{\Gamma(n+1)}mn$.

これより,

$\mathcal{L}_{n}^{\alpha}(x)=\sqrt{\frac{\Gamma(n+1)}{\Gamma(n+\alpha+1)}}L_{n}^{\alpha}(x)e^{-x/2}X^{\alpha}/2$

と置くと, 関数系 $\{\mathcal{L}_{n}^{\alpha}\}_{n=}^{\infty}0$ は $L^{2}((0, \infty),$ $dX)$ で完備な正規直交系となる. 完備性
の証明には [Szeg\"o, 57] を参照. この直交系に関して, 区間 $(0, \infty)$ 上の関数 $f(x)$

を

(1) $f(x) \sim\sum_{=n0}^{\infty}a^{\alpha}(f)\mathcal{L}^{\alpha}(nnX)$ , $a_{n}^{\alpha}(f)= \int_{0}^{\infty}f(_{X})\mathcal{L}_{n}^{\alpha}(_{X})dx$

と展開する.
注意 H\"older の不等式から

$|a_{n}^{\alpha}(f)|\leq||f||_{p}||c\alpha|n|_{p}’$ , $1/p+1/p’=1$

であり, また

$||\mathcal{L}_{n}^{\alpha}||_{p}’<\infty$ if $\{$

$\alpha\geq 0,1\leq p\leq\infty$ ,

or
$-1<\alpha<0,$ $(1+\alpha/2)^{-1}<p\leq\infty$ ,
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なので, 係数 $a_{n}^{\alpha}(f)$ (は $\alpha\geq 0,1\leq P\leq\infty$ または $-1<\alpha<0,$ $(1+\alpha/2)^{-1}<p\leq\infty$ である

とき有限値として確定する. ここで, $|.|f||_{p}$ は普通の $L^{p}$ ノルム : $||f||_{p}=( \int_{0}^{\infty}|f(x)|pdX)^{1}/p$ .
上のラゲール展開に対して, フーリエ級数で行われている議論を指針にして,

いくつかの定理を考えてみるのが本稿の目的である.
まず, ハイゼンベルグ群の解析から DJugosz によって得られたマルチンキー
ヴィッツ型のマルチプライヤー定理から話を始めたい. 有界な数列 $\lambda=\{\lambda_{n}\}_{n=0}^{\infty}$

と $\alpha$ 次のラゲール展開 (1) に対して, マルチプライヤー $\lambda$ を持つ, マルチプライ

ヤー作用素 $M_{\lambda}^{\alpha}$ を

$M_{\lambda}^{\alpha}.f(X) \sim\sum_{=n0}\lambda na(nf\alpha)\mathcal{L}^{\alpha}(nX)\infty$

で形式的に定義する. この作用素 $M_{\lambda}^{\alpha}$ が $L^{p}(0, \infty)$ 有界, 即ち

$\int_{0}^{\infty}|M_{\lambda}^{\alpha}f(X)|pdX\leq c\int_{0}^{\infty}|f(X)|pdX$

であるとき, $\lambda$ を指数 $\alpha$ のうゲール展開に対する $L^{p}$ マルチプライヤーであると

呼ぶ. Dlugosz はつぎを得た :

Dlugosz 1987. 区間 $(0, \infty)$ 上の関数 $\lambda(x)$ が

$\lambda(x)\in C^{4}(0, \infty)$ , $\sup_{x>0}|\lambda^{(j)}(X)X^{j}|<\infty,$ $j=0,1,2,3,4$

を満たすとする. このとき, $\lambda=\{\lambda(n+1)\}_{n=0}^{\infty}$ は, 指数 $\alpha=0,1,2,$ $\ldots$ に対し

てラゲール展開の $L^{p}$ マルチプライヤー, $1<p<\infty$ である.

ついでながら, フーリエ級数に関するマルチンキーヴィッツのマルチプライヤー
定理の元々のものを述べておく. この定理は実解析における最も深い理論のひと
つであるリ トルウッドペイリーの理論から導かれた :

Marcinkiewicz 1939. 数列 $\lambda=\{\lambda_{n}\}_{n=}^{\infty}0$ が次を満たすとする.

$|\lambda_{n}|\leq C$ ,
$\sum_{2^{n}\leq j<2n+1}|\lambda_{j}-\lambda_{j+}1|\leq C,$

$n=0,1,2,$ $\ldots$ .

このとき,

$\int_{0}^{2\pi}|\sum_{n=0}^{\infty}\lambda_{n}A_{n}(X)|^{p}dX\leq C\int_{0}^{2\pi}|f(x)|^{p}dx,$ $1<p<\infty$ .

ここで,

$f(x) \sim\frac{a_{0}}{2}+\sum_{=n1}$ (an $\cos nx+b_{n}\sin nx$)$= \infty\sum_{n=0}^{\infty}A_{n}(x)$

と置いた.
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..ここで, また以下において, $C$ は定数を表し, 出てくるごとに値が違うことを
許すものとする.

我々がまず考えたいのは, $\alpha=0,1,2,$ $\ldots$ で成り立っている Dlugosz の定理を任
意の $\alpha$ とすることである. この $\alpha=0,1,2,$ $\ldots$ の間を埋めるために使われるのが,
ラゲール係数の移植 (transplantation) という考えである. 指数 $\alpha$ の考えるべき
自然な範囲は $-1<\alpha$ であるが, 前の注意により $-1<\alpha<0$ の場合には, 考え
る空間 $L^{p}$ に $(1+\alpha/2)^{-1}<p$ なる条件が必要である. 移植定理 (transplantation
theorem) を述べるために移植作用素 (transplantation operator) $T_{\alpha}^{\beta},$

$\alpha,$ $\beta>-1$

を定義する :

$T_{\alpha}^{\beta}f(x) \sim\sum_{=n0}a^{\beta}(nf\infty)\mathcal{L}_{n}\alpha(x)$

このとき, この移植作用素 $T_{\alpha}^{\beta}$ とマルチプライヤー作用素 $M_{\lambda}^{\alpha}$ に対して

$a_{n}^{\alpha}(\tau_{\alpha}^{\beta\beta}M_{\lambda}T\alpha f\beta)=a_{n}^{\beta}(M_{\lambda}^{\beta}\tau^{\alpha}f\beta)=\lambda_{n}a_{n}^{\beta}(\tau_{\beta}^{\alpha}f)$

$=\lambda_{n}a_{n}^{\alpha}(f)=a_{n}^{\alpha}(M_{\lambda}^{\alpha}f)$

なので,

$T_{\alpha}^{\beta}M_{\lambda}^{\beta\alpha}\tau_{\beta}f=M^{\alpha}f\lambda$

が成り立つ. ようて, $L^{p}(0, \infty)^{-}$から $L^{p}(0, \infty)$ への作用素ノルムを $|\cdot|_{P}$ と書くこ
とにすると,

$||M_{\lambda}^{\alpha}||\leq|T_{\alpha}^{\beta}|_{p}|M_{\lambda}^{\beta}|_{p}|T_{\beta}^{\alpha}|p||f||_{p}$

が成り立つことになる. これは, もしも移植作用素 $T_{\alpha}^{\beta}$ の $L^{p}$ 有界性 : $||T_{\alpha}^{\beta}f||p\leq$

$C||f||_{p}$ が言えるならば,

ある\beta で $M_{\lambda}^{\beta}$ : $Lp\text{有界}\Rightarrow$ 任意の\alpha で $M_{\lambda}^{\alpha}$ : Lp有界

であることを示している. 実際, 移植作用素 $T_{\alpha}^{\beta}$ の $L^{p}$ 有界性を示すことが出来た :

Theorem 1([Kanjin 1991]). 指数 $\alpha,$ $\beta>-1$ に対して, $\gamma=\min\{\alpha, \beta\}$ とする.
このとき,

$||T_{\alpha}^{\beta}||_{p}\leq c||f||p$ if
$\gamma\geq 0,1<p<\infty$ ,

$or$

$-1<\gamma<0,$ $(1+\gamma/2)^{-1}<p<-2/\gamma$ .

注意

$\bullet$ $T_{\alpha}^{\beta}T_{\beta}^{\alpha}f=f$ なので, 定理は $||f||_{p}\sim||T_{\alpha}^{\beta}f||p$ を言っている.
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. $\int_{0}\infty T_{\alpha}^{\beta}f(X)g(X)dx=\int_{0\beta}^{\infty}\tau\alpha g(x)f(X)dX$ なので, $T_{\alpha}^{\beta}$ の $L^{p}$有点性があると $||T_{\beta}^{\alpha_{\mathit{9}}}||p’\leq$

$C||g||_{p}’,$ $1/p+1/p’=1$ が従う. $-1<\gamma<0$ の場合の $p<-2/\gamma$ の制限は, 条件

$(1+\gamma/2)^{-1}<p’$ のことである.

上の定理は, Thangavelu 1992によって $X^{p/4-1/}d_{X}2$ なる重みに対しても示され

た. さらに, Stempak-Trebels 1994によって重み $x^{\delta}dx$ に拡張された. ただし,

$0\leq\gamma,$ $.-1<\delta<p-1$ または $-1<\gamma<0,$ $-1-\gamma p/2<\delta<p-1+\gamma p/2$ で

ある.

移植定理によってマルチプライヤー定理はつぎのようになる :

Dlugosz 1987, Kanjin 1991, Thangavelu 1993, Stempak-Trebels 1994.
指数 $\alpha$ は $\alpha>-1$ , 関数 $\lambda(x)$ は

$\lambda(x)\in C^{2}(0, \infty)$ , $\sup_{x>0}|\lambda^{(j)}(X)X^{j}|<\infty$ , $j=0,1,2$

を満たすとする. このとき, $\lambda=\{\lambda(n+1)\}_{n=0}^{\infty}$ は指数 $\alpha$ のうゲール展開に対す

る $L^{p}$ マルチプライヤーである. ただし, $\alpha\geq 0,1<P<\infty$ または $-1<\alpha<$

$0,$ $(1+\alpha/2)^{-1}<p<-2/\alpha$である.

前に述べた通り, Dlugosz によって微分が 4回, $\alpha$ が $\alpha=0,1,2,$ $\ldots$ の場合が

得られた. Kanjin 1991によって任意の $\alpha$ に拡張され, Thangavelu 1993で微分

が 2回に下がった. 上の定理の記述はこの場合である. 続いて, Stempak-Trebels
1994で微分が 1回かつ条件が $\sup_{x>0}$ I $\lambda(x)|^{2}+\sup_{N>0}\int_{N}^{2N}|\lambda’(X)|^{2}dx<\infty$ に弱

められた.

移植定理のもうひとつの応用に触れたい. フーリエ級数やフーリエ変換で良
く知られた, fractional integral に関する $\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{y}-\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{d}_{-}\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{v}$ の定理をラ

ゲール展開で考えてみたい. この定理の発端は, Hardy- Littlewood-P61ya 1926
による数列に関する次の不等式である :

$\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{y}-\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{W}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{d}-\mathrm{p}_{\acute{\mathrm{O}}}1\mathrm{y}\mathrm{a}$ 1926.

$( \sum_{l=-\infty}^{\infty}|\sum_{n\neq\iota}^{\infty}\frac{a_{n}}{|l-n|1-\sigma}|q\mathrm{I}1/q\leq C(\sum_{n=-\infty}^{\infty}|a_{n}|p\mathrm{I}1/p$ ,

$0<\sigma<1,$ $\frac{1}{q}=\frac{1}{p}-\sigma,$ $1<p<q<\infty$

これを積分で記述したのが Hardy-Littlewood 1928で, 2次元以上に拡張した
のが Sobolev 1938である :

Hardy-Littlewood 1928, Sobolev 1938 . 次で定義される fractinal integral $I_{\sigma},$ $0<$

$\sigma<n$ ,

$I_{\sigma}f(x)= \frac{1}{c(\sigma)}\int_{\mathbb{R}^{n}}\frac{f(y)}{|x-y|^{n-\sigma}}dy$ , $c(\sigma)=\pi^{n/2}2\sigma\Gamma(\sigma/2)/\Gamma(n/2-\sigma/2)$
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$(\overline{I_{\sigma}f}(\xi)=(2\pi|\xi|)-\sigma\hat{f}(\xi)$ , $\hat{f}(\xi)=\int_{\mathbb{R}^{n}}f(_{X)e}-2\pi ix\xi dX)$

に対して,

$||I_{\sigma}f||_{L(\mathbb{R})}qn\leq C||f||_{L}P(\mathbb{R}^{n})$ , $0<\sigma<n,$ $\frac{1}{q}=\frac{1}{p}-\frac{\sigma}{n}$ $1<.p<$. $q<\infty$

が成り立つ.

フーリエ級数の形で述べると,

$I_{\sigma}f(x)= \sum_{n\neq 0}|n|^{-\dot{\sigma}}\hat{f}-(n)e^{i}$

“
’

$\hat{f}(n)=\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{2\pi}f(x)e-inxdx$

に対して,

$||If\sigma||_{L^{q}}(0,2\pi)\leq C||f||_{L^{p}}(0,2\pi)$ , $0<.\sigma<.1,$ $\frac{1}{q}=\frac{1}{p}-.\sigma_{:t}.\cdot 1<p<q<\infty$

が成り立つ. $\sum_{n\neq 0}|n|^{-\sigma}e^{inx}\sim|x|^{\sigma-1}(xarrow \mathrm{O})$ なので, $1/q>1/p-\sigma$ ならば

Young の畳み込みについての不等式より, 上の不等式はすぐに従う. 実際には,

$1/q=1/p-\sigma$ まで不等式が成立する. これを言うのが fractional integral の定理
である.

ラゲール展開に関して, fractional integral の定理を示すことが出来た ;

Theorem 2([Kanjin-Sato1995]). 指数 $\alpha$ は $\alpha>-1$ , そして $0<\sigma<1$ とする.

区間 $(0, \infty)$ 上の関数 $f(x)$ に対して, .

$I_{\sigma}^{(\alpha)}f(_{X}) \sim\sum_{n=1}^{\infty}n^{-\sigma}a_{n}\alpha(f)\mathcal{L}\alpha(nx)$

とする. このとき,

$||I_{\sigma}^{(\alpha)}f||_{L^{q}}(0,\infty)\leq C||f||_{L^{p}}(0,\infty)$ if $\{$

$\alpha\geq 0,1<p<q<\infty,$ $\frac{1}{q}=\frac{1}{p}-\sigma$,

$or$

$-1<\alpha<0,$ $(1+ \frac{\alpha}{2})^{-1}<p<q<-\frac{2}{\alpha}$ ,

$\frac{1}{q}=\frac{1}{p}-\sigma$,

この結果は, 我々とは独立に, Gasper-Stempak-Trebels 1995によっても得ら

れている. 彼らの証明はラゲール展開に関する畳み込み構造を使ったものである.
我々の証明は, 以下に概略述べるが, 移植定理を使ったものである. またごく最

近, Gasper-Trebels (peprint) は

$I_{+}^{\sigma}h(x)= \frac{1}{\Gamma(\sigma)}\int_{0}^{t}(t-s)\sigma-1h(S)d_{S}$ (Riemann-Liouville fractional integral)

$I_{-}^{\sigma}h(x)= \frac{1}{\Gamma(\sigma)}\int_{t}^{\infty}(s-t)^{\sigma-}1h(S)dS$ (Weyl fractinal integral)

47



の評価を使った別証明を与えている.
定理の証明に触れてみたい. 我々は, フーリエ級数の fractinal integral の定理
をラゲール展開のそれへ移すという考えを採る.
有界数列 A $=\{\lambda_{n}\}_{n-\infty}^{\infty}=$ に対して, フーリエ級数のマルチプライヤー作用素

$\mathcal{M}_{\Lambda}$ を次で定義する :

$\mathcal{M}_{\Lambda}g(t)\sim\sum_{\infty n=-}^{\infty}\lambda_{n}\hat{g}(n)e^{in}x$

ただし, $g(x)$ は区間 $(0,2\pi)$ 上の関数で, $\hat{g}(n)$ はそのフーリエ係数である. 数列

A に対して, $\lambda=$ {\mbox{\boldmath $\lambda$}n}n\infty =。と置く. 次の命題が言える :

Proposition. 作用素 $\mathcal{M}_{\Lambda}$ が $L^{p}(0,2\pi)$ から $L^{q}(0,2\pi)$ への有界作用素, 即ち A が
フーリエ級数の $(p, q)$ マルチプライヤーであるとする. このとき, $M_{\lambda}^{\alpha}$ (は $L^{p}(0, \infty)$

から $L^{q}(0, \infty)$ への有界作用素になる. 即ち, $\lambda$ は指数 $\alpha$ のうゲール展開に関する
$(p, q)$ マルチプライヤーである.

ただし, $\alpha\geq 0,1<p\leq 2\leq q<\infty$ または, $-1<\alpha<0,$ $(1+\alpha/2)^{-1}<p\leq$

$2\leq q<-2/\alpha$ である.

指数が $\alpha\geq 0$ の忌きに, この命題から定理が従うことを見てみよう. 作用素
$I_{\sigma}^{(\alpha)}$ のパラメター $\sigma$ を複素化

$I_{z}^{(\alpha)}f(_{X}) \sim\sum_{n=1}n-z(f)\mathcal{L}^{\alpha}\infty a_{n}^{\alpha}(nx)$ , $z=\sigma+i\theta$

して, Stein の複素補間定理を使う. 点 $(1/p, 1/q)$ と $\sigma$ を, $0<\sigma<1,1<p<q<$
$\infty,$ $1/q=1/p-\sigma$であるように与える. 2点 $(1/p_{0},1/q_{0}),$ $(1/p_{1},1/p_{1}),1<p_{1}\leq 2\leq$

$q_{1}<\infty,$ $1<p_{0}<\infty$ を, それらを結ぶ線分の内点が点 $(1/p, 1/q)$ を含むように取
る. 言うべきは, 点 $(1/p_{1},1/p_{1})$ での $I_{i\theta}^{(\alpha)}$ の $(L^{p_{1}}, L^{p_{1}})$ 有界性と, 点 $(1/_{P}0,1/q\mathrm{o})$

での $I_{\sigma_{0}}^{(\alpha)}+i\theta$ の $(L^{p0}, L^{q_{0}})$ 有界性である. ただし, ここで $\sigma_{0}=1/p_{0}-1/q0$ である.

点 $(1/p_{1},1/p_{1})$ での有界性は, 前述のマルチプライヤー定理より $\{n^{-i\theta}\}_{n=1}\infty$ が指

数 $\alpha$ のうゲール展開の $L^{p},$ $1<p<\infty$ マルチプライヤーであることより従う. 点
$(1/_{P}0,1/q\mathrm{o})$ でのそれは, $I_{\sigma_{0}+i}(\alpha)=I\sigma_{0}(\alpha)\theta i\theta I(\alpha)$ なので, $I_{i\theta}^{(\alpha)}$ については今述べたのと

同じ理由で有界である. そして, $I_{\sigma_{0}}^{(\alpha)}$ については, 命題からフーリエ級数の場合
の有界性がこちらに移ってきている. 以上で,

$||I_{i\theta}^{(\alpha}f)||_{p_{\text{、}}}\leq C_{\theta}||f||_{p}1$

’
$||I_{\sigma 0+}^{(\alpha)}fi\theta||_{q0}\leq C_{\theta}||f||_{p_{0}}$

が成り立つことになる. 定数 $C_{\theta}$ に求められる, $\theta$ に関し admissible growth であ
るという条件も確かめられるので, 複素補間定理より, $I_{\sigma}^{(\alpha)}$ の有界性が言える.
命題の証明は, 移植定理があるので,

$||M_{\lambda}^{0}f||\leq C||f||_{p}$ ( $\alpha=0$ の場合)
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を示せば十分である. 次のような補題を考える :

Lemma. (1) 区間 $(0,2\pi)$ 上の関数 $g(t)$ に対し, 区間 $(0, \infty)$ 上の関数 $Ug(x)$ を

$Ug(x) \sim\sum_{0n=}^{\infty}\hat{g}(n)\mathcal{L}^{0}(nX)$

で定義する. このとき,

$||Ug||_{Lq(\infty}0,)\leq C||_{\mathit{9}}||_{L^{q}}(0,2\pi)$ , $2\leq q<\infty$

が成り立つ.

(2) 区間 $(0, \infty)$ 上の関数 $f(x)$ に対し, 区間 $(0,2\pi)$ 上の関数 $Vf(t)$ を

$Vf(t) \sim\sum^{\infty}a_{n}(n=00f)e^{i}nt$

で定義する. このとき,

$||Vf||Lp(0,2\pi)\leq C||f||_{L^{p}}(0,\infty),$ $1<p\leq 2$

が成り立つ.

この補題より, 命題が出ることは次のようにしてわかる. $U,$ $V$ の定義より $M_{\lambda}^{0}=$

$U\mathcal{M}_{\Lambda}V$ であることと, 補題 (1) より,

$||M_{\lambda}^{0}f||_{q}=||U\mathcal{M}_{\Lambda}Vf||_{q}\leq C||\mathcal{M}_{\Lambda}Vf||_{q}$

である. 命題の仮定から $||\mathcal{M}_{\Lambda}Vf||_{q}\leq C||Vf!|_{p}$ であり, 補題 (2) から $||Vf||_{p}\leq$

$C||f||_{p}arrow$
である. 以上から, 求める不等式 $||M_{\lambda}^{0}f||q\underline{<}C|\{f||_{p}$ を得る. 補題を示そ

う. ここでは, (2) を見ておく. 指数 $\alpha$ が $\alpha=0$ なので, $Vf(t)$ が直接計算で

きて,

$Vf(t)= \frac{ie^{-it/2}}{2\sin t/2}\int_{0}^{\infty}f(X)e-i(x/2)\cot t/2d_{X}$

である. そして,

$\int_{0}^{2\pi}|Vf(t)|^{p}dl=22-p\int_{-\infty}^{\infty}|\int_{0}^{\infty}f(X)e-ixudX|p(1+4u^{2})^{p/-1}2du$

$\leq C\int_{-\infty}^{\infty}$

.

$|\hat{f}(u)|p|u|p-2du$

となる. 最後の項は, 一般化されたプランシ $\supset-$ レルの定理より,

$\int_{-\infty}^{\infty}|\hat{f}(u)|p|u|p-2du\leq C\int_{0}^{\infty}|f(X)|pdX$

と評価されて補題 (2) の不等式を得る.

以下いくつかの注意をのべて本稿を終わりたい.
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$\bullet$ 関数 $f(x)\in L^{p}((0, \infty),$ $e^{-x}x^{\alpha}dx)$ に対して, 展開

$f(x) \sim\sum_{n=0}^{\infty}C(nf\alpha)L^{\alpha}(nX)$ , $c_{n}^{\alpha}(f)= \frac{\Gamma(n+1)}{\Gamma(n+\alpha+1)}\int_{0}^{\infty}f(X)L\alpha(n)xe-xX\alpha_{dx}$

を扱うのが自然に見える. しかし,

$S_{N}f(X)= \sum_{=n0}^{N}C(nf\alpha)L^{\alpha}(nX)$

として, $S_{N}f$ の $L^{p}((0, \infty),$ $e^{-x}x^{\alpha}dx)$ での収束を考えると, $p=2$ でしか収

束しない. 文献 Pllard 1948参照. 更に, 総和法を考えても, $p=2$ でしか

収束しない. これは, 文献 Askey-Hirshman, Jr. 1963による.

$\bullet$ ラゲール展開に関する, 最も基本的な結果は Askey-Wainger 1965による部

分和の収束に関する次の結果である :

$S_{N}f(X)= \sum_{=n0}^{N}a^{\alpha}(f)\mathcal{L}^{\alpha}(nnX)$

とおくとき,

$||S_{N}f-f||_{p}arrow 0(Narrow\infty)$ , $4/3<p<4$

である.
$\bullet$ ここで扱ったラゲール展開は, the standard Laguerre expansion と呼ばれる
ものである. ラゲール展開に対しては, さらに下に述べる二つの型の展開

が議論されている.

The Laguerre expansion of convolution type:

$f(x) \sim\sum_{=n0}^{\infty}(f, \psi^{\alpha}n)\psi n\alpha(x)$ , $f\in L^{2}((0, \infty),$ $xd2\alpha+1x)$ ,

$\psi_{n}^{\alpha}(x)=\sqrt{\frac{\Gamma(n+1)}{\Gamma(n+\alpha+1)}}L_{n}^{\alpha}(_{X^{2}})e^{-}x^{2}/2,$ $\alpha>-1$ .

The Laguerre expansion of Hermite type:

$f(x) \sim\sum_{n=0}^{\infty}(f, \varphi_{n}^{\alpha})\varphi_{n}^{\alpha}(x)$ , $f\in L^{2}((0, \infty),$ $d_{X)}$ ,

$\varphi_{n}^{\alpha}(x)=\sqrt{\frac{2\Gamma(n+1)}{\Gamma(n+\alpha+1)}}L_{n}^{\alpha}(X^{2})e-x^{2}/2x+\alpha 1/2,$ $\alpha>-1$ .

ここで, $(f, \psi_{n}^{\alpha}),$ $(f, \varphi_{n}^{\alpha})$ はそれぞれの空間における内積である.
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$\bullet$ 移植定理の最初のものと言われているのは, ハンケル変換に関するもので,

Gay 1960によってハンケル変換に関するマルチンキーヴィッツのマルチプ
ライヤー定理を得るために考えられた. その後 Askey-Wainger $1966(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f})$ ,

$1966(\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{s})$ , Askey 1967, 1969によるヤコビ多項式展開に関するものが続
いた. 他に, Schindler 1973, Gilbert 1969などがある. エルミート展開とラ

ゲール展開の調和解析に関する成書としては Thangavelu $1993$ ( $\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{h}$ Notes)
がある.
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