
BMO とその応用
– 内山明人氏の因数分解定理 –

宮地晶彦
(Miyachi, Akihiko 東京女子大学文理学部) $*$

$0$ Introduction
複素平面の単位円板上の複素正則関数の Hardy クラスを $\mathbb{H}^{p}(0<p<\infty)$ で表す.
F. Riesz の定理によると, $F\in \mathbb{H}^{p}$ ならば, $F(z)$ の零点から作った Blaschke 積

$B(z)$ は単位円内で収束して, .

$F(z)=B(z)F_{0}(Z)$ (1)

と因数分解したとき, $F_{0}\in \mathbb{H}^{\mathrm{p}}$ である. (例えば $[\mathrm{Z}$ , Chapt. VII, \S 7] 参照)
これを使うと容易に次の定理が証明できる.

定理A. $0<p,$ $q,$ $r<\infty$ かつ $1/p=1/q+1/r$ とする. このとき, すべての $G\in \mathbb{H}^{q}$

と $H\in \mathbb{H}^{r}$ に対して, 積 $G(z)H(z)$ は $\mathbb{H}^{p}$ に属す. 逆に, 任意の $F\in \mathbb{H}^{p}$ に対して,
$G\in \mathbb{H}^{q}$ と $H\in \mathbb{H}^{r}$ で

$F(z)=G(z)H(z)$ (2)

なるものが存在する.

[証明] 前半は H\"older の不等式からあきらかである. 逆に $F\in \mathbb{H}^{p}$ のとき, (1) の
$F_{0}(z)$ は零点を持たない正則関数であるから, その任意のべきが単位円板上の正則関
数として定義できる. ゆえに, $G(z)=B(z)F_{0}(Z)^{p}/q,$ $H(z)=F0(Z)^{p/}r$ ととればよい.
証明終わり.

$\mathbb{H}^{p}$ の関数は distribution の意味で単位円周上に境界値を持つ. $\mathbb{H}^{p}$ の関数の実部
の境界値として現れる単位円周上の distribution の全体をしばらく $H_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}^{p}$ で表すこ
とにする. 関数 $F(z)$ と $iF(z)$ とは同時に $\mathbb{H}^{p}$ に属すから, $\mathbb{H}^{p}$ の関数の虚部の境界
値の全体も $H_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}^{p}$ である.
分解 (2) の境界値を実写と虚部に分けて書くと,

$f+i\tilde{f}=(g+i\tilde{g})(h+i\tilde{h})$ (3)
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となる. ここで,
$\sim$ は単位円周上の Hilbert 変換である. この (3) の虚部をとること

によって, 次の定理が得られる.

定理 $\mathrm{A}’$ . $0<p,$ $q,$ $r<\infty$ は定理 A と同じ仮定をみたすとする. $g\in H_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}^{q}$ , $h\in H_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}^{r}$

ならば $\tilde{g}h+g\tilde{h}\in H_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}^{p}$. 逆に, 任意の $f\in H_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}^{p}$ に対して, $g\in H_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}^{q}$ と $h\in H_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}^{r}$ で

$f=\tilde{g}h+g\tilde{h}$

なるものが存在する.

上で述べた定理 $\mathrm{A}’$ ( $\approx$ 定理A) の証明は, Blaschke 積によって零点を除くこと,
正則関数のべきを作ること等, 複素関数論を使っている. 空間 $H_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}^{q}$ は最大関数
や Littlewood-Paley 関数などを用いて実関数論的に特徴づけられる $([\mathrm{B}\mathrm{G}\mathrm{s}], [\mathrm{F}\mathrm{S}])$

ので, 定理 $\mathrm{A}’$ も純粋に実関数論の方法による証明を与えたい. 更に, 空間 $H_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}^{p}$

を Fefferman-Stein の Hardy 空間 $H^{p}(\mathbb{R}^{n})$ で置き換え, Hilbert 変換を $\mathbb{R}^{n}$ 上の

Calder\’on-Zygmund 作用素で置き換えて, 定理 $\mathrm{A}’$ を –般化したい.
この実関数論的証明と –般化は, 定理 $\mathrm{A}’$ の前半に対しては得られている. すなわ

ち, いくつかの特異積分の積として定義される双線型写像の $H^{p}(\mathbb{R}^{n})$ 空間の間での
有界性が示されている ([CRW], [U1], [M1]).
しかし, 定理 $\mathrm{A}’$ の後半 – 因数分解 – に対しては, 弱い形でしか得られていない.

すなわち, 実関数論のアトム分解を使う方法によって, $0<p\leqq 1$ の場合に, すべて
の $f\in H_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}^{p}$ が

$f= \sum_{j=1}^{\infty}(\tilde{g}_{j}h_{jj}+g\tilde{h}_{j})$ ,

$\sum_{j=1}^{\infty}(||g_{j}||_{H_{\mathrm{r}}}q||h_{j}|\mathrm{e}\mathrm{a}1|H_{\mathrm{r}}r)^{p}\mathrm{e}\mathrm{a}1||\leqq cf||^{p}H\mathrm{r}p\mathrm{e}\mathrm{a}1$

と書けること, および, この $H^{p}(\mathbb{R}^{n})$ への–般化が得られているだけである ([CRW],
[U1], [M2] $)$ .

どころが, 内山明人は [U2] において, $H_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}1}^{p}$ や Fefferman-Stain の $H^{p}(\mathbb{R}^{n})$ とは異
なるが, 特殊の形のマルチンゲールの $H^{p}$ 空間に対して, 定理 $\mathrm{A}’$ の因数分解に相当
することを実関数論の方法で証明した. その方法は BMO や wavelet の応用として
非常に興味深いものである. 論文 [U2] はプレプリントの形で出回っただけで雑誌な
どには発表されなかったようである.
この小文の目的は, [U2] を少し書き方を変えてくわしく紹介することである.

1 Triadic interval
1.1定義. 文字 $\Omega$ は常に区間 $(0,1]$ を表す. $\Omega$ の可測部分集合 $E$ の Lebesgue 測度
を $|E|$ で表す.
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次の形の区間を triadic interval という:

$( \frac{k-1}{3^{n}},$ $\frac{k}{3^{n}}]$ $(n=0,1,2, \cdots ; k=1,2,3, \cdots, 3^{n})$ .

(普通 triadic interval と言ったら, 上記の $n,$ $k$ は–般の整数を許すが, ここでは $\Omega$ に

含まれる区間しか考えないから, 上のように制限したものを triadic interval と呼ぶ
ことにする.) 長さ $3^{-n}$ の triadic interval の全体を $\mathcal{I}_{n}$ で表し, triadic interval の全
体を $\mathcal{I}$ で表す. 以後 triadic interval は文字 $I,$ $J,$ $K,$ $R$ などで表すことにする.
ひとつの triadic interval $J$ を 3等分すると長さが $J$ の 1/3の 3つの triadic interval

ができるが, それを左の方から順に $J(1),$ $J(2),$ $J(3)$ と書く. また, $K\in \mathcal{I}$ で $|K|<1$

のとき, $K$ を含む triadic interval で長さが $K$ の 3倍の triadic interval が唯ひとつ
あるから, それを, $\tilde{K}$ と書く. $\Omega$ に対しては $\tilde{\Omega}=(0,3]$ としておく.

次の命題は簡単なことだが triadic interval の重要な性質である.

12命題. $J,$ $K$ が triadic interval のとき, $J\cap K\neq\emptyset$ となるのは $J\subset K$ または
$J\supset K$ のときに限る.

13定義. $\mathcal{G}\subset \mathcal{I}$ のとき, $\mathcal{G}$ の元のうち包含関係に関して極大なもの, すなわち $J\in \mathcal{G}$

で

$K\in \mathcal{G}$ かつ $K\supset J\Rightarrow K=J$

をみたす $J$ , の全体を $\mathcal{G}^{\max}$ と書く.

命題 12から次がわかる.

14命題. 任意の $\mathcal{G}\subset \mathcal{I}$ に対して, $\mathcal{G}^{\max}$ に属す任意の異なる 2つの区問は互いに素
であり, しかも

$\bigcup_{J\in \mathcal{G}}J=\bigcup_{\max J\in Q}J$
.

したがって, とくに,

$|_{J\in Q} \cup J|=\sum_{J\in \mathcal{G}^{\max}}|J|$ .

2 関数空間 BMO
2.1定義. $f\in L^{1}(\Omega)$ に対して

$||f||_{\mathrm{B}}’ \mathrm{M}\mathrm{o}=\sup_{J\in \mathcal{I}}\{|J|^{-1}\int_{J}|f(x)-fJ|dX\}$

(ただし $f_{J}=|J|^{-1} \int_{J}f(y)dy$ ) と定義し, $||f||_{\mathrm{B}}’\mathrm{M}\mathrm{O}<\infty$ なる $f\in L^{1}(\Omega)$ の全体を

BMO と定義する.

55



注意: この BMO は triadic BMO と呼ぶべきもので, 区間 $(0,1]$ 上の通常の BMO
とは違うものである.
次は BMO の重要な性質である.

22John-Nirenberg の定理 ([JN]). 正定数 $c$ があって, すべての $f\in \mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{O}$ とすべ

ての $\lambda>0$ に対して

$|\{(f-f_{\Omega})^{*}>\lambda\}|\leqq c\exp(-\lambda/c||f||_{\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{O}}’)$ .

ただし,

$(f-f_{\Omega})*(x)= \sup\{|f_{J}-f_{\Omega}|;\mathcal{I}\ni J\ni X\}$ $(x\in\Omega)$ .

上の定理で記号 $\{(f-f_{\Omega})^{*}>\lambda\}$ は集合 $\{x\in\Omega;(f-f_{\Omega})^{*}(x)>\lambda\}$ を表す. 同様

の略記を今後も使う。
この定理の系として次が得られる.

23系. すべての $f\in$ BMO に対して

$\sup_{J\in \mathcal{I}}(|J|^{-1}\int_{J}|f(x)-f_{J}|2dx)1/2\approx||f||_{\mathrm{B}\mathrm{M}}’0$ .

詳しく言うと, $f\in \mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{O}$ なるためには $f\in L^{2}(\Omega)$ で上の左辺が有限であることが必

要十分であって, 上記 $\approx$ が成り立つ.

系 23の式の左辺は $L^{2}$-method を使うとき扱いやすいので, あらためて次のよう

に定義しておく.

24定義.

$||f|| \mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{O}=\sup_{\mathcal{I}J\in}(|J|^{-1}\int_{J}|f(x)-f_{J}|^{2}dX)^{1/}2$ .

次の命題は容易にわかる.

25命題. $f\in L^{\infty}(\Omega)$ ならば $f\in \mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{O}$ であり, $||f||_{\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{o}}\leqq||f||_{L}\infty$ .

3 マルチンゲール

3.1定義. マルチンゲールとは, triadic interval 全体 $\mathcal{I}$ を添字集合とする実数の族
$f=(f_{j})_{J\mathcal{I}}\in$ であって, すべての $J\in \mathcal{I}$ に対して

$f_{J}= \frac{fj(1)+f_{J}(2)+fJ(\mathrm{s})}{3}$

が成り立つものである.
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この定義は普通の確率論でいうマルチンゲールとは少し違っている. $f=(f_{J})_{J\mathcal{I}}\in$

が上の定義のマルチンゲールのとき, $\Omega$ 上の関数 $F_{n}$ を

$F_{n}= \sum_{J\in \mathcal{I}n}fJ\chi_{J}$

で定めると, 列 $\{F_{n}\}$ が普通の確率論でいうマルチンゲールになる.

32記号. $\mathbb{R}^{3}$ は 3項縦ベクトルの空間とする. $\mathbb{R}^{3}$ のベクトルを表すのに $x,$ $y$ など

の文字を使う.
$\mathcal{V}\subset \mathbb{R}^{3}$ を次のように定義する:

$\mathcal{V}=\{x=\in \mathbb{R}^{3}$ ; $x_{1}+X_{2}+X_{3}=0\}$ .

$f=(f_{J})$ がマルチンゲールのとき, 各 $J\in \mathcal{I}$ に対して

$\triangle_{J}(f)=$

と定義する. $\triangle_{J}(f)\in \mathcal{V}$ である.
$x\in \mathcal{V}$ と $J\in \mathcal{I}$ に対して, $\Omega$ 上の関数 $w_{J}[x]$ を

$w_{J}[_{X]}=x_{1}\chi_{j}(1)+x2\chi J(2)+X3xJ(3)$

で定義する.
$J,$ $R$ が triadic interval で $J\supset\tilde{R}$ ならば, 関数 $w_{J}[x]$ は $R$ 上で定数である. この

定数値を $w_{J}[x](R)$ と書く.

33. さて, マルチンゲール $f=(f_{J})_{J}$ から, $f_{\Omega}$ ( $f$ の ‘初期値’ または ‘平均値’) と $\mathcal{V}$

のベクトルの族 $(\triangle_{J}(f))_{J}$ とが決まるわけだが, 逆に, 実数 $a$ と $\mathcal{V}$ のベクトルの族
$(d_{J})_{J\in \mathcal{I}}$ とが任意に与えられたら, $f_{\Omega}=a,$ $\triangle_{J}(f)=d_{J}(\forall J\in \mathcal{I})$ となるマルチン

ゲール $f=(f_{J})_{J}$ が唯ひとつ決まる. $f_{\Omega}=a$ と $\triangle_{J}(f)=d_{J}$ から $f=(f_{J})$ を出す公
式は

$f_{R}=f \Omega+\sum WJ[\triangle J(f)](RJ\supset\overline{R})=a+\sum_{J\supset\tilde{R}}W_{J}[d_{J}](R)$
(4)

である.

34. 関数 $F\in L^{1}(\Omega)$ が与えられたら, 各 $J\in \mathcal{I}$ に対して

$f_{J}=|J|^{-1} \int_{J}F(X)d_{X}$ (5)
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と定めると $(f_{J})_{J}$ はマルチンゲールになる. そして, ほとんどすべての $x\in\Omega$ にお

いて

$F(x)= \lim f_{J}$
$J\downarrow\{x\}$

(右辺は $J\ni x$ なる $J\in \mathcal{I}$ で $|J|arrow 0$ としたときの極限) が成り立つから, 写像
$F\}arrow(f_{J})_{J}$ は 1対 1である. この対応 $Frightarrow(f_{J}.)_{J}$ によって, 関数 $F\in L^{1}(\Omega)$ をマル

チンゲール $(f_{J})_{J}$ と同–視する. 更に, マルチンゲール $f=(f_{J})_{J}$ が或 $F\in L^{1}(\Omega)$

から (5) によって得られるとき, しばしば, 関数 $F$ を表すのにマルチンゲールと同
じ記号 $f$ を用い, $F=f$ と書いてしまうことにする. (注意: すべてのマルチンゲー
ルがこのようにして或関数 $F\in L^{1}(\Omega)$ から得られるわけではない)

$L^{p}(\Omega)(1\leqq p\leqq\infty)$ や BMO は, $L^{1}(\Omega)$ の部分空間なので, 上の同–視 $Frightarrow(f_{J})_{J}$

によってマルチンゲールの空間とみなす. すなわち, マルチンゲール $f=(f_{J})_{J}$ が或
$F\in L^{p}(\Omega)(1\leqq P\leqq\infty)$ から (5) によって与えられているとき $f\in L^{p}$ と定義し, ノ

ルムも

$||f||_{L^{p}}=||F||_{L^{p}(\Omega)}$

で定義する. BMO についても同様である.
マルチンゲ一の $L^{p}$ や BMO をマルチンゲールの言葉だけで ((5) の $F$ を経由

せずに) 特徴付けておくと具合がよい. ここでは $L^{2}$ と BMO と $L^{\infty}$ について特徴

付けを与えておく.

35命題. $f=(f_{J})_{J}$ をマルチンゲールとする. $f\in L^{2}$ なるための必要十分条件は,

$\sum_{J\in \mathcal{I}}|\triangle_{J}(f)|^{2}|J|<\infty$

が成り立つことであり, しかも, このとき,

$||f||_{L^{2}}=|f_{\Omega}|2+3-1 \sum_{\mathcal{I}J\in}|\triangle j(f)|2|J|$
. (6)

[証明] $f\in L^{2}(\Omega)$ からマルチンゲール $(f_{J})_{J}$ を

$f_{J}=|J|^{-1} \int_{J}f(_{X})dx$ (7)

で定めたとき, (6) が成り立つことを示そう. 詳しい極限移行の議論は省略する.
公式 (4) によって,

$f-f_{\Omega}= \sum_{\mathcal{I}J\in}wJ[\triangle_{J}(f)]$
.

関数の族 $(w_{J}[\triangle J(f)])J\in \mathcal{I}$ は $L^{2}(\Omega)$ で互いに直交する関数の族であり,

$||w_{J}[\triangle_{J}(f)]||^{2}L2(\Omega)=|\triangle_{J}(f)|23^{-}1|J|$
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であるから, 上の $f-f_{\Omega}$ の式から,

$||f-f_{\Omega}||_{L^{2}()}2 \Omega=\sum_{J\in \mathcal{I}}|\triangle_{J}(f)|23^{-}1|J|$
. (8)

$f-$ みと定数値関数んも直交するから (6) が得られる.
逆の証明は省略する. 証明終わり.

36 $\text{命題}...f=(f_{J})_{J}$ をマルチンゲールとする. $f\in$ BMO なるための必要十分条件
は, 定数 $A\in(0, \infty)$ があって, すべての $K\in \mathcal{I}$ に対して-

$3^{-1} \sum_{KJ\in \mathcal{I},J\subset}|\triangle_{J}(f)|^{2}|J|\leqq A^{2}|K|$

が成り立つことであり, このとき, $||f||_{\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{o}}$ はそのような定数 $A$ の下限に等しい.

[証明] 命題 35の証明と同様に $f\in L^{2}(\Omega)$

:
に対して $f_{J}$ を (7) で定めると, (8) と

同様に, 任意の $K\in \mathcal{I}$ について

$||f-f_{K}||_{L^{2}()}2K=3^{-1}J\mathcal{I},$$J \subset K\sum_{\in}|\triangle_{J}(f)|2|J|$

が成り立つ. 命題 36はこの等式を用いて容易に証明できる. 証明終り.

37命題. $f=(,f_{J})_{J}$ をマルチシゲールとする. $f\in L^{\infty}$ なるための必要十分条件は
$\{f_{J}\}$ が有界なことであって,

$||f||_{L} \infty=\sup\{|f_{j}|;J\in \mathcal{I}\}$ .

この命題の証明はやさしいから省略する.

4 最大関数と $H^{p}$

4.1定義. マルチンゲール $f=(f_{J})_{J}$ に対して, 最大関数 $f^{*}$ を

$f^{*}(x)= \sup\{|fJ|;x\in J\in \mathcal{I}\}$ $(x\in\Omega)$

で定義する.

42命題. すべての $f\in L^{1}$ とすべての $\lambda>0$ に対して
1

$|\{f^{*}>\lambda\}|\leqq\lambda^{-1}||f||_{L}1$ .

[証明] $\mathcal{G}=\{J\in \mathcal{I};|f_{J}|>\lambda\}$ とおくと

$\{f^{*}>\lambda\}=\cup]=\cup JJ\in QJ\in \mathcal{G}\max$
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であり, $\mathcal{G}^{\max}$ は disjoint family である. 各 $J\in \mathcal{G}$ に対しては, $|J|^{-1} \int_{J}|f(x)|d_{X}\geqq$

$|f_{J}|>\lambda$ より

$|J|< \lambda^{-1}\int_{J}|f(X)|dx$ .

ゆえに,

$| \{f^{*}>\lambda\}|=\backslash \sum_{J\in \mathcal{G}\max}|J|\leqq\sum_{J\in \mathcal{G}\max}\lambda-1\int_{J}|f(X)|dx\leqq\lambda-1\int_{\Omega}|f(X)|dx$ .

証明終わり.
命題 42と自明な不等式 $||f^{*}||_{L}\infty\leqq||f||_{L}\infty$ とを補間することにより, 次の命題が

得られる.

43命題. $1<P\leqq\infty$ のとき, マルチンゲール $f$ について, $f\in L^{p}$ なるためには
$f^{*}\in L^{p}(\Omega)$ なることが必要十分であり, $||f||L^{p}\approx||f^{*}||_{L^{p}(\Omega)}$ .
44定義. マルチンゲール $f$ と $0<p<\infty$ に対して

$||f||_{H^{p}}=||f^{*}||_{L^{p}(\Omega)}$

と定義し, $||f||_{H^{p}}<\infty$ なるマルチンゲール $f$ の全体を $H^{p}$ と定義する.

命題 43により, $1<p<\infty$ のときは $H^{p}=L^{p}$ かつ $||f||H^{p}\approx||f||L^{p}$ である.
もうひとつの最大関数を定義しておく.

45定義. マルチンゲール $f=(f_{J})_{J}$ に対して,

$f^{**}(x)= \mathcal{I}J\sup_{\ni\ni x}\{|fj(1)|\mathrm{v}|f_{J()}2|\mathrm{v}|f_{j(}3)|\}$
$(x\in\Omega)$ .

ただし, $ab= \max\{a, b\}$ .

4.6命題. $|\{f^{**}>\lambda\}|\leqq 3|\{f^{*}>\lambda\}|$ $(\forall\lambda>0)$ .

[証明] $E=\{f^{*}>\lambda\}$ とおく. $f^{**}(x)>\lambda$ ならば, $\mathcal{I}\ni J\ni x$ かつ $|f_{J(i)}|>\lambda$ なる
$J\in \mathcal{I}$ と $i\in\{1,2,3\}$ があり, このとき $J(i)\subset E$ だから,

$(\chi_{E})^{*}(x)\geqq|J|^{-}1|J\cap E|\geqq|J|^{-}1|J(i)|=3^{-}1$ .

ゆえに $\{f^{**}>\lambda\}\subset\{(\chi_{E})^{*}\geqq 3^{-1}\}$ . 命題 42より, 結論を得る. 証明終わり.
命題 46と明らかな不等式 $f^{**}(x)\geqq f^{*}(x)$ とから, 次の系が得られる.

47系. $0<p<\infty$ のとき, $||f^{**}||_{Lp}\approx||f^{*}||L^{p}=||f||H^{p}$ .
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5 特異積分作用素

51定義. $\mathcal{V}$ から $\mathcal{V}$ への線型写像 $A$ に対して, マルチンゲールをマルチンゲールに
移す写像 $T_{A}$ を次のように定義する: $f=(f_{J})$ がマルチンゲールのとき, マルチン
ゲール $T_{A}f=g=(g_{J})$ を

$g_{\Omega}=0$ , $\triangle_{J}(g)=A\triangle_{J}(f)$

で定義する.

52命題. 写像 $A$ : $\mathcal{V}arrow \mathcal{V}$ の作用素ノルムを $|A|$ で表すと,

$||\tau_{A}f||_{\mathrm{B}}\mathrm{M}\mathrm{O}\leqq|A|||f||_{\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{O}}$ .

[証明] 各 $J\in \mathcal{I}$ に対して $|\triangle_{J}(T_{A}f)|\leqq|A.||\triangle_{J}.(f)|$ が成り立つこと命題 36から直
ちにわかる. 証明終わり.

$T_{A}$ が $H^{p}(0<p<\infty)$ で有界であることをこの命題 5.2と John-Nirenberg の定
理 (\S 2) を使って証明してみよう.

53命題. すべての $0<p<\infty$ に対して

$||T_{A}f||_{H}p\leqq c_{p}|A|||f||H^{\mathrm{p}}$.

[証明] $f=(f_{J}),$ $||f||_{H^{p}}=1,$ $f_{\Omega}=0,$ $|A|=1$ として, $||T_{A}f||_{H}\mathrm{p}\leqq c_{P}$ を示せば
よい.

各非負整数 $n$ に対して

$\mathcal{G}_{n}=\{$

$\mathcal{I}$ $(n=0)$

$\{J\in \mathcal{I};|f_{J(}1)|\mathrm{v}|fJ(2)|\mathrm{v}|fJ(3)|>2^{n}\}$ $(n=1,2,3, \cdots)$

とおく.
$\{\mathcal{G}_{n}\}$ は triadic interval の族の減少列で仇 $\downarrow\emptyset$ である.

仇のうちの極大な区間の全体 $\mathcal{G}_{n}^{\max}$ について次のことが成り立つ.

(a) $\mathcal{G}_{0}\max=\{\Omega\}$ .

(b) 任意の $J\in \mathcal{G}_{n+1}^{\max}$ に対して, $J\subset K\in \mathcal{G}_{n}^{\max}$ なる $K$ がただひとつ存在する.

(c) $\bigcup_{J\in \mathcal{G}n}J\subset\{f^{**}+2>2^{n}\}$ .

(実際左辺は $n=0$ ならば $\Omega$ に等しく] $n\geqq 1$ ならば $\{f^{**}>2^{n}\}$ に等しい)

(d) $\sum_{J\in \mathcal{G}_{n}^{\max}}|J|\leqq|\{f^{**}+2>2^{n}\}|$ .

(e) $K\in \mathcal{G}_{n}^{\max}\Rightarrow|f_{K}|\leqq 2^{n}$ .

$\mathcal{H}_{n}$ を次で定義する:

$\mathcal{H}_{n}=\{J\in \mathcal{I};\exists K\in \mathcal{G}_{n}, K\supset J\}$ .
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$\mathcal{H}_{0}=\mathcal{I}$ であり, $\{\mathcal{H}_{n}\}$ は triadic interval の族の減少列で, $\mathcal{H}_{n}\downarrow\emptyset$ である.
以下 $\triangle_{J}(f)=d_{J}$ と書く. 各 $R\in \mathcal{I}$ について

$f_{R}= \sum_{J\supset\overline{R}}wJ[dJ](R)=\sum_{=n0}^{\infty}\in J\supset\tilde{R}\sum_{J\mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n}+1}wJ[dJ](R)$

だから, マルチンゲール $f^{(n)}=(f_{R}^{(n)})_{R\in \mathcal{I}}$ を

$f_{R}^{(n)}= \sum_{J\in \mathcal{H}n\backslash \mathcal{H}_{n+1}}W_{j}[dj](R)J\supset\tilde{R}$

によって定義すると,

$f= \sum_{n=0}^{\infty}f(n)$

と分解できる.
$f^{(n)}\in L^{\infty}$ で

$||f^{(n)}||_{L}\infty\leqq 3\cdot 2^{n}$ (9)

である. 実際, $\tilde{R}\not\in \mathcal{H}_{n}$ なら $f_{R}^{(n)}=0$ であるし; $\tilde{R}\in \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n+1}$ なら, $\tilde{R}\subset K\in \mathcal{G}_{n}^{\max}$

なる $K$ があって

$|f_{R}^{(n)}|=|_{K\supset J\supset} \sum_{\overline{R}}w_{J}[dJ](R)|=|f_{R}-f_{K}|$

$\leqq|f_{R}|+|f_{K}|\leqq 2^{n+1}+2^{n}=3\cdot 2^{n}$ ;

また $\tilde{R}\in \mathcal{H}_{n+1}$ なら, $\tilde{R}\subset I\subset K$ なる $I\in \mathcal{G}_{n+1}^{\max}$ と $K\in \mathcal{G}_{n}^{\max}$ があって

$|f_{R}^{(n)}|=$
$\sum_{K\supset J\supset\tilde{I}}W_{J}[d_{J}](R)$

$=|fi-f_{K}|$

$\leqq|fi|+|fK|\leqq 2^{n+1}+2^{n}=3\cdot 2^{n}$ .

$g=T_{A}f,$ $g^{(n)}=T_{A}f^{(n)}$ と書く. $g= \sum_{n=}^{\infty}\mathrm{o}g(n)$ である.

$\triangle_{J}(g^{(n)})\neq 0$ となるのは $J\in \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n+1}$ のときに限るから, $g_{R}^{(n)}\neq 0$ となるのは
$\tilde{R}\subset J\in \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n+1}$ なる $J$ があるときに限る. したがって,

$g_{R}^{(n)}\neq 0\Rightarrow\tilde{R}\in \mathcal{H}_{n}$. (10)

写像 $T_{A}$ の BMO 有界性 (命題 52) と命題 25と (9) を順に使って

$||g^{(n)}||_{\mathrm{B}\mathrm{M}}0\leqq c||f(n)||_{\mathrm{B}}\mathrm{M}\mathrm{O}\leqq c||f^{(n)}||L\infty\leqq c2^{n}$ .
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ゆえに, 各 $K\in \mathcal{G}_{n}^{\max}$ について, John-Nirenberg の定理より

$|\{x\in K;(g^{(n)})^{*}(X)>\lambda\}|\leqq c\exp(-\lambda/c2^{n})|K|$

である. ((10) より $g_{K}^{(n)}=0$ であることに注意) これを $K$ について加えて

$| \{(g^{(n)})^{*}>\lambda\}|\leqq c\exp(-\lambda/C2n)\sum_{K\in \mathcal{G}_{n}^{\max}}|K|$
.

したがって (d) と合わせて

$|\{(g^{(n)})^{*}>\lambda\}|\leqq c\exp(-\lambda/c2^{n})|\{f**+2>2^{n}\}|$ . (11)

また, (10) より, $g_{R}^{(n)}\neq 0$ となるのは $\tilde{R}\subset K\in \mathcal{G}_{n}^{\max}$ なる $K$ があるときに限る
から,

$\{(g^{(n)})^{*}>0\}\subset K\in \mathcal{G}^{\max}\cup K\subset n\{f^{**}+2>2n\}$
. (12)

上のふたつの評価 (11), (12) と明らかな不等式

$g^{*}(x) \leqq\sum_{j=0}^{\infty}(g)^{*}(j)(x)$

とから下のようにして $||g^{*}||_{L^{p}}\leqq C$ を導くことができる.
$0<\epsilon<1$ なる $\epsilon$ をひとつとる. (例えば $\epsilon=1/2$ としてしまってもよい. )
まず整数 $n\geqq 0$ について, $|\{g^{*}>2^{n}\}|$ の評価を出そう. もしも $f^{**}(x)+2\leqq 2^{n}$ で

あり, かつ $j=0,1,$ $\cdots,$ $n-1$ について

$(g^{(j)})^{*}(x)\leqq 2^{n}(2^{\epsilon}-1)2^{(j-n)\epsilon}$

であるならば, (12) から $i\geqq n$ について $(g^{(j)})^{*}(x)=0$ であるから,

$g^{*}(x) \leqq\sum_{j=0}^{\infty}(.g)(j)*(x)=\sum_{j=0}^{n-1}(g(j))^{*}(x)\leqq\sum_{j=0}^{n-1}2^{n}(2^{\epsilon}-1)2^{(j-n)\epsilon}\leqq 2^{n}$

となる. ゆえに

$\{g^{*}>2^{n}\}\subset\{f^{**}+2>2^{n}\}\cup\bigcup_{=j0}^{n-}1\{’(g^{(j)})^{*}>2^{n}(2^{\epsilon}-1)2(j-n)\epsilon\}$ .

したがって, (11) を用いて, 次の評価を得る:

$|\{g^{*}>2^{n}\}|$

$\leqq|\{f^{**}+2>2^{n}\}|+\sum_{j=0}^{-1}|\{n(g^{(}j))^{*}>2^{n}(2^{\epsilon}-1)2^{(j)\epsilon}-n\}|$

$\leqq|\{f^{**}+2>2^{n}\}|+\sum_{j=0}^{n-1}c\exp(-c^{-}(12\epsilon-1)2^{(n}-j)(1-\epsilon))|\{(f**+2>2^{j}\}|$

$\leqq c\sum_{j=0}^{n}\exp(-c^{-1}2(n-j)(1-\epsilon))|\{(f^{**}+2>2j\}|$
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(最後の不等式のところで $c$ は大きいものに取り換えた).
この評価を用いて,

$\sum_{n=0}^{\infty}2^{np}|\{g^{*}>2^{n}\}|$

$\leqq c\sum_{0n=}2^{np}\sum_{0j=}\exp(-c-12(n-j)(1-\epsilon))|\{(f^{**}+2>2^{j}\}|$

$=c \sum_{j=0}^{\infty}2^{j}p|\{(f$

.

$**2+>2^{j} \}|\sum^{\infty}2(n-j)p\mathrm{e}n=j\mathrm{x}\mathrm{p}(-C-12(n-j)(1-\epsilon))$

$\leqq c\sum_{j=0}^{\infty}2^{j}p|\{(f**2>2^{j}+\}|$

$\leqq c||f^{**}+2||^{p}L^{p}\leqq c$ .

方, $n<0$ については $|\{g^{*}>2^{n}\}|\leqq|\Omega|=1$ より, あきらかに,

$n=- \sum_{\infty}^{-1}2np|\{g^{*}>2^{n}\}|\leqq\sum_{n=-\infty}2^{n}p\leqq-1C$ .

こうして

$||g||_{Hp}^{p}=||g^{*}||p \approx Lpn=-\sum 2np|\{\infty\infty g*n>2\}|\leqq c$

が示された. 命題 53の証明終わり.

6 マルチンゲールの積

61. これ以後の節においては $A$ を $\mathcal{V}arrow \mathcal{V}$ の線型写像とする.
$\mathcal{V}$ における内積を, $x={}^{t}(x_{1}, x_{2}, x_{3}),$ $y={}^{t}(y_{1}, y_{2}, y_{3})$ のとき

$\}$

$\langle x, y\rangle=\sum_{i=1}$
X

$3$

iyi

で定義する. この内積に関する $A$ の随伴作用素を $A’$ とする.

62定義. マルチンゲール $g=(g_{J})$ と $h=(h_{J})$ の積 $f=(f_{J})$ を

$f_{J}=(\tau_{Ag})_{J}h_{J}-gJ(TA’h)_{j}$ (13)

で定義する.
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6.3定理. $g=(g_{J})$ と $h=(h_{J})$ がマルチンゲールならば, (13) で定義される $f=(f_{J})$

もマルチンゲールである. 更に, $0<P,$ $q,$ $r<\infty,$ $1/p=1/q+1/r$ なる $p,$ $q,$ $r$ に対
して,

$||f||_{H^{p}}\leqq c||g||_{H}q||h||_{H^{r}}$ . (14)

[証明] 定義 (13) から

$f_{J(i)}-f_{J}$

$=$ $(T_{Ag})_{J}(h_{j}(i)-h_{J})+((T_{A}g)J(i)-(TAg)_{j})hj$

$+((T_{A}g)_{J}(i)-(\tau Ag)J)(h_{J}(i)-hJ)$

$-g_{J}((\tau_{A}\prime h)_{J}(i)-(T_{A’}h)_{J})-(gJ(i)-g_{j})(TA\prime h)_{j}$

$-(gj(i)-gJ)((\tau A\prime h)_{J()}i-(\tau_{A}Jh)_{J})$ .

$i=1,2,3$ についての和をとると, $g,$ $T_{A}g,$ $h,$ $T_{A’}h$ がマ)レチンゲールであることか
ら右辺の第 1, 2, 4, 5項の和は $0$ になるから,

$\sum_{i=1}^{3}(f_{J(}i)-fj)$

$= \sum_{i=1}^{3}((T_{A}g)_{J}(i)-(T_{A}g)_{J})(h_{J}(i)-h_{J})$

$- \sum_{i=1}^{3}(g_{J}(i)-g_{J})((\tau_{A^{\prime h)_{J()}-(\tau_{A}J}}ih)_{J})$

$=\langle\triangle_{J}(T_{A}g), \triangle_{J}(h)\rangle-\langle\triangle_{J}(g), \triangle_{J}(\tau_{A^{\prime h}})\rangle$

$=\langle A\triangle_{J}(g), \triangle_{J}(h)\rangle-\langle\triangle_{J}(_{\mathit{9})}, A’\triangle_{J}(h)\rangle$

$=0$ .

ゆえに $(f_{J})$ はマルチンゲールである.
最大関数について, 各 $x\in\Omega$ において不等式

$f^{*}(x)\leqq(T_{Ag})^{*}(x)h*(_{X})+g(_{X}*)(TA’h)*(X)$

が成り立つから, H\"older の不等式と命題 53から (14) が得られる. 証明終わり.

7 内山の因数分解定理
7.1定理 ([U2]). $0<p,$ $q,$ $r<\infty$ かつ $1/p=1/q+1/r$ とする. $A:\mathcal{V}arrow \mathcal{V}$ が実の
固有値を持たないと仮定する. このとき, $f=(f_{J})\in H^{p}$ かつ $f_{\Omega}=0$ なるすべての
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マルチンゲール $f$ に対して, $g=(g_{J})\in H^{q},$ $h=(h_{J})\in H^{r}$ , かつ $g_{\Omega}=h_{\Omega}=0$ なる

マルチンゲール $g$ と $h$ が存在して,

$f_{J}=(\tau_{Ag})_{J}hJ-gj(T_{A}\prime h)J$ $(\forall J\in \mathcal{I})$

と書ける. 更に, $g,$ $h$ は,

$||g||Hq||h||H^{r}\leqq c||f||_{H^{\mathrm{p}}}$

をみたすようにとれる.

注意: $\dim \mathcal{V}=2$ だから実固有値をもたない $A$ は存在する.
この定理を少し書き換えておく. そのためにいくつか記号を導入する.

72記号. $\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$ で 2項横ベクトルの空間を表す. $\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$ の元は $\vec{x},\vec{y}$ などで表す. $\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$

における内積を, $\vec{x}=(x_{1}, x_{2}),\vec{y}=(y_{1}, y_{2})$ のとき

$\vec{x}\cdot\vec{y}=\sum_{j=1}x_{j}yj2$

と定義する.
$\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$ に値をとるマルチンゲールを実数値のマルチンゲールと同様に定義する. すな
わち, $\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{W}}^{2}$ -値のマルチンゲールとは, $\mathcal{I}$ を添字集合とする $\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$ の元の族 $\vec{f}=(\vec{f_{J}})_{J\in \mathcal{I}}$

であって, すべての $J\in \mathcal{I}$ に対して

$\vec{f_{J}}=\frac{\vec{f_{j(1)}}+\vec{f}J(2)+\vec{f_{j}}(3)}{3}$

をみたすもののことである.

Rr2ow値のマルチンゲール $\vec{f}=(\vec{f_{J}})$ にたいしても, $\triangle_{J}(f\vec{)}$ を, 実数値のマルチン
ゲールのときと同様に,

$\triangle_{J}(f\vec{)}=(\vec{f_{J(}}3)-\vec{fJ}\vec{f_{J(2)}}-\vec{f}\vec{f_{J(1}})-\vec{f_{J}J})$

で定義する. $\triangle_{J}(f\vec{)}$ は $3\cross 2$ 型の行列で, 各列の成分の和は $0$ である.

また, $\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$ -値のマルチンゲールに対しても, 実数値のマルチンゲールと同様に, 最
大関数や $L^{p},$ $H^{p}$ , BMO クラスのマルチンゲールを定義する. (実数に対して絶対値
をとったところを $\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$ のベクトルのノルムで置き換える, という原則.) Rr2ow-値マ
ルチンゲールの $L^{p},$ $H^{p}$ , BMO クラスも実数値のときと同じ記号 $L^{p},$ $H^{p}$ , BMO で

表すことにする.

73. さて, $g=(g_{J}),$ $h=(h_{J})$ を実数値のマルチンゲールとして,

$\vec{g}_{J}=((\tau_{Ag})_{J,g_{J}})$ , $\vec{h}_{J}=(h_{J}, -(\tau_{A’}h)J)$
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とおくと, $(\vec{g}_{J}),$ $(\vec{h}_{J})$ は $\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$ -値のマルチンゲールであり, 62で定義した $g$ と $h$ の

積 $f=(f_{J})$ は

$f_{J}=(T_{A}g)_{jj}h-g_{j}(\tau_{A};)_{J}=\vec{g}_{J}\cdot \text{つ_{}J}$

と書ける. また, $\triangle_{J}(\vec{g}),$ $\triangle_{J}(\vec{h})$ は

$\Delta_{J}(\vec{g})==(\triangle_{J}(T_{A}g), \triangle J(g))=(A\triangle_{J}(g), \triangle_{j}(g))$ ,

$\triangle_{J}(\vec{h})=(\triangle J(h), -\triangle_{J}(\tau A’h))=(\triangle_{J}(h), -A’\triangle_{J}(h))$ ,

という形をしている. もしも, $g=(g_{J})\in H^{q}(0<q<\infty)$ ならば, $T_{A}$ の $H^{q}$ 有界性
(命題 53) により, $\vec{g}=(\vec{g}_{J})\in H^{q}.\cdot$ であり, $\vec{h}$ についても同様である. .

次の定義を導入しよう.

74定義. $\mathcal{V}\cross \mathcal{V}$ の部分空間 $S,$ $S’$ を

$S=\{(A_{X}, X) ; x\in \mathcal{V}\}$ ,

$S’=\{(y, -A’y) ; y\in \mathcal{V}\}$

で定義する. $\vec{g}=(\vec{g}_{J})$ が Rr2ow殖のマルチンゲールで, すべての $J\in \mathcal{I}$ に対して
$\triangle_{J}(\vec{g})\in S$ であるとき, すを S-マルチンゲールという. $\vec{h}=(\vec{h}_{J})$ が Rr2ow-値のマル
チンゲールで, すべての $J\in \mathcal{I}$ に対して $\triangle_{J}(\vec{h})\in S’$ であるとき, $\vec{h}$ を $S’-$マルチン

ゲールという.

さて, 以上のことから, 定理 7.1は次のように言い替えられる.

75定理. $0<p,$ $q,$ $r<\infty$ かつ $1/p=1/q+1/r$ とする. $A.\cdot‘ \mathcal{V}arrow \mathcal{V}$ が実の固有値
を持たないならば, $f=(f_{J})\in H^{p}$ かつ $f_{\Omega}=0$ なるすべての実数値マルチンゲール

$f$ に対して, S-マルチンゲール $\vec{g}=(\vec{g}_{J})\in H^{q}$ と $S’-$マルチンゲール $\vec{h}=(\vec{h}_{J})\in H^{r}$

で $\vec{g}_{\Omega}$
$=\vec{h}_{\Omega}=0arrow$ なるものが存在して,

$f_{J}=\vec{g}_{Jj}.\vec{h}$ $(\forall J\in \mathcal{I})$

と書ける. 更に, $\vec{g}$ と $\vec{h}$ は

$||\vec{g}||Hq||\vec{h}||H^{r}\leqq c||f||_{H^{p}}$ .

にとれる.

8 線型代数

8.1この節を通じて, $A:\mathcal{V}arrow \mathcal{V}$ は実の固有値を持たない線型写像であると仮定する.
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定理 75(=定理 7.1) を証明するために線型代数の補題をいくつか準備する.

82記号. $3\cross 2$ 行列

$X=$ , $Y=$
に対して,

$X\cdot Y=\in \mathbb{R}^{3}$

と書く. $3\cross 2$ 行列 $X$ のノルム $|X|$ は $X$ の 6個の成分の 2乗の和の平方根として
定義する. $1={}^{t}(1,1,1)\in \mathbb{R}^{3}$ と書く. 実数 $b$ や横ベクトル $\vec{a}\in \mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$ に対して, $1b$

や $1\vec{a}$ は行列としての積を表す, すなわち

$1b=$ , $1\vec{a}=$ .

83補題. 次のような正の定数 $C_{8.3}$ がある: $\vec{a}\in \mathbb{R}_{\mathrm{r}\circ \mathrm{W}}^{2}$ かっ同 $=1$ なるすべての $\vec{a}$

に対して

$\{X\cdot(1\vec{a});x\in S, |X|\leqq C_{8.3}\}\supset\{u\in v;|u|\leqq 1\}$ ,
$\{(1\vec{a})\cdot Y;Y\in S’, |Y|\leqq C_{8.3}\}\supset\{u\in v;|u|\leqq 1\}$ .

[証明] 有限次元での話だから, $|\vec{a}|=1$ なる $\vec{a}\in \mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$ を任意にひとつ固定したと
き, 2つの写像

$S\ni X\mapsto X\cdot(1\vec{a})\in \mathcal{V}$ ,
$S’\ni Y-\rangle(1\vec{a})\cdot Y\in v$

がいずれも全射であることを言えばよい. 上の写像が全射であることを示そう. 下
の方も同様に示される.

$\dim S=\dim \mathcal{V}(=2)$ だから, 線型写像 $S\ni X\vdasharrow X\cdot(1\vec{a})\in \mathcal{V}$ が全射であること
を言うには, それが単射であることを言えばよい.

$X={}^{t}(x_{123}^{arrowarrowarrow}, x, X)\in S$ かつ $X\cdot(1\vec{a})={}^{t}(0,0, \mathrm{o})\in \mathbb{R}^{3}$ と仮定する. このとき, $x_{j}^{arrow}$

$(j=1,2,3)$ はいずれも $\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{W}}^{2}$ において $\vec{a}$ と直交する. $\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$ における $\vec{a}\neq 0arrow$ の直交補
空間は 1次元だから, 行列 $X$ の階数は $0$ または 1である. $X\in S$ より $X=(Ax, x)$
$(x\in \mathcal{V})$ と書けるから, 行列 $X$ の階数が 1だったとすると, $x$ が $A$ の固有ベクトル
であることになり, $A$ が実固有値を持たないという仮定に反する. ゆえに $X$ の階数
は $0$ すなわち $X=0$ でなくてはならない. 証明終わり.
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8.4補題. $Ax=A_{X}’$ なる $x\in \mathcal{V}$ は $x=0$ に限る.

[証明] $\mathcal{V}$ における線型写像 $A-A’$ は歪対称だから, 対応する行列は対角化可能
であり, かつその 2つの固有値は複素共役な 2つの純虚数である. $\mathcal{V}\ni x\neq 0$ かつ

$Ax=A_{X}’$ なる $x$ があったとする. すると, $0$ が $A-A’$ のひとつの固有値だから,
$A-A’$ の固有値は $0$ しがなくて, 更に対角化できることから, $A-A’=0$ となる.

ゆえに $A$ は対称で, したがって実固有値を持つ. これは仮定に反する. 証明終わり ‘

8.5補題. $Y\in S’$ かつ $Y\neq 0$ ならば, 写像 $S\ni X-rx\cdot Y\in \mathcal{V}$ は全射である.

[証明] $S$ と $S’$ の定義より, $Y\in S’$ かつ $X\in S$ のとき $X\cdot Y\in \mathcal{V}$ であることは直
ちにわかる.

$\dim S=\dim \mathcal{V}(=2)$ だから, $Y\in S’$ かつ $Y\neq 0$ のとき, 線型写像 $S\ni X\mapsto$

$X\cdot Y\in \mathcal{V}$ が単射であることを示せばよい.
そこで, $x\in \mathcal{V},$ $0\neq y\in \mathcal{V}$ で,

$X=(Ax, x)=\in S$,

$Y=(y, -A^{J}y)=\in S’$ ,

かつ $X\cdot Y=0\in \mathbb{R}^{3}$ であると仮定して, $X=0$ を示そう. $X\cdot Y=0$ を成分ごとに

書くと,

$\{$

$(A_{X})_{1y-X}11(A\prime y)1=0$

$(Ax)_{2y2}-X_{2}(A’y)2=0$

$(A_{X})3y_{3}-x_{3}(A\prime y)3=0$

(15)

である.
もしも $y_{1}=(A’y)_{1}=0$ なら, $y$ と $A’y$ は, ともに $\mathcal{V}$ の部分空間 $\{z\in \mathcal{V};z_{1}=0\}$

に喫すが, この部分空間は 1次元だから, $y$ が $A’$ の固有ベクトルということになり,
$A$ が実固有値を持たないという仮定に反する. ゆえに $(y_{1}, (A’y)_{1})\neq(0,0)$ . したがっ
て, (15) の第 1式から,

$x_{1}=a_{1}y_{1}$ かつ $(Ax)1=a_{1}(A^{;_{y}})1$

なる $a_{1}\in \mathbb{R}$ がある.

同様に,

$x_{2}=a_{2}y_{2}$ かつ $(Ax)2=a_{2}(A’y)2$ ,

$x_{3}=a_{3y_{3}}$ かつ $(Ax)_{3}=a3(A’y)3$
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なる $a_{2},$ $a_{3}\in \mathbb{R}$ がある.
もしも $(a_{1}, a_{2}, a_{3})\neq(a, a, a)(\forall a\in \mathbb{R})$ ならば, $a={}^{t}(a_{1}, a_{2}, a_{3})\in \mathbb{R}^{3}$ とおくと, 上

の関係式と, $x,$ $Ax\in \mathcal{V}$ それぞれの 3つの成分の和が $0$ であることから, $y$ と $A’y$

はともに $\mathbb{R}^{3}$ において $a$ に直交する. すると, 空間

$v\cap\{_{Z\in \mathbb{R}}3 z\perp a\}$

は 1次元の線型空間だから, $A’y$ と $y$ とは平行である. これは $A$ が実固有値を持た
ないという仮定に反する.
ゆえに $a_{1}=a_{2}=a_{3}=a$ である、 すると $x=ay$ かつ $Ax=aA’y$ だから

$Ax=A_{X}’$ . 補題 84より $x=0$ . ゆえに $X=0$ . 証明終わり.

86補題. 次のような正定数 $C_{8.6}$ がある: $carrow,\vec{d}\in \mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$ かつ $|c$], $|d\vec{|}\leqq 1/C_{8.6}$ ならば,

$\{(1_{C}^{arrow}+X)\cdot(1\vec{d}+Y)-(1_{C}^{arrow})\cdot(1d\vec{)};X\in S, Y\in S’, |X|\vee|Y|\leqq C_{8.6}\}$

$\supset\{u\in \mathcal{V};|u|\leqq 1\}$ .

[証明] $Y_{0}\in S’,$ $|Y_{0}|=1$ なる $Y_{0}$ をひとつ固定する. $C\geqq 1$ が十分大きいとし,
$|c\neg,$ $|d\vec{|}\leqq 1/C$ で, $u\in \mathcal{V},$ $|u|\leqq 1$ とする. このとき方程式

$X\cdot(1\vec{d}+Y_{0})=u-(1_{C}^{arrow)}\cdot Y_{0}$ (16)

が $X\in S,$ $|X|\leqq C’$ なる解を持つことが言えれば十分である. ( $C’$ は $carrow,\vec{d,}u$ に依
らない正定数である; $C_{8.6}$ は $C_{8.6}= \max.\{c, c^{J}\}$ にとればよい. ) 方程式 (16) の右
辺は $\mathcal{V}$ のベクトルでノルム $\leqq 1+1/C\leqq 2$ だから, 少し–般にして, $v\in \mathcal{V}$ かっ

$|v|\leqq 2$ のとき,

X $\cdot$ $(1\vec{d}+Y\mathrm{o})=v$

が $X\in S,$ $|X|\leqq C’$ なる解を持つことを言えばよい. この最後のことは, $C$ を十分
大きくとっておけば, 補題 85から簡単な摂動の議論により導くことができる. 証明
終り.

9 BMO マルチンゲールの因数分解

定理 75を証明する前に, 次の BMO マルチンゲ一 $\mathrm{K}\mathrm{s}$の因数分解定理を示そう.

9.1定理. 線型写像 $A:\mathcal{V}arrow \mathcal{V}$ は実固有値を持たないと仮定する. $f=(f_{J})$ は実数
値の BMO マルチンゲール, $||f||_{\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{o}}\leqq 1,\vec{a},$ $barrow\in \mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2},$ $f_{\Omega}=\vec{a}\cdot barrow$, と仮定する. この
とき, 以下のような $\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$ -塁マルチンゲール $\vec{g}=(\vec{g}_{J}),\vec{h}=(\vec{h}_{J})$ が存在する:

(i) $\vec{g}=(\vec{g}_{J})$ は $S-$マルチンゲール, $\vec{h}=(\vec{h}_{J})$ は $S’-$マルチンゲール;

(ii) $\vec{g}_{\Omega}=\vec{a}$ , $\vec{h}_{\Omega}=barrow,\cdot$
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(iii) すべての $J\in \mathcal{I}$ に対して $\vec{g}_{J}\cdot\vec{h}_{J}=f_{J}$ ;

(iv) $||\vec{g}||_{\mathrm{B}\mathrm{M}}0\leqq C$ かつ $||\vec{h}||\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{o}\leqq c$;

(V) $\triangle_{J}(f)=0$ なる $J$ については $\triangle_{J}(\vec{g})=\triangle_{j}(\vec{h})=0$ ;

(Vi) すべての $\lambda>0$ に対して,

1 $\{(\vec{g}-g_{\Omega})^{*}arrow>\lambda\}|\leqq c\exp(-\lambda/c)$ ,
$|\{(\vec{h}-\vec{h}_{\Omega})^{*}\text{ゆ}>\lambda\}|\leqq c\exp(-\lambda/c)$ .

[証明] 条件 (i), (ii), (iii) を満たす $.\mathbb{R}_{\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{w}}^{2}$-値マルチンゲール $\vec{g}=(\tilde{g}_{J})$ と $\vec{h}=,(\vec{h}_{J})$ を

帰納的に構成する.
$\vec{g}_{\Omega}=\vec{a},\vec{h}_{\Omega}=barrow$ から始める. $\vec{g}_{J},\vec{h}_{J}$ が $J \in\bigcup_{k=0}^{n}\mathcal{I}_{k}(n\geqq 0)$ までできていたと仮

定して, 各 $K\in \mathcal{I}_{n+1}$ に対して $\vec{g}_{K}$ , $\vec{h}_{K}$ を定めたい. そのためには, 各 $J\in$ ろに対し
て $\vec{g}j(i),\vec{h}_{J(i)}(i=1,2,3)$ を決めればよい.
以下 $J\in$ ろをひとつ固定して $\vec{g}_{J(i)},\vec{h}_{J(i)}$ の取り方を述べる. 帰納法の仮定によ

り, $\vec{g}_{J}\cdot\vec{h}_{j}=fJ$ が成り立っている.
以下の記号を使う.

$d_{J}=\triangle_{J}(f)=\in \mathcal{V}$ ,

$U_{J}=\triangle_{J}(\vec{g})\in S$, $V_{J}=\triangle_{J}(\vec{h})\in s’$ .

( $d_{J}$ は与えられていて, $U_{J}$ と $V_{J}$ はこれから定める. )
上の記号と \S 8の記号を使うと

$\cdot=(1\vec{g}_{j}+UJ)\cdot(1\vec{h}_{J}+VJ)$ ,

$=1f_{J}+d_{J}=(1\vec{g}_{J})\cdot(1\vec{h}_{J})+d_{J}$

である. (下の式の最後の等号は帰納法の仮定. ) 帰納法のステップを進めるために
は, $U_{J},$ $V_{J}$ を,

$U_{J}\in S$ , $V_{J}\in S’$ , (17)
$(1\vec{g}_{J}+U_{J})\cdot(1\vec{h}_{J}+V_{J})=(1\vec{g}_{J})\cdot(1\vec{h}_{J})+d_{J}$ (18)
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を満たすように取ればよい.
3つの場合にわける.
場合 1: $|\vec{g}_{J}|\leqq 1$ かつ $|\vec{h}_{J}|\leqq 1$ のとき.

このときは, 補題 86より,

$(1(\vec{g}_{J}/C_{8.6})+X)\cdot(1(\tilde{h}_{J}/C_{8.6})+Y)$

$=(1(\vec{g}_{J}/C_{8.6}))\cdot(1(\vec{h}_{J}/C_{8.6}))+d_{J}/C_{8.6}^{2}$ ,

$X\in S$, $Y\in S’$ , $|X||Y|\leqq C_{8.6}$

なる $X,$ $Y$ がとれる. ( $||f||_{\mathrm{B}\mathrm{M}}0\leqq 1$ より $|d_{J}|\leqq$ 而だから, $C_{8.6}$ は十分に大きい

としてよいので, $|d_{J}/C_{8.6}^{2}|\leqq 1$ は成り立っている. ) そこで, $d_{J}\neq 0$ のときはこの
$X,$ $Y$ を用いて $U_{J}=c_{8.6}x,$ $V_{J}=C_{8.6}\mathrm{Y}$ と定め, $d_{J}=0$ のときは $U_{J}=V_{J}=0$ と

定める.
そうすると, (17), (18) は成り立ち, 更に評価

$|U_{J}|\vee|V_{j}|$

.
$\leqq C_{8.6}^{2}$

が成り立つ. 各 $K=J(i)(i=1,2,3)$ について,

$|\vec{g}_{K}|\leqq|\vec{g}_{J}|+|U_{J}|\leqq 1+C_{8.6}2$

で, $|\vec{h}_{K}|$ についても同様だから,

$|\vec{g}_{K}|\vee|\vec{h}_{K}|\leqq 1+C_{8.6}2$ (19)

が成り立つ.
場合 2: $|\vec{g}_{J}|>|\vec{h}_{J}|$ かつ $|\vec{g}_{J}|>1$ のとき.

このとき, もしも $d_{J}=0$ なら $U_{J}=V_{J}=0$ にとる. もし $d_{J}\neq 0$ なら, 補題 83
により

1 $(|\vec{g}j|^{-1}\vec{g}J)\cdot Y=|d_{J}|^{-}1d_{j}$ , $Y\in S’$ , $|Y|\leqq C_{8.3}$

なる $Y$ が存在するから, $V_{J}=|d_{J}||\vec{g}_{J}|^{-1}Y$ にとり, $U_{J}=0$ とする. いずれの場合に
も (17), (18) は成り立ち, 更に

$|U_{J}||V_{J}|=|V_{J}|\leqq C_{8.3}|d_{J}||\vec{g}J|^{-1}\leqq C_{8.3}|d_{J}|$ . (20)

また, 各 $K=J(i)(i=1,2,3)$ について, $|\vec{g}_{K}|=|\vec{g}_{J}|>|\vec{h}_{J}|$ だから,

$|\vec{g}_{K}|\vee|\vec{h}_{K}|\geqq|_{\vec{\mathit{9}}J}||\tilde{h}_{j}|$ (21)

が成り立つ.
場合 3: $|\vec{g}_{J}|\leqq|\vec{h}_{J}|$ かつ $|\vec{h}_{J}|>1$ のとき.
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$d_{J}=0$ なら, $U_{J}=V_{J}=0$ にとる. $d_{J}\neq 0$ なら, 補題 83より

$X\cdot(1|\vec{h}_{J}|^{-}1\vec{h}_{J})=|d_{J}|^{-}1d_{j}$ , $X\in S$, $|X|\leqq C_{8.3}$

なる $X$ が存在するから, $U_{J}=|d_{J}||\vec{h}_{J}|^{-1}X$ にとり, $V_{J}=0$ とする. 場合 2と同様
に, (17), (18) は成り立ち, 更に

$|U_{J}||V_{J}|=|U_{J}|\leqq C_{8.3}|\vec{h}_{J}|^{-}1|d_{j}|\leqq C_{8.3}|d_{J}|$ , (22)

および, 各 $K=J(i)(i=1,2,3)$ について,

$|\vec{g}_{K}|\vee|\vec{h}_{K}|\geqq|\vec{g}_{J}|\vee|\vec{h}_{J}|$ (23)

が成り立つ.
以上のようにして帰納的に定義した $\vec{g}=(\vec{g}_{J}),\tilde{h}=(\vec{h}_{J})$ が定理の条件を満たすこ
とを示そう.
条件 (i), (ii), (iii), (v) が成り立つことは構成法から明かである. 条件 (vi) は John-

Nirenberg の定理 (\S 2) によっ,て条件 (iv) から出るので, (iv) が成り立つことを示せ
ばよい. $\vec{g}$ も $\vec{h}$ も同様に扱えるからすの方だけ, すなわち $||\vec{g}||_{\mathrm{B}}\mathrm{M}\mathrm{O}\leqq C$ だけ示す.

2つの場合を分けて考える.
$\underline{|\vec{a}|}\vee|b|arrow>1$ の場合.

このときは, (21) と (23) により, すべての $J\in \mathcal{I}$ について, $|\vec{g}_{J}||\vec{h}_{J}|>1$ であっ

て, (20), (22) より, $|U_{J}|\leqq C_{8.3}|d_{J}|$ となる. ゆえに命題 36を使って

$||\vec{g}||\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{o}\leqq c8.3||f||\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{o}\leqq C_{8.3}$

が言える.
$|\vec{a}||b|arrow\leqq 1$ の場合.
このときは, triadic interval の族 $\mathcal{G}$ を

$\mathcal{G}=\{J\in \mathcal{I};|\vec{g}_{J}|\mathrm{v}|\vec{h}_{j}|>1\}$

で定義する. $\Omega\not\in \mathcal{G}$ である. (21) と (23) によって, $J\in \mathcal{G}$ かつ或 $i=1,2,3$ につい
て $K=J(i)$ のとき $K\in \mathcal{G}$ である. このことから, triadic interval $J,$ $K$ について,

$K\subset J\in \mathcal{G}$ ならば $K\in \mathcal{G}$ (24)

が言える.
マルチンゲール $\vec{g}$ を

$\vec{g}_{R}=\vec{a}+J\sum_{\supset\overline{R}}w_{j}[U_{J}](R)=\vec{g}^{(}R+\vec{g}^{(2}R)1)$
,

$\vec{g}_{R}^{(1)}=\vec{a}+\sum_{Qj\not\in,J\supset\tilde{R}}W_{J}[Uj](R)$
,

$\overline{g}_{R}^{(2)}=\sum_{J\in g,J\supset\tilde{R}}wJ[U_{J}](R)$
,

(25)
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と 2つにわける. $\vec{g}^{(1)}=(g_{R}^{1)})_{R}\triangleleft\in \mathcal{I}$ と $\vec{g}^{(2)}=(\vec{g}_{R}^{(2)})_{R}\in \mathcal{I}$ はともに Rr2ow-値のマルチン
ゲールである.

$\vec{g}^{(2)}$ については, $J\in \mathcal{G}$ のとき (20), (22) によって $|U_{J}|\leqq C_{8.3}|d_{J}|$ だから, 命題

3.6を使って,

$||\vec{g}^{(2)}||_{\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{O}}\leqq c8.3||f||\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{o}\leqq C_{8.3}$

がわかる.
$\vec{g}^{(1)}$ については,

$|\vec{g}_{R}^{(1)}|\leqq 1+C_{8.6}^{2}$ $(\forall R\in \mathcal{I})$

が成り立つ. 実際, $R\neq\Omega$ かつ $\tilde{R}\not\in \mathcal{G}$ ならば, (24) によって $J\supset\tilde{R}$ なるすべての
$J\in \mathcal{I}$ が $J\not\in \mathcal{G}$ だから, $\overline{g}_{R}^{(1)}=\vec{g}_{R}$ であって, (19) により $|\vec{g}_{R}^{(1)}|=|\vec{g}_{R}|\leqq 1+C_{8.6}^{2}$ . ま

た, $R\neq\Omega$ かつ $\tilde{R}\in \mathcal{G}$ ならば, $\tilde{R}\subset K\in \mathcal{G}^{\max}$ なる $K\neq\Omega$ があり, (24) によって
$\vec{g}_{R}^{(1)}=\vec{g}_{K}$ となり, 従って再び (19) により $|\vec{g}_{R}^{(1)}$ $|=|\vec{g}_{K}|\leqq 1+C_{8.6}^{2}$ となる. 最後に
$R=\Omega$ については $|\vec{g}_{\Omega}^{(1)}|=|\vec{a}|\leqq 1$ である.

ゆえに命題 25と命題 37から

$||\vec{g}^{(1)}||_{\mathrm{B}\mathrm{M}}0\leqq||^{arrow}g||_{L}\infty\leqq 1+C_{8.6}^{2}$ .

以上の $\vec{g}^{(1)}$ とす (2) の評価を合わせて

$||\vec{g}||_{\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{O}}\leqq||\vec{g}^{(1)}||_{\mathrm{B}\mathrm{M}\mathrm{o}}+||g^{(2)}|\prec|_{\mathrm{B}\mathrm{M}}0\leqq C8.3+1+c^{2}8.6$ .

定理 9.1の証明終わり.

92注意. (1) 上記の証明で, すの BMO ノルムを評価するのに, 場合 2, 3の $J$ につ

いて,

$|U_{J}|\leqq C_{8.3}|dJ|$

を使ったが, (20) と (22) では, これより強い

$|U_{J}|\leqq C_{8.3}(|\vec{g}_{J}||\vec{h}J|)-1|d_{J}|$

という評価が得られている. この強い評価を使うと, 定理 9.1の (vi) より強く

$|\{(\vec{g}-\vec{g}_{\Omega})*>\lambda\}|\leqq c\exp[-\lambda(|\vec{a}|\vee|b|arrow\lambda)/c]$

$\leqq c\exp(-\lambda^{2}/c)$ $(\forall\lambda>0)$

という評価を示すことができる. $\vec{h}$ についても同様である.

(2) $U_{J},$ $V_{J}$ の作り方を少し換えると, すべての $J\in \mathcal{I}$ について

$|U_{J}|\vee|V_{J}|\leqq c|d_{J}|^{1/2}$

が成り立つようにすることもできる.
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10 内山の因数分解定理の証明

定理 75を証明しよう. 基本となるアイデアは, \S 5において特異積分作用素の $H^{p}$

有界性 (命題 53) を BMO 有界性 (命題 52) から導いた議論と同じである.
$f=(f_{J})$ はマルチンゲールで, $f_{\Omega}=0$ とする. また, $||f||H^{p}=1$ としてよい.

各非負整数 $n$ に対して, triadic interval の族仇, $\mathcal{H}_{n}$ とマルチンゲール $f^{(n)}$ を命
題 53の証明と同じに定義する.
求める $\mathbb{R}\mathrm{L}\mathrm{w}$-値マルチンゲール $\vec{g},\vec{h}$ に対して \S 9と同じく

$U_{J}=‘\triangle_{J}(\vec{g})$ , $V_{J}=\triangle_{J}(\vec{h})$

と書く. $\vec{g}$ と $\vec{h}$ も $f$ と同様に分解して,

$\vec{g}_{R}=\sum_{0n=}^{\infty}\vec{g}R(n)$ , (26)

$\vec{h}_{R}=\sum_{0n=}^{\infty}\vec{h}(Rn)$ , (27)

$\vec{g}_{R}^{(n)}=\sum_{J\in \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n+}1}wJ[U_{J}](R)$
, (28)

$\vec{h}_{R}^{(n)}=\sum_{+n1 ,J\supset\tilde{R}}^{\supset\tilde{R}}wJ[V_{J}]J\in \mathcal{H}_{n}\backslash J\mathcal{H}(R)$ (29)

と書く.
次のことに注意しよう:

$J,$ $R\in \mathcal{I}$ , $J\supset\tilde{R}$ , $\tilde{R}\not\in \mathcal{H}_{n+1}\Rightarrow J\not\in \mathcal{H}_{n+1}$ .

このことと, 列 $\{\mathcal{H}_{n}\}$ が減少列であることから, $\tilde{R}\not\in \mathcal{H}_{n+1}$ ならば

$f_{R}= \sum_{J\not\in \mathcal{H},J\supset\tilde{R}^{+1}n}w_{J}[d_{J}](R)=\sum_{i=0\grave{J}i}^{n}\sum_{\in \mathcal{H}\backslash \mathcal{H}}W_{j}[dj](R)=\sum_{i=0}^{n}f(Ri)$

(ただし $d_{J}=\triangle j(f)$ ) となる. すなわち,

$\tilde{R}\not\in \mathcal{H}_{n+1}\Rightarrow f_{R}=\sum_{i=0}^{n}f(Ri)$ . (30)

$\vec{g}$ と $\vec{h}$ についても同様で,

$\tilde{R}\not\in \mathcal{H}_{n+1}\Rightarrow\vec{g}_{R}=\sum_{i=0}^{n}\vec{g}^{(}R\mathrm{i})j\mathfrak{h}^{\mathrm{a}}0\vec{h}_{R}=.\sum_{i=0}^{2}\vec{h}nR(i)$. (31)
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さて, $n$ に関する帰納法によって, 以下の条件 $(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ をみたす $g^{n)}\triangleleft,\vec{h}^{(n)}(n=$

$0,1,2,$ $\cdots)$ を構或しよう:

(i) $\vec{g}^{(n)}$ は (28) の形をした $S$-マルチンゲール (すなわち, そこの $U_{J}\in S$);

(ii) $\vec{h}^{(n)}$ は (29) の形をした $S’-$マルチンゲール (すなわち, そこの $V_{J}\in s’$ );

(iii) $\tilde{R}\not\in \mathcal{H}_{n+1}$ のとき,

$( \sum_{i=0}^{n}\vec{g}_{R}^{()})i$ . $( \sum_{i=0}^{n}\vec{h}_{R}(i))=\sum_{i=0}^{n}f(Ri)$ .

このようなす (n), $\vec{h}^{(n)}$ が構成されたら, (26), (27) によって $\vec{g}$, $\vec{h}$ を定義すれば,

(iv) すは $S$-マルチンゲール, $\vec{h}$ は s’-マルチンゲール,

(v) $\vec{g}_{\Omega}=\vec{h}_{\Omega}=0arrow$ ,

(Vi) すべての $R\in \mathcal{I}$ に対して $\vec{g}_{R}\cdot\vec{h}_{R}=f_{R}$ ,

となる. ( $(\mathrm{v}\mathrm{i})$ は (iii) と (30), (31) による. )
そこで, $\vec{g}^{(i)},\vec{h}^{(i^{)}}$ が $i=0,1,$ $\cdot\cdot:,$ $n-1$ まではできていたと仮定する. ($n=0$ の

ときにはこの仮定は vacuous に成り立っている. )
$\vec{g}^{(n)}$ と $\vec{h}^{(n)}$ を構成するには, すべての $J\in \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n}+1$ に対して $U_{J}\in S$ と $V_{J}\in S’$

とを決めればよい. 帰納法の仮定と (30) と (31) によって, $\tilde{R}\not\in \mathcal{H}_{n}$ のときは条件
(iii) の等式は, $\vec{g}^{(n)},\vec{h}^{(n}$ ) を (28), (29) の形にとる限り, そのとり方にかかわらず成り
立つ. ゆえに, すべきことは, 条件 (iii) の等式が $\tilde{R}\in \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n+1}$ なるすべての $R$ に

対して成り立つように $U_{J}\in S$ と $V_{J}\in S’$ を $J\in \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n+1}$ に対して決めることで
ある.

$\tilde{R}\in \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n+1}$ ならば, $K\in \mathcal{G}_{n}^{\max}$ かつ $K\supset\tilde{R}$ なる $K$ が唯ひとつ存在する. $R$

と $K$ がこの状況にあるとする. すると, triadic interval $J$ について,

$J\not\in \mathcal{H}_{n}$ かつ $J\supset\tilde{R}\Leftrightarrow J\supset\tilde{K}$ ,
$J\in \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n}+1$ かつ $J\supset\tilde{R}\Leftrightarrow K\supset J\supset\tilde{R}$

であるから,

$\sum_{0i=}^{n}\vec{\mathit{9}}_{R}^{(}=\sum i)[U_{J}](K)+$

$\sum_{n_{J},j\supset\tilde{K}n}w_{J}wJ\not\in \mathcal{H}J\in \mathcal{H}K\supset\backslash \mathcal{H}\supset\frac{n}{R}+1J[U_{J}](R)$

$= \sum_{i=0}^{n-1}gK+\sum_{K\supset j}\triangleleft i)[Uj](W_{J}R)J\in \mathcal{H}n\backslash \mathcal{H}\supset\tilde{R}n+1$

$= \sum_{i=0}^{n-1}\vec{g}_{KR}+\vec{g}^{(n})(i)$
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となる. 同様に,

$\sum_{i=0}^{n}\vec{h}R(i)=\sum_{i=0}^{n-1}\vec{h}_{K}^{(i})+\sum_{\supset K\supset J\tilde{R}}w_{J}[VJ](R)J\in \mathcal{H}n\backslash \mathcal{H}n+1$ ’

$f_{R}=f_{K}+f_{R}^{(n)}$

である.

したがって, $K\in \mathcal{G}_{n}^{\max}$ をひとつ固定して,

$J\in \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n}+1$ かつ $J\subset K$

なる各 $J$ について $U_{J}\in S$ と $V_{J}\in S’$ を決めて, $R\in \mathcal{I},$ $R\subset K$ なるすべての $R$ に

対して

$( \sum_{i=0}^{n-1}\vec{g}_{K}^{()}+\sum_{J\in}iW_{J}[U_{J}](R)1K\supset \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}J\supset\tilde{R}n+1^{\cdot}\cdot(\sum_{i=0}^{n-1}\vec{h}_{K}^{(i)}+\sum_{\mathcal{H}j\in n\backslash \mathcal{H}}w_{j}[VJ](R)\supset\frac{n}{R}1=f_{K}+f_{R}(n)$

(32)

が成り立つようにできたら, すべての $K\in \mathcal{G}_{n}^{\max}$ に対するそのような $U_{J}$ と巧を集
めて, 構或すべきず (n) と $\vec{h}^{(n)}$ が得られることになる.
そこで, $K\in \mathcal{G}_{n}^{\max}$ をひとつ固定する.
まず, 帰納法の仮定によって,

$(n \sum_{i=0}^{1}\vec{g}_{K}-(i))$ . $(^{n-} \sum_{i=0}^{1}\vec{h}_{K}(i))=f_{K}$

が成り立っている. ($n=0$ のときは, $K=\Omega$ で, 上の等式は $\mathrm{o}$ .$\mathrm{o}_{=}\mathrm{o}_{=}arrowarrow f_{\Omega}$ で成り

立つ) また, $f^{(n)}$ については

$||f^{(n)}||_{L}\infty\leqq 3\cdot 2^{n}$ , (33)
$\triangle_{J}(f^{(n)})\neq 0\Rightarrow J\in \mathcal{H}_{n}\backslash H_{n}+1$ (34)

が成り立つ (\S 5参照). ゆえに, BMO マルチンゲールの因数分解定理 (\S 9) を $\Omega$ を

$K$ で置き換えて使うことができ, 次のような $\tilde{U}_{J},\tilde{V}_{J}$ が得られる :

(a) $\tilde{U}_{J}\in S,\tilde{V}_{J}\in s’(J\in \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n+1}, J\subset K)$;
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(b) すべての $R\subset K,$ $R\in \mathcal{I}$ に対して,

$(3 \cdot 2^{n})^{-p}/q\text{れ}n\sum^{\triangleleft}-1g_{K}^{i)}+$

$\sum$ $w_{J}[\tilde{U}j](R)$

$i=0$
$J\in \mathcal{H}_{n_{J\supset\tilde{R}^{+1}}}K\supset\backslash \mathcal{H}n$

. $|(3 \cdot 2^{n})^{-p}/r\text{れ}n\sum\vec{h}_{K}(i)+-\perp$
$\sum$ $w_{J}[\tilde{V}_{J}](R)$

$($
$i=0$

$J\in \mathcal{H}_{n}K\supset J\supset\tilde{R}^{+1}\backslash \mathcal{H}n$

$=(3\cdot 2^{n})^{-1}fK+(3\cdot 2^{n})^{-}1f(n);R$

(c) すべての $\lambda>0$ に対して,

$| \{x\in K;\sup_{K\supset R\ni x}|J\in \mathcal{H}_{n}\sum_{K\supset J\supset\tilde{R}}W_{J}[\tilde{U}_{J}](R)\backslash \mathcal{H}n+1|>\lambda\}|\leqq c\exp(-\lambda/C)|K|$ ,

$| \{x\in K;\sup_{RK\supset\ni x}|_{J\in \mathcal{H}}K\supset J\supset\tilde{R}^{+}\tilde{V}\sum_{1n\backslash \mathcal{H}n}w_{J}[J](R)|>\lambda\}|\leqq c\exp(-\lambda/C)|K|$ .

そこで, $J\in \mathcal{H}_{n}\backslash \mathcal{H}_{n+1},$ $J\subset K$ なる各 $J$ に対して

$U_{J}=(3\cdot 2^{n})^{p/q}\tilde{U}J$ , $V_{J}=(3\cdot 2^{n})^{p}/r\tilde{V}_{J}$

とおく. すると, もちろん $U_{J}\in S,$ $V_{J}\in S’$ であり, (32) が成り立ち, さらに, すべて
の $\lambda>0$ に対して

$| \{x\in K;\sup_{K\supset R\ni x}|_{J\in \mathcal{H}}K\supset\supset\tilde{R}(\sum_{n_{J}}wJ[U_{J}]R)\backslash \mathcal{H}_{n+1}$

$| \{x\in K;\sup_{K\supset R\ni x}|_{J\in \mathcal{H}_{n}\backslash +1}K\supset J\supset(\sum_{\frac{n}{R}}WJ[V_{J}]R)\mathcal{H}$

$>(3\cdot 2^{n})^{p/q}\lambda\}$

$>(3\cdot 2^{n})^{p/r_{\lambda}}\}$

$\leqq c\exp(-\lambda/c)|K|$ ,

$\leqq c\exp(-\lambda/c)|K|$ .

も成り立つ.
以上で, $n$ に関する帰納法により, 条件 $(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ をみたす $\overline{g}^{\not\in n)},\vec{h}^{(n)}(n=0,1,2, \cdots)$

を構成することができ, したがって (iv), (v), (vi) をみたすマルチンゲール $\vec{g},\vec{h}$ が

得られた.
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さらに, 上で構成した $\vec{g}^{(n)}$ については,

$|\{(^{\triangleleft n}g))^{*}>(3\cdot 2^{n})^{p/}q\lambda\}|\leqq c\exp(-\lambda/c)|\{f^{**}+2>2^{n}\}|$ ,
$\{(\vec{g}^{(n)})*>0\}\subset\{f^{**}+2>2^{n}\}$

が成り立ち, $\tilde{h}^{(n)}$ についても同様の評価 ($p/q$ は $p/r$ で置き換える) が成り立つ (\S 5
の (11), (12) 参照). これらの評価から .

$||\vec{g}||_{H^{q}}=||(\vec{g})^{*}||_{Lq}\leqq c$,
$||\vec{h}||_{H^{r}}=||(\vec{h})^{*}||L^{\Gamma}\leqq c$

を導くのは \S 5と同様にできるから省略する. 定理 75は証明された.
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