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1 準備

$(M^{m}, g)$ をアダマール多様体, すなわち, 単連結, 連結, 完備な ${}^{\mathrm{t}}i-$マン多様体で非正
な断面曲率をもつものとする. 速さ 1の測地線 $\gamma_{1},$ $\gamma_{2}$ : $[0, \infty)arrow M$ に対して

$\gamma_{1}\sim\gamma_{2}\Leftrightarrow$ ある定数 $C>0$があって任意の $t\geq 0$ に対して $d_{M}(\gamma_{1}(t), \gamma_{2}(t))\leq C$

と定義する. $M$ 上の速さ 1の測地線全体の集合をこの同値関係で割った空間を $M(\infty)$ で

表わし, これを $(M, g)$ の無限遠境界とよぶ. また, $\overline{M}:=M\cup M(\infty)$ を Eberlein-O’Neill
によるコンパクト化という. いま $(M, g)$ がアダマール多様体であるから, $M$ は $\mathrm{R}^{m}$ に微

分同型であり, さらに $\overline{M}$ 上には自然な位相が定義でき, 位相同型 $\overline{M}\simeq\{x\in \mathrm{R}^{m}||x|\leq$

$1\},$ $M(\infty)\simeq S^{m-1}$ が成り立つ.

例 1. 実双曲型空間型.
実双曲型空間型のモデルとして

$\mathrm{D}^{m}=(\{x\in \mathrm{R}^{m}||x|<1\},$ $\frac{1}{(1-|x|^{2})2}\sum_{i=1}^{m}(dx^{i})^{2}\mathrm{I}$

をとる. このとき $\overline{\mathrm{D}^{m}}$ は単位開球 $\{x\in \mathrm{R}^{m}||x|<1\}$ の, $\mathrm{R}^{m}$ の通常の位相に関する閉包
と –致し, $\mathrm{D}^{m}(\infty)=S^{m-1}$ である.

例 2. 複素双曲型空間型.
複素双同型空間型のモデルとして

$\mathrm{B}^{m}=($ { $z\in \mathrm{C}m|$ I $<1$ }, $\frac{1}{(1-|z|^{2})2}\sum_{i,j=1}^{m}\{(1-|Z|2)\delta ij+\overline{z}Z\}ijd_{Z}id_{\overline{Z}\mathrm{I}}j$

をとる. このとき $\overline{\mathrm{B}^{m}}$ は単位開球 $\{z\in \mathrm{C}^{m}||z|<1\}$ の, $\mathrm{C}^{m}$ の通常の位相に関する閉包
と –致し, $\mathrm{B}^{m}(\infty)=S^{2m-1}$ である.

また $\mathrm{D}^{m},$ $\mathrm{B}^{m}$ にはそれぞれ $\mathrm{R}^{m},$ $\mathrm{C}^{m}$ 内の境界付き多様体としての微分構造が入る. 以
下, 写像の境界までの微分可能性を論じる際には, この微分構造を用いるものとする.

$(M^{m}, g),$ $(N^{n}, h)$ をリーマン多様体, $v\in C^{2}(M, N)$ とする. $M$ の双対コンパクトな領
域 $D$ に対して汎関数 $E_{D}$ を

$E_{D}(v)= \frac{1}{2}\int_{D}|dv|^{2}dX$
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で定義する. このとき $u\in C^{2}(M, N)$ が調和写像であるとは, 任意の双対コンパクトな領
域 $D$ に対して $u$ が $E_{D}$ の停留点になっていることとする. いま $x\in M,$ $u(X)\in N$ の局所

座標系を $(U;(X^{1}, \ldots, X^{m})),$ $(V;(u^{1}, \ldots, u^{n}))$ とおく. このときオイラー・ラグランジュ方程

式は

$\tau(u)\alpha\triangle Mu^{c}+X\sum=\sum_{\gamma i,j}m=1\beta,=1ngijN\mathrm{I}_{\beta\gamma}^{\urcorner\alpha}(u)u^{\beta}u_{j}^{\gamma}=\mathrm{o}i$
$(1\leq\alpha\leq n)$

で与えられる. ただし, $\triangle_{M}$ は $(M, g)$ のラプラス作用素, t) 一マン計量 $g$ の成分行列を

$(g_{ij})$ と表わすとき $(g^{ij})=(g_{ij})^{-1}$ , また $N \mathrm{F}\oint_{\gamma}$ \iota よ $(N, h)$ の接続係数である.

アダマール多様体間の調和写像に関して, 次の問題が考えられる.

(調和写像の無限遠境界値問題)
$(M, g),$ $(N, h)$ をアダマール多様体とする. 与えられた写像 $f\in c^{0}(M(\infty), N(\infty))$ に対

して調和写像 $u\in C^{2}(M, N)$ で $u|_{M(\infty)}=f$ を満たすものを見つけよ.

境界付きコンパクトリーマン多様体間の調和写像の境界値問題に関しては Hamilton によ

る結果が知られている. その場合には, リーマン計量が境界まで定義されていることが本
質的に重要であった. アダマール多様体には Eberlein-O’Neill によるコンパクト化が考えら
れるが, このときリーマン計量は境界まで定義されない, すなわち–般にその成分関数は

境界で発散してしまう. これより, 調和写像の方程式は境界で主部 (ラプラス作用素) が退

化する 2階の楕円型偏微分方程式になり, 境界値問題の解の–意性や存在, 微分可能性を

導き出すのが著しく困難になる、 しかし逆にこのことより, アダマール多様体間の調和写

像の境界値になりうる写像は, ある種性質のいいものではないかと期待される. したがっ

て, まずどのような写像が調和写像の境界値として現れるのかを特徴づけようという試み
は自然なことである、 これに関する結果を 2つ紹介する.

Definition. $(M, g),$ $(N, h)$ をアダマール多様体とする. 写像 $u\in C^{0}(M, N)$ が固有な写

像であるとは, $x_{i}arrow M(\infty)$ なる $M$ 内の任意の点列 $\{x_{i}\}$ に対して, $u(x_{i})arrow N(\infty)$ がな

りたつことである.

Fact 1. $(\mathrm{A}\mathrm{k}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathrm{a}\mathrm{w}\mathrm{a}[\mathrm{A}\mathrm{k}], \mathrm{L}\mathrm{i}- \mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{m}[\mathrm{L}\mathrm{T}\mathrm{l}])$

$u\in C^{2}(\mathrm{D}^{m}, \mathrm{D}^{n})\cap c^{1}$ ( $\overline{\mathrm{D}^{m}}$ , Dr) を固有な調和写像とする. $(r, \theta^{1}, \ldots, \theta^{m}-1),$ $(\rho, \eta^{1}, \ldots, \eta)n-1$

をそれぞれ $\mathrm{D}^{m},$ $\mathrm{D}^{n}$ の極座標系とするとき, $\mathrm{D}^{m}(\infty)$ において次が成立.

$\{$

$(m-1)\rho_{r}^{2}=e(f)$ ,

$\eta_{r}^{\alpha}=0,$ $\rho_{\theta^{i}}=0$ $(1\leq i\leq m-1,1\leq\alpha\leq n-1)$ .

ただし, $f=u|_{\mathrm{D}^{m}()}\infty$ であり, $e(f)$ は $f$ を球面から球面への写像と見たときの, 標準計量

に関するエネルギー密度関数をあらわす.
特に $m=n=2$ のときには

$\rho_{r}^{2}=\eta_{\theta}^{2}$ , $\eta_{r}=\rho_{\theta}=0$

110



がなりたつので $u$ は無限遠境界では conformal map と同じふるまいをすることがわかる.

Fact 2. (Donnelly [Do])
$m,$ $n\geq 2$ とする. $u\in C^{2}(\mathrm{B}^{m}, \mathrm{B}^{n})\cap C^{1}(\overline{\mathrm{B}^{m}}, \overline{\mathrm{B}^{n}})$ を固有な調和写像, $f=u|_{\mathrm{B}^{m}()}\infty$ とする.

このとき次が成立.
$d_{p}f(H_{p})\subset H_{f(p)}$ $\forall p\in \mathrm{B}^{m}(\infty)$ .

ここで $\mathrm{B}^{m}(\infty)=S^{2m-1}$ であり, Hopf fiber $S^{2m-1}arrow \mathrm{C}P^{m-1}$ の点 $p\in S^{2m-1}$ における水

平方向を $H_{p}$ と表した. $S^{2m-1}$ 上には自然に接触形式 $\xi$ が定義され, 各点 $P$ で $H_{p}$ はその

零丁空間になる. したがって, とくに $m=n$ のとき, $f$ は接触構造を保存する写像となる.

Note. Akutagawa, Li-Tam, Donnelly はそれぞれ, 境界写像が満たすべき必要条件を導く
だけでなく, 無限遠境界値問題の解の–意性, 存在, および微分可能性に関する結果を得
ている. 詳しくは [Ak], [LT1], [LT2], [LT3], [Do] を参照のこと.

2 主定理

前節であげた 2つの例はいずれも同じタイプの双曲型空間型の間の調和写像に関する結
果であったが, この節では複素双曲型空間型から実双曲型空間型への固有な調和写像が境
界で満たすべき条件を調べ, 次の定理を証明する.

Theorem. $m,$ $n\geq 2,$ $u\in C^{2}(\overline{\mathrm{B}^{m}}, \overline{\mathrm{D}^{n}})$ を固有な調和写像とする. このとき, $u$ の境界値

は定数写像.

以下, $m,$ $n\geq 2$ とする. また $S^{2m-1}$ で $\mathrm{B}^{m}$ の無限遠境界を表す.
$\mathrm{B}^{m},$ $\mathrm{D}^{n}$ の座標系はユークリッド空間の直交座標系 $z=(z^{1}, \ldots, z^{m})\in \mathrm{B}^{m},$ $x=$

$(x^{1}, \ldots, x^{n})\in \mathrm{D}^{n}$ を用いる. [LN] にならって $\mathrm{C}^{m}$ の global なベクトル場 $N,$ $X_{j}(1\leq j\leq m)$

を

$[$ $N= \sum_{i=1}^{m}z^{i_{\frac{\partial}{\partial z^{i}’}}}$

$X_{j}= \sum_{=i1}(m\delta_{i}j-Z\overline{Z})ij\frac{\partial}{\partial z^{i}}=\frac{\partial}{\partial z^{j}}-\langle\frac{\partial}{\partial z^{j}}, N\rangle N$

で定義する. ここで $\langle\cdot, \cdot\rangle$ は $\mathrm{C}^{m}$ の Hermite内積. このとき,

$\bullet$
$N+\overline{N}$ は $S^{2m-1}$ の単位外法線ベクトル場.

$\bullet$ $\{X_{j}+\overline{X}_{j}, \sqrt{-1}(X_{j}-\overline{X}_{j}), \sqrt{-1}(N-\overline{N})\}_{j=1}m$ は $TS^{2m-1}$ の basis.

また, 次の等式が成立.

Fact $3.(\mathrm{L}\mathrm{i}- \mathrm{N}\mathrm{i}[\mathrm{L}\mathrm{N}])$ .
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(1) $\sum_{j=1}^{m}z^{j}X_{j}=(1-|z|^{2})N$.

(2) $L= \sum_{j=1}^{m}x_{j}\overline{x}_{j}+(m-|z|^{2})\overline{N}+(1-|z|2)N\overline{N}=\sum_{j=1}\overline{x}_{j}x_{j}+(m-|z|2)N+(1-|\mathcal{Z}|^{2})\overline{N}Nm$ .

$f_{-}’^{\backslash ^{\backslash }}.\sim \text{し}$ ,

$L= \sum_{1i,,j=}^{m}(\delta ij-z^{i}\overline{Z}^{j})\frac{\partial^{2}}{\partial z^{i}\partial_{\overline{Z}}j}$.

Lemma 1. $u\in C^{2}(\mathrm{B}m, \mathrm{D}^{n})$ に対して

$\tau(u)^{\alpha}=(1-|z|^{2})[Lu^{\alpha}+\frac{2}{a(u)(z)}\{(Nu^{\alpha})\langle\overline{N}u, u\rangle+(\overline{N}u^{\alpha})\langle Nu, u\rangle-u^{\alpha}|Nu|^{2}\}]$

$+ \frac{2}{a(u)(z)}\sum_{j=1}^{m}\{(X_{j}u)\alpha\langle\overline{x}ju, u\rangle+(\overline{X}_{j}u^{\alpha})\langle xju, u\rangle-u^{\alpha}|x_{j}u|^{2}\}$

が成立. ただし,

$a(u)(z)= \frac{1-|u(_{Z})|^{2}}{1-|_{Z|^{2}}}$

Proof.

$\tau(u)^{\alpha}=(1-|Z|^{2})\sum_{ji,=1}^{m}(\delta ij-Z^{ij}\overline{z})^{\frac{\partial^{2}}{\partial z^{i}\partial_{\overline{Z}}j}}$

$+2(1-|z|^{2}.)(1-|u(z)|^{2})-1 \sum\sum_{\beta i,j=1,\gamma=1}(mn\delta_{i}j-z\overline{Z}^{j})i(u^{\beta}\delta\alpha\gamma+u\delta_{\alpha}\beta+u\delta_{\beta\gamma}\alpha)\gamma u_{\overline{J}}u_{i}^{\gamma\beta}$

$=(1-|Z|^{2})Lu^{\alpha}$

$+2a(u)(z)^{-1} \beta\sum_{1=}\sum_{j1}^{m}n=[\{\sum_{i=1}^{m}(\delta ij-Z^{i}\overline{Z}j)u_{i}\}\alpha u\beta\beta u_{\overline{J}}$

$+ \{\sum_{1i=}^{m}(\delta ij-z^{i}\overline{Z}^{j})u^{\beta}i\}u\overline{J}\alpha u^{\beta}+\{\sum_{1i=}^{m}(\delta ij-z\overline{z})ij\beta\}uu^{\alpha}u^{\beta}i\overline{j}]$

$=(1-|Z|^{2})Lu^{\alpha}$

$+2a(u)(Z)-1 \sum_{\beta=1}^{n}\sum_{1j=}m\{(x_{j}u)\alpha uu\beta\beta\overline{J}+(X_{j}u)\beta u_{\overline{J}}\alpha u^{\beta}+(X_{j}u)\beta uu\alpha\beta\overline{J}\}$.

$—(*1)$
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ここで $\frac{\partial}{\partial\overline{z}^{j}}=\overline{X}_{j}+z^{j}\overline{N}$ を用いて

$(*1)=(1-|Z|^{2})Lu^{\alpha}$

$+2a(u)(Z)^{-1} \sum_{1\beta=}nj\sum_{=1}^{m}\{(xju^{\alpha})u^{\beta}(\overline{X}ju^{\beta}+z^{j}\overline{N}u^{\beta})$

$+(X_{j}u^{\beta})u^{\beta}(\overline{X}ju^{\alpha}+z^{j}\overline{N}u^{\alpha})+(X_{j}u^{\beta})u^{\alpha}(\overline{X}ju^{\beta}+z^{j}\overline{N}u^{\beta})\}$

$=(1-|Z|^{2})Lu^{\alpha}$

$+2a(u)(Z)^{-}1 \sum_{\beta=1}^{n}[_{j=}\sum_{1}^{m}\{(Xju)\alpha(u\overline{x}_{j}\beta u^{\beta})+(\overline{X}_{j}u^{\alpha})(u^{\beta}x_{j}u^{\beta})+u^{\alpha}(X_{j}u^{\beta})(\overline{x}_{j}u^{\beta})\}$

$+ \{(u^{\beta}\overline{N}u^{\beta})(\sum^{m}j=1z^{j}Xj)u\alpha+(\overline{N}u^{\alpha})u\beta(\sum_{j=1}mz^{j}Xj)u\beta+u^{\alpha}(\overline{N}u^{\beta})(\sum_{j=1}^{m}Zxj)ju^{\beta}\}]$

$=(1-|Z|^{2})Lu^{\alpha}$

$+2a(u)(Z)^{-1} \sum_{1\beta=}^{n}\sum_{j=1}^{m}\{(X_{j}u)\alpha(u\overline{X}_{j}u^{\beta})\beta+(\overline{X}_{j}u^{\alpha})(u^{\beta}xju^{\beta})+u^{\alpha}(X_{j}u^{\beta})(\overline{x}_{j}u^{\beta})\}$

$+2(1-|z|^{2})a(u)(z)^{-1} \beta\sum=1\{(Nu^{\alpha})(u\overline{N}\beta u^{\beta})+(\overline{N}u)\alpha(uN\beta u)\beta+u(\alpha Nu^{\beta})(\overline{N}u)\beta\}$

$=(1-|z|^{2})[Lu^{\alpha}+ \frac{2}{a(u)(z)}\sum_{\beta=1}^{n}\{(Nu)\alpha(u^{\beta}\overline{N}u^{\beta})+(\overline{N}u^{\alpha})(uN\beta\beta u)-u^{\alpha}(Nu)\beta(\overline{N}u^{\beta})\}]$

$+ \frac{2}{a(u)(z)}\sum_{j=1\beta 1}^{m}\sum^{n}\{=(xju^{\alpha})(u^{\beta}\overline{x}ju^{\beta})+(\overline{X}_{j}u^{\alpha})(u^{\beta}xju\beta)-u^{\alpha}(xju)\beta(\overline{x}_{j}u^{\beta})\}$ .

口

Lemma 2. ( $[\mathrm{L}\mathrm{N}$ , Lemma 2.1]). 関数 $f\in C^{2}(\mathrm{B}m)\cap C1(\overline{\mathrm{B}m})$ をとる. このとき, 任意の点
$S^{2m-1}$ に対して, 点列 $\{z_{j}\}_{j=}^{\infty}\iota\subset \mathrm{B}^{m}$ で次をみたすものが存在する.

(1) $z_{j}arrow z_{0}$ $(jarrow\infty)$ .

(2) $\mathcal{J}^{arrow}\mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{m}\{(1\infty-|z|^{2})\overline{f}(Lf)\}(zj)=0$ $J’arrow\infty$ .

以上の準備のもとにまず次の Proposition を示す.

Proposition 1. $u\in C^{2}(\mathrm{B}^{m}, \mathrm{D}^{n})\cap C^{1}(\overline{\mathrm{B}^{m}}, \overline{\mathrm{D}^{n}})$ を固有な調和写像とする. このとき $S^{2m-1}$

上で次が成立.
$X_{j}u^{\alpha}=0$ , $\overline{X}_{j}u^{\alpha}=0$ $(1 \leq j\leq m, 1\leq\alpha\leq n)$ .
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Proof. $u^{\alpha}\in \mathrm{R}$ に注意して調和写像の方程式 (Lemma 1) から

$0=a(u)(Z)\langle \mathcal{T}(u), u\rangle$

$=a(u)(z)(1-|z|^{2})\langle Lu, u\rangle+2(1-|z|2)(2|\langle Nu, u\rangle|2-|u|^{2}|Nu|^{2})$

+2 $\sum_{j=1}^{m}(2|\langle xju, u\rangle|2-|u|2|X_{j}u|^{2})$ .

任意の $z_{0}\in S^{2m-1}$ に対して, Lemma 2で定まる点列 $\{z_{j}\}_{j=1}^{\infty}$ を取る. 上式に $z_{j}$ を代入し

$jarrow\infty$ とすれば
(1st term) $arrow 0$ , (2nd term) $arrow 0$ .

また

(3rd $\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}$) $arrow 4\sum_{j=1}|\langle X_{j}u, u\rangle|2-2\sum_{j=1}|u|^{2}|x_{j}u|^{2}$
.

したがって $|u(z_{0})|^{2}=1$ に注意して

$(*2)$ 2 $\sum_{j=1}^{m}|\langle X_{j}u, u\rangle|^{2}=\sum^{m}j=1|X_{j}u|2$ .

方 $S^{2m-1}$ 上で $|u|^{2}\equiv 1$ より

$0=X_{j}|u|^{2}=2\langle x_{j}u, u\rangle$ .

これを $(*2)$ の左辺へ代入して

$\sum_{j=1}|x_{j}u|2=0$
.

よって $S^{2m-1}$ 上で

$X_{j}u^{\alpha}=0$ $(1\leq j\leq m, 1\leq\alpha\leq n)$

が成立. また $u^{\alpha}\in \mathrm{R}$ より

$\overline{X}_{j}u^{\alpha}=0$ $(1\leq j\leq m, 1\leq\alpha\leq n)$ at $S^{2m-1}$ .

$\square$

Proposition 2. $u\in C^{2}(\overline{\mathrm{B}^{m}}, \overline{\mathrm{D}^{n}})$ を固有な調和写像とする. このとき,

$(N-\overline{N})u^{\alpha}=0$ $(1\leq\alpha\leq n)$ .

Proof. Fact (2) より $S^{2m-1}$ 上で等式

$(m-1)(N- \overline{N})=\sum j=1m(x\overline{X}j-j\overline{X}_{j}x_{j})$
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が成り立つことに注意すれば, Proposition 1から

$(m$ –1 $)(N- \overline{N})u^{\alpha}=\sum_{j=1}^{m}(X_{j}\overline{X}_{j}-\overline{X}jxj)u^{\alpha}=0$

口

Proof of Theorem. Proposition 1, 2より $S^{2m-1}$ 上で

$X_{j}u^{\alpha}=\overline{X}_{j}u^{\alpha}=(N-\overline{N})u^{\alpha}=0$

が成り立つ. よって, 固有な調和写像 $u$ の境界値は定数写像である。 口

実はもっと強く次のことがわかる.

Proposition 3. $u\in C^{2}(\overline{\mathrm{B}m}, \overline{\mathrm{D}^{n}})$ を proper な harmonic map とする. このとき,

$Nu^{\alpha}=0$ , $\overline{N}u^{\alpha}=0$ $(1 \leq\alpha\leq n)$ .

Note. この Proposition より $S^{2m-1}$上で $(N+\overline{N})u^{\alpha}=0$ , すなわち $u$の動径方向の微分は境

界で $0$ になることがわかる.

Proof. Fact (2) と Proposition 1より

$(*3)$ $Lu^{\alpha}=(m-1)Nu^{\alpha}=(m-1)\overline{N}u^{\alpha}$ .

よって, とくに $Nu^{\alpha}=\overline{N}u^{\alpha}\in \mathrm{R}$ であり

$\langle Lu, u\rangle=(m-1)\langle Nu, u\rangle$ .

方 $S^{2m-1}$ 上で $X_{j}u^{\alpha}=0,\overline{x}ju^{\alpha}=0$ であることと $u\in C^{2}(\overline{\mathrm{B}m}, \overline{\mathrm{D}^{n}}),$ $\tau(u)=0$ より

$(*4)$ $a(u)(z)Lu^{\alpha}+4Nu^{\alpha}\langle Nu, u\rangle-2u|\alpha Nu|^{2}=0$.

ここで $Nu^{\alpha}=\overline{N}u^{\alpha}\in \mathrm{R}$ を使った. これより

$a(u)(Z)\langle Lu, Nu\rangle=-4|Nu|^{2}\langle Nu, u\rangle+2\langle Nu, u\rangle|Nu|^{2}$

$=-2\langle Nu, u\rangle|Nu|^{2}$ .

方, $(*3)$ より
$a(u)(Z)\langle Lu, Nu\rangle=(m-1)a(u)(z)|Nu|2$ .

よって

$\{(m-1)a(u)(Z)+2\langle Nu, u\rangle\}|Nu|^{2}=0$ .
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ここで
$a(u)(_{Z})=2\langle Nu, u\rangle$

に注意して, 結局

$(*5)$ $2m\langle Nu, u\rangle|Nu|^{2}=0$ .

他方, $(*3),$ $(*4)$ の両辺に $u^{\alpha}$ を掛けて $\alpha$ で和をとることによって

$\langle Lu, u\rangle=(m-1)\langle Nu, u\rangle$ ,

$a(u)(_{Z})\langle Lu, u\rangle+4\langle Nu, u\rangle 2-2|Nu|^{2}=0$

をえる. これらから

$(m-1)a(u)(Z)\langle Nu, u\rangle+4\langle Nu, u\rangle 2-2|Nu|^{2}=0$.

この両辺に $|Nu|^{2}$ を掛けることによって $(*5)$ から

$|Nu|^{2}=0$

をえる. 口
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