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以下, 3次元多様体はつねに向き付け可能かつ連結であると仮定する. この小論では, 3
次元多様体間の写像度 $\deg(f)$ が零でない固有写像 $f$ : $Marrow N$ について考える. このよ

うな $\deg(f)\neq 0$ の写像が存在するとき, $N$ は $M$ によって ldeg(f)l-支配されるまたは簡
単に支配されるという.
特に我々が関心を持っているのは, これらの $M,$ $N$ が双曲多様体の場合である.

まずは Kirby の問題集 [7] にある Y. Rongの問題 3.100を考える.

問題 1(Y. Rong). 次の (i), (ii) において, $M$ は任意の 3次元閉多様体とする.

(i) $M$ に 1-支配される既約な 3次元閉多様体 $N$ は (位相同型を除いて) 有限個か.

(ii) 次の性質をみたすような定数 $n(M)\in \mathrm{N}$ は存在するか.

$\deg(f_{i})=1$ である写像の列 :

$Marrow M_{1}arrow Mf_{0}j12^{arrow}j_{2}...arrow M_{n}f_{n-1}$

を考える. ただし, $M_{j}(j=1, \ldots, n)$ は既約な 3次元閉多様体とする. もしこの列の

長さ $n$ が $n(M)$ 以上であれば, みの中の少なくとも–つはホモトピー同値写像である.

問題 1(i) に関連した結果としては, 基本群が有限の Seifert多様体で $M$ に 1-支配される

ものは有限個であることが Hayat-Legrand, Wangおよび Zieschang [$6|$ によって証明されて

いる. また最近Wang と Zhou [19] によって, 基本群が無限の Seifert多様体や Sol多様体の
場合にも同様の結果が成り立つことが証明された. これら以外の幾何的 3次元多様体すな

わち双曲多様体の場合には次が成り立つ.

定理 1(Soma [13]). $M$ を任意の 3次元閉多様体とする. このとき, $M$ によって支配され

る双曲多様体は有限個である.

定理 1の「支配」は 1-支配に限定されていないことに注意せよ. 以上の結果をまとめる

と, 任意の 3次元閉多様体が 1-支配する幾何的 3次元多様体は有限個であることが分かる.
それでは, 幾何的でない 3次元多様体の場合はどうなるであろうか. Thurstonの幾何化予
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想 [18] では, 幾何的でない既約な 3次元閉多様体はすべて Haken多様体と考えられてい
る. しかし, $M$ によって 1-支配される Haken多様体が有限個かどうかは分かっていない.
Thurstonの–意化定理 [18], [8] によると, Haken多様体 $N$ は適当な有限個の非圧縮トー
ラスによっていくつかの Seifert多様体と双曲多様体の直和に分解される. この分割に現れ
る全ての双曲多様体の直和を $\mathcal{H}(N)$ で表し, これを $N$ の双曲部分という. 次の結果は, 定
理 1の「双曲部分版」である.

定理 2(Soma [14]). $M$ を任意の 3次元閉多様体とする. このとき, $M$ によって支配され
る Haken多様体 $N$ の双曲部今 $\mathcal{H}(N)$ の位相型は高々有限個である.

問題 1(i) が正しければ, (ii) の方も ‘ほとんど正しい. 正確には,「 $(\mathrm{i})$ の正解」 $+$「予想 :
既約な 3次元閉多様体の基本群は residually finite

$\text{である」は_{}J_{2}}$
「 $(\mathrm{i}\mathrm{i})$ の正解」を含む. Rong

[11] 自身は, $\deg(f_{i})=1$ 写像の無限列 $M_{0}$ A $M_{1}arrow M_{2}arrow\cdotsarrow j_{n-1}M_{n}-^{n}f$ . . . (ただ

し各 $M_{j}$ は幾何的または Haken閉多様体) は必ず一つはホモトピ–同値写像を含むことを
証明した. この結果と定理 2を組み合わせると, 有限列に関しても同様な結果が証明でき
る. それが次の定理の主張である.

定理 3(Soma [13]). 任意の 3次元閉多様体 $M$ に対し, 次の性質をみたすような定数 $n(M)\in$
$\mathrm{N}$ が存在する.

$Marrow M_{1}f_{0}arrow M_{2}arrow J_{1}J_{2}$ . . . $arrow j_{\hslash-}1M_{n}$

を $\deg(f_{i})=1$ 写像の有限列とする. ただし, $M_{j}(j=1, \ldots, n)$ は幾何的 3次元多様体ま
たは Haken多様体とする. もしこの列の長さ $n$ が $n(M)$ 以上であれば, みの中の少なく
とも–つはホモトピー同値写像である.

もし Thurston の幾何化予想が正しければ, 全ての既約な 3次元閉多様体は幾何的である
かまたは Hakenであるので, 定理 3が問題 1(ii) の完全な解答を与えることになる.

$f$ : $Marrow N$ を 3次元多様体間の固有写像とする. もし $\deg(f)=1$ ならば, $f_{*}$ :
$\pi_{1}(M)arrow\pi_{1}(N)$ は全射である. そこで, 今度は $\deg(f)=1$ より弱い条件「f は \mbox{\boldmath $\pi$}1-全
射」をみたす写像の列を考える.

Kirby の問題集 [7] にある J. Simon の問題 112 (C) は, 3次元球面 $S^{3}$ 内の結び目 $IC_{1},$ $K_{2},$
$\ldots$

に対し, 補集合間の \mbox{\boldmath $\pi$}1-全射写像ゐ: $S^{3}-I\zeta_{i}arrow S^{3}-I\zeta_{i}+1$ の列を考えていると見なせる.

問題 2(J. Simon). $K$ を $S^{3}$内の結び目とし, $\pi_{1}(S^{3}-K)=G_{0}$ とおく. このとき, 次の
性質をみたすような定数 $n(K)\in \mathrm{N}$ が存在するか.

$G_{0}\varphiarrow G_{1}0arrow G_{2}\varphi_{1}\varphi_{2}arrow$ ... $\varphi n-arrow G_{n}1$
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を各 $\varphi_{i}$ が全射準同型写像であるような有限列とする. ただし, $G_{j}(j=1, \ldots, n)$ は $S^{3}$ 内

の結び目 $I\mathrm{f}_{j}$ の群である; $G_{j}=\pi_{1}(S3-ICj)$ . もしこの列の長さ $n$ が $n(K)$ 以上であれば,

$\varphi_{i}$ の中の少なくとも–つは同型写像である.

もちろん, $S^{3}-K_{i}$ は 1つのエンドを持つ開多様体である. この問題の閉多様体版も考

えられるが, それには既に反例がある. 実際 Reid, Wang と Zhou [10] は次の性質 $(^{*})$ を

みたすような双曲 3次元閉多様体 $M$ を構成した.

$(^{*})$ 任意の
$n\in \mathrm{N}f_{0}$

に対して, $M$ から始まるホモトピー同値でない \mbox{\boldmath $\pi$}1-全射写像の列で長さ

$n$ のもの $Marrow M_{1}arrow M_{2}arrow f_{2}$ . . . $-Jn-1M_{n}$ (各 Mらは双曲閉多様体) が存在する.

彼らは, $M$ が Seifert 閉多様体のときも, $(^{*})$ に対応するような反例 (ただし各 Mろ は

Seifert 賢多様体) を構成している. これらの例とは対照的に, 無限列の場合は次の定理が

成り立つ.

定理 4(Soma [16]).

$G_{0}\varphi-^{0}G1arrow G_{2}\varphi 1\varphiarrow 2$ ... $\varphi_{n-1}-Gn$ $\varphi_{n,arrow}$ .. .

を全射準同型写像の無限列とする. ただし, 各 $G_{i}$ は双曲 3次元多様体 (体積無限でもよ

い) の基本群である. もし $G\mathit{0}$ が有限生成群であれば, 有限個の $n\in \mathrm{N}$ を除いて他のすべ

ての $\varphi_{n}$ は同型写像である.

$S^{3}$ 内の結び目 $K$ の場合に戻る. 結び目群 $G=\pi_{1}(s^{3}-K)$ の character variety (Culler-

Shalen [3] $)$ を $X(G)$ とおく. $X(G)$ はアフィン代数的集合である. 常にというわけではな

いが, $\dim X(G)=1$ となる場合がしばしばある. 例えば, $K$ の外部 $E(K)$ が本質的閉曲

面を含まないときはいつでも $\dim X(G)=1$ である (Cooper et al. [2, \S 2.4| 参照). 補集

合 $S^{3}-K$ が有限体積の双曲構造を持つとき, $K$ を双曲結び目という.

定理 5(Soma [16]). $K$ を $\dim X(Go)=1$ をみたす $S^{3}$内の双曲結び目とする. ただし,

$\pi_{1}(S^{3}-K)=Go.$ $X(G)$ の既約成分の個数を $n(I\mathrm{t}’\mathrm{o})$ とおく. このとき, 全射準同型写像

の列 :
$G_{0}\varphiarrow G01arrow G_{2}\varphi_{1}\varphi_{2}arrow$ . . . $\varphi n-1arrow Gn$

(各 $G_{j}$ は双曲結び目群) の長さ $n$ が $n(I\zeta 0)$ 以上であれば, $\varphi_{i}$ の中の少なくとも–つは同

型写像である.

Gromov-Thurston の剛性定理 [17, Chapter 6] によると, 双曲 3次元閉多様体の間の

$\deg(f)=1$ 写像 $f$ : $Marrow N$ が存在するとき, $\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(M)\geq \mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(N)$ が成り立つ. さら

134



に, 等号 $\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(M)=\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(N)$ が成立するための必要十分条件は $f$ が等長写像にホモトピッ
クになることである. ここでは必ずしもこの等号成立を仮定せずに, 類似の剛性定理を考
える. 定理 1より, $\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(N)$ が $\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(M)$ に十分近ければ, $N$ は $M$ に等長的である. もちろ
んこの「近さ」は, 定義域 $M$ に依存する. そこで, 写像の定義域を固定せずに問題を考
えることにする.

定理 5(Soma [15]). $f_{n}$ : $M_{n}arrow N_{n}(n\in \mathrm{N})$ を双曲 3次元閉多様体間の $\deg(f_{n})=1$ の

写像の列とする. もし $\lim_{narrow\infty}\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(M)n\lim_{n\infty}arrow \mathrm{v}_{0}1(=N_{n})<\infty$ が成り立てば, 有限個の
$n\in \mathrm{N}$ を除いて, 他のすべての $f_{n}$ は等長写像にホモトピックである.

定理 5の証明は, [17] における Gromov-Thurston の剛性定理の証明が基礎となっている.
しかし, 我々の証明ではいかなるエルゴード性も使っていないので, 特別な場合として彼
らの剛性定理の別証明を与えていることになる. 定理 5を使うと, これまでのような下降
写像列ばかりではなく上昇写像列に関する結果も得られる.

系 6(Soma [15]). 任意の正数 $V>0$ に対し, 次の性質をみたすような定数 $n_{0}(V)\in \mathrm{N}$ が
存在する.

$M_{0arrow}M_{1}f1arrow M_{2}arrow j_{2}f_{3}$ . $..arrow\ovalbox{\tt\small REJECT} j_{n}$

をホモトピー同値でない $\deg(fj)=1$ 写像 $f_{j}$ からなる任意の有限上昇列とする. ただし,
各 $M_{\mathrm{j}}(j=0,1, \ldots, n)$ は双曲 3次元閉多様体である. このとき $n\geq n_{0}(V)$ であれば $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

の体積は $V$ 以上である.

※直接引用しなかったものも含め関連する話題を扱っている文献を挙げておく.
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