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1 INTRODUCTION
円環領域の単射性内半径の評価、及び漸近挙動について考える。
まず単射性内半径を定義しよう。 $D$ を Riemann 球面 $\hat{\mathbb{C}}$ 上の領域とするとき、 $D$ の単射性内半径

$\sigma_{I}(D)$ は

$\sigma_{I}(D)=\sup${$\sigma\geq 0:\Uparrow S_{f}||_{D}\leq\sigma\Rightarrow f$ は $D$ 上で単葉}

と定義される。
ただし $||S_{f}||_{D}$ ま、 $D$ における Schwarzian derivative $s_{f}$ の hyperbolic $\sup$ norm で、 $D$ 上解析

的な関数 $f$ に対して次のように定義する。

$S_{f}(z)=( \frac{f’’(Z)}{f’(z)})’-\frac{1}{2}(\frac{f’’(Z)}{f’(_{Z)}})^{2}$

$||S_{f}||_{D}= \sup|S_{f}(z\epsilon DZ)|\rho D(Z)-2$

ここで $\rho_{D}(z)|dz|$ Iま $D$ の hyperbolic metric で、 単位円板 $U$ の hyperbolic metric を

$\rho_{U}(z)|dZ|=\frac{|dz|}{1-|z|^{2}}$

としたとき、

$\rho_{D}(p(z))|p(’)Z|=\rho U(z)$

で与えられる。 ただし $P$ [は $U$ から $D$ への analytic projection とする。

$D$ が単連結領域の場合は、次のような定理がある。

定理 1.1 $(\mathrm{A}\mathrm{h}]\mathrm{f}_{0\mathrm{r}}\mathrm{s}-\mathrm{G}\mathrm{e}\mathrm{h}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}[1])D$ が単連結領域ならば

$\sigma_{I}(D)>0\Leftrightarrow D$ : quasidisc

具体的な領域の $\sigma_{I}(D)$ は計算もされている。

定理 1.2
(1) 単位円板 $U[1]$

$\sigma_{I}(U)=2$
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(2) 無限セクター $S_{k}=\{z\in \mathbb{C} : 0<\arg z<k\pi\}[1]$

$\sigma_{I}(S_{k})=\{$

$2k^{2}$ if $0<k\leq 1$

$4k-2k^{2}$ if $1<k<2$

(3) 最小の角度艙の三角形の内部環、及び外部 $T_{k}^{*}[3]$

$\sigma_{I}(T_{k})=2k^{2}$ $\sigma_{I}(\tau_{k^{*}})=4k-2k^{2}$

(4) 楕円の外部 $E_{r}=\{z=x+iy\in \mathbb{C}:(rx)^{2}+y^{2}>1\}[2]$

$\frac{16}{\pi}\arctan q-\frac{32}{\pi^{2}}(\arctan q)^{2}\leq\sigma_{I}(E_{r})\leq\frac{16}{\pi}\arctan r-\frac{32}{\pi^{2}}(\arctan r)^{2}$

ただし $q=r(2-r^{2})^{-1/2}$

$D$ が多重連結領域のときは、定理 1.1に対応する定理として次が知られている。

定理 1.3 $(\mathrm{O}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{d}\iota 4])D$が有限連結領域ならは

$\sigma_{I}(D)>0\Leftrightarrow$ 境界� D の各成分は、1点又は quasicircle からなる。

ところが定理 12に対応する具体的な多重連結領域の単射性内半径の値はほとんど知られていな
い。 そこでここでは、多重連結領域のなかでも比較的計算のしゃすそうな円環の単射性内半径につ
いて考える。

2 MAIN THEOREM
円環領域 $A_{R}=\{z\in \mathbb{C}^{\sim}.1<|z|<R\}$ の単射性内半径を考える。

定理 21(円環 $A_{R}$ の単射性内半径の評価)

2 $( \frac{\pi-2\alpha}{\pi(\pi-\alpha)})^{2}\leq\sigma_{I}(A_{R})\leq\min(2,$ $\frac{6(\log R)^{2}}{\pi^{2}})$

ただし $\alpha=\arccos(\frac{R-1}{R+1})(0<\alpha<\pi/2)$

系 22(漸近評価)

$\sigma_{I}(A_{R})_{\wedge}\vee(R-1)2$ as $Rarrow 1$

$\lim_{Rarrow\infty}\sigma_{I}(A_{R})\geq\frac{2}{\pi^{2}}$

この定理を証明するために、 まず次の補題を証明する。

補題 23 $B_{R}=\{z\in A_{R} : {\rm Im} z>0\}$ とすると

$\sigma_{I}(B_{R})\leq\sigma I(A_{R})$
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〈証明〉

$f$ を $A_{R}$ から $\hat{\mathbb{C}}$ への有理型関数で $||S_{f}||A_{R}<\sigma_{I(_{\backslash }B_{R})}$ をみたすものとする。 もし $f$ が単射でな
いとすると $\exists z_{1},$ $z_{2}\in A_{R_{\text{、}}}z_{1}\neq z_{2_{\text{、}}}f(z_{1})=f(z_{2})$ となる。 回転により $z_{1},$

$z_{2}\in\overline{B_{R}}$ として良
い。 $B_{R}\subset A_{R}$ より $||S_{f}||_{B}R\leq||S_{f}||_{A}R<\sigma_{I}(B_{R})$。一般に $||S_{f}||_{D}<\sigma_{I}(D)$ なら $f$ ま $\hat{\mathbb{C}}arrow$ むへの
quasiconformal mapping として拡張できる $(\mathrm{c}.\mathrm{f}.[1])$

。
$f|_{B_{R}}$ の $\hat{\mathbb{C}}$ への quasiconformal拡張を $\tilde{f}$ とか

くと $\tilde{f}(z_{1})=\tilde{f}(z_{2})$ となり矛盾。 よって $f$ は $A_{R}$ で単射。 口

次の定理を使えば $\sigma_{I}(B_{R})$ を下から評価できる。

定理 2.4 (Ahlfors’ univalence $\mathrm{c}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}[1]$)

$D$ : quasidisc $\lambda$ : quasiconformal reflection in $\partial D$

$\sigma_{I}(D)\geq 2\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\inf_{Dz\dot{\in}}\frac{|\overline{\partial}\lambda(z)|-|\partial\lambda(z)|}{|\lambda(z)-z|2\rho_{D()^{2}}Z}$

この定理の右辺の $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}$ .inf の中は M\"obius不変、つまり $h$ を M\"obius変換、 $\varphi=h\circ\lambda\circ h-1\text{、}\zeta=h(z)$

とすると、 次の式が成り立つ。

$\frac{|\overline{\partial}\lambda(z)|-|\partial\lambda(z)|}{|\lambda(z)-z|2\rho_{D}(z)^{2}}=\frac{|\overline{\partial}\varphi(\zeta)|-|\partial\varphi(\zeta)|}{|\varphi(\zeta)-\zeta|^{2}\rho_{h}(D)(\zeta)^{2}}$

$B_{R}$ を M\"obius 変換 $w= \frac{z-i\sqrt{R}}{z+i\int\overline{R}}$ でうつしたあと (うつした先の領域を $C_{R}$ とする) に、 定理 24
にでてくる quasiconformal reflection を構成する。

CR(斜線部分が $C_{1}$ )

quasiconformal reflection $\lambda$ を次のように構成しよう。
上図の斜線部分 ( $C_{1}$ とする) では

$\lambda_{1}(z)=\frac{1}{\overline{z}}$

それ以外の部分 ( $C_{2}$ とする) では、 $\alpha$ を上図のようにとり $( \alpha=\arccos(\frac{R-1}{R+1}))_{\text{、}}\varphi=\frac{z-\epsilon^{\alpha}}{z-e^{-1\Phi}}\dot$ とお

き、 次のように構成する。

$\tilde{\lambda}(\mathcal{Z})=e^{ip}z-q\overline{z}^{q}1$ ただし $p=\underline{(\pi+2\alpha)}-\cap(2\pi-2\alpha)$ , $q=\underline{2\pi-2\alpha}\wedge$

$\gamma^{-\prime}\triangleright p=.\overline{\pi-2\alpha}$ ’ $q=\overline{\pi-2\alpha}$

$\lambda_{2}(z)=\varphi^{-1}\circ\tilde{\lambda}0\varphi$
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斜線部分の境界では $\lambda_{1}(Z)=\lambda 2(Z)$ であり

$| \frac{\partial\lambda_{2}}{\overline{\partial}\lambda_{2}}|=|\frac{1-q}{q}|=\frac{\pi}{2\pi-2\alpha}<1$
$(0< \alpha<\frac{1}{2}\pi)$

より、 このように構成した $\lambda$ は、 quasiconformal reflection である。
$<$ 定理 2.1の証明 $>$

定理 24の右辺を具体的に計算すると次のようになり、下からの評価がでる。

$z\in C_{l}\mathrm{i}$

$\frac{|\overline{\partial}\lambda_{1}(Z)|-|\partial\lambda_{1}(z)|}{|\lambda_{1}(Z)-z|2\rho C_{R}(Z)^{2}}\geq\min(\frac{1}{2},$ $\frac{\mathrm{l}}{2\tan\alpha})$

$\inf_{z\in C_{2}}\frac{|\overline{\partial}\lambda_{2}(Z)|-|\partial\lambda 2(z)|}{|\lambda_{2}(\mathcal{Z})-z|^{2}\rho c_{R}(Z)2}.\geq(\frac{\pi-2\alpha}{\pi(\pi-\alpha)})^{2}$

上からの評価は、 $A_{R}$ 上で単射でない関数の Schwarz微分の norm を計算すればよい。 $f(z)=z^{2}\text{、}$

$g(z)=( \frac{R+z}{R-z})^{i\epsilon}(\epsilon>0)$ の Schwarz微分の norm を計算すれば上からの評価がでる。 口

$\alpha=\arccos$ $( \frac{R-1}{R+1})$ に注意すると定理 21から系 22がただちに従う。
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