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1 はじめに

燃焼合成 (SHS) は, 元素粉末混合体の–端を熱することによって誘導される自己発熱伝
播反応を用いて, 高温セラミックス, 金属間化合物, 複合材料等の材料を生成する方法であ
る ([13]). SHS の特徴は, 圧紛体の端点を熱することで反応が起こり温度が $3000\mathrm{K}$ 以上に
なること, $4\mathrm{c}\mathrm{m}$ の圧物体の合成が数秒で完了すること, 反応開始以降熱を加える必要がな
いこと等が挙げられる. これまでに SHS には 100種類以上の反応が知られているが, その
代表例としてチタン (Ti) と炭素 (C) から炭化チタン $(\mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{C})$ への合成が挙げられる (図 1.1).

図 1.1: $\mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{C}$ の合成実験 : 上端から下端に向かって定常燃焼波が伝播 (龍谷大学 HRC)

SHS では燃焼波の定常伝播性を利用して均–な材料を生成する, 言い換えれば定常燃焼
波は高品質な生成物をつくるということである. しかしながら, 定常燃焼性を追求すると
急激な温度上昇による爆発の危険性を伴い, 温度上昇を抑えると燃焼波の定常伝播性が失
われ, 不均–材料を生成することが知られている ([11], [12]). このとき, 燃焼波が振動し
ながら進行 (脈動燃焼波) する現象や, 圧粉体の表面を燃焼波が螺旋状に進行 (螺旋燃焼波)
する現象が報告されており, この場合合成終了後に圧粉体表面に螺旋燃焼の跡が残る (図
12).
このような燃焼合成に現れる現象の数理的解析は温度 $T$ と反応率 7’ の 2変数モデル方

程式 [9]

$\{$

$C_{p} \rho\frac{\partial T}{\partial t}$ $=$ $C_{p}\text{ノ}\rho \mathit{0}’\triangle T+Q_{M}\rho I\mathrm{c}^{r}o(1-\eta)^{N}\emptyset(T)$ ,

in $\Omega$ , $t>0$ ,

$\frac{\partial\eta}{\partial t}$ $=$ $I\iota_{0}’(1-\eta)^{j\mathrm{V}}\phi(\tau)$ ,

(1.1)
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図 12: 螺旋燃焼の痕跡, 上端から下端に向かって燃焼波が伝播:(a)Ti $+\mathrm{N}i$ の合成実験,
不規則螺旋燃焼の痕跡 (龍谷大学 HRC) ;(b) Ti $+\mathrm{S}\mathrm{i}$ の合成実験, 規則的螺旋燃焼の痕跡
([11])

を通して行われている. ただし,

$\phi(T)=\{$ $\mathrm{e}\mathrm{x}1)(-E()/R\tau)$

$T\geq Tig$ ’

$T<$ ち
$($ 1. $\underline{‘\rangle})$

である. ここで, $C_{P},$ $\rho,$
$Q_{\Lambda T},$

$\mathfrak{a},$
$E,$ $R,$ $I\mathrm{t}_{0}^{r},$ $T_{ig}$ は正定数であり, それぞれ定圧比熱, 圧粉

体密度, 反応熱, 拡散係数, 見かけの活性化エネルギー, 気体定数, 前指数項, 燃焼開始
温度である. (1.1) に対して, 1次元進行波解 (定常燃焼波) の存在 [7] や $F_{\lrcorner}^{1}$ が十分大きけれ
ば 1次元進行波解は不安定であること [2] が知られている. また, $E$ をパラメータとしたと

き, 数値計算によって脈動進行波 (非定常燃焼波) は進行波からの Hopf 分岐現象によって
出現すること [9] や $F_{A}$ を大きくするとカオス的脈動進行波が出現することも知られている
([1], [5]). 更に $E$ を大きくすると間欠的伝播過程を経て反応停止に至ることが知られてい
る [6]. このように 1次元進行波の伝播過程については解析と数値シミュレーションによっ
て詳しく調べられている. -方, 円柱領域での螺旋進行波については, $(1.1)-(1.2)$ に対し
て $E\uparrow\infty$ とした縮約方程式 (1変数) に対する進行波の Hopf分岐による不安定化 [8] や螺
旋進行波の存在 [14] が知られているが, $(1.1)-(1.2)$ に対する螺旋進行波の存在やその発生
機構の本質が何であるかは明確となっていない. また, 螺旋進行波が伝播するときの円柱
内部の伝播形態もわかっていない. 我々は, 螺旋進行波の発生機構および伝播形態を理解
するために, SHS モデル方程式を用いて, 円柱領域での進行波の様相が物理パラメータに
よってどのように変化するかを数値実験によって調べた. その結果, 1次元進行波が安定
性を失い脈動進行波が出現したとき, 進行波面は不安定化し, 螺旋進行波が出現すること
がわかった. また, 螺旋進行波の伝播形態は円柱側面付近では螺旋運動をしているが, 中

心付近は 1次元脈動進行波的に伝播していることがわかった.

2 SHS モデル方程式
次の 2成分反応系の燃焼合成 (SHS) の数理モデルを考える.

In
$\mathrm{R}_{1}+\iota \mathrm{l}\mathrm{R}_{2}arrow \mathrm{p}h\cdot(7\sim)$ (2.1)
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ここで $R_{1}$ と $R_{2}$ は反応物質, $P$ は生成物, $m$ と $??$ }よ反応次数を表す. 例えば, (2.1) は

Ti-C 反応系に対する Ti $+\mathrm{C}^{\mathrm{t}}’arrow \mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{C}$ や Ti-B 反応系に対する Ti $+2\mathrm{B}arrow \mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{B}_{2}$ を表して
いる. 反応率 $k(T)$ は Arrhenius 則によって記述される温度 $T$ の関数であり,

$k(T)=k_{0\emptyset(}T)$ , $\phi(T)=\{$
$\exp(-E/RT)$ $T\geq T_{ig}$ ,

$0$ $T<T_{ig}$
(22)

となる. ここで $k_{0},$ $E$ , R. $T_{ig}$ はそれぞれ前指数項, 見かけの活性化エネルギー, 気体定
数, 燃焼開始温度である. (2.2) は温度 $T$ が $T<T_{ig}$ ならば反応は起こらず, $T_{ig}$ より高
くなると合成を開始することを意味している. いま, $c_{1}(\theta),$ $c_{2}(\dagger,)$ を時刻 $t$ での $\mathrm{R}_{1}$ , R2の
密度とすると, (2.1) に対するモデル方程式は

$\{$

$C_{p}\rho\dot{T}$ $=$ $Qk_{01^{mn}}cC2\phi(\tau)$ ,

$\dot{c}_{1}$ $=$ $-mk_{0^{C_{1}C_{2}\phi}}mn(\tau)$ , $t>0$ ,

$\dot{c}_{2}$ $=$ $-nk^{n}0^{C}1^{m}c2^{\mathit{7}\iota}\emptyset(T)$

(2..3)

となる. ここで, は時間微分, $C_{P},$ $\rho,$ $Q$ はそれぞれ定圧比熱, 圧紛体の密度, 反応熱を表
す. (2.3) の第 2項, 3項から

$\frac{\dot{c}_{1}(t)}{\iota}-\frac{\dot{c}_{2}(t)}{7}W?=0$ , $t>0$ (2.4)

となり

$\frac{c_{1}(t)}{\uparrow n}-\frac{c_{2}(t)}{n}=\frac{c_{1}(0)}{7??}-\underline{c_{2}(0)}7?\cdot$

’ $t>0$ (2.5)

を得る. $\mathrm{R}_{1}$ と R2の混合粉末体が合成によって完全に生成物質 $P$ に変化したとすると

$\lim_{tarrow\infty}c_{1}(t)=0$ , $\lim_{tarrow\infty}c_{2}(t.)=0$ , $\frac{c_{1}(0)}{m}-\frac{c_{2}(0)}{\uparrow?},=\circ$ (2.6)

と仮定できる. ここで, $c(t)=c_{1}(t)/7n(\equiv c2(t)/\uparrow\iota)$ とおくと (2.3) は次のように書き換えら
れる :

$\{$

$C_{p}\rho\dot{T}$ $=$ $Ql_{\mathrm{i}_{0}m^{\eta \mathrm{z}n}}.\uparrow \mathrm{t}C\psi m+?\mathrm{t}(\tau)$ ,
$t>0$ .

$\dot{c}$ $=$ $-k_{0}m^{\gamma \mathrm{n}\uparrow}n\iota_{C}m+n\phi(\tau)$ ,
(27)

一般に, $C_{p}^{\mathrm{v}}$ と $Q$ は温度依存性を持つが, ここでは適当な平均をとることで定数と仮定す
る. 従って, 燃焼温度 $T_{b}$ が

$T_{l)}= \tau 0+\frac{Q}{C_{p}p}C0$ (28)

と定義できる. ここで, $\tau_{\mathit{0}}=T(0),$ $c_{0}=c(0)$ . いま, $\tau_{0}>T_{ig}$ ならば (2.8) の解 $T(t),$ $c(t)$

は

$tarrow\infty 1\mathrm{i}_{11}1(\tau(t), c(t))=(T_{b}, 0)$ (2.9)
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となる.

空間分布を考慮した温度 $T(t, x)$ と密度 $c(t, X)$ の数理モデルは次のようになる:

$\{$

$C_{p} \rho\frac{\partial T}{\partial t}$ $=$ $C_{p}\rho\alpha\triangle T+Qk0^{n\mathrm{t}^{\eta}}n^{n\prime}C\emptyset n+n(T)$ ,

in $\Omega$ , $t>0$ .
$\frac{\partial c}{\partial t}$

$=$ $-k_{0^{m^{nl}n^{n_{C}m}}\emptyset}+n(\tau)$ ,

(2.10)

ここで, $\alpha$ は拡散係数, $\Omega$ は円柱領域 (圧紛体) とする. 我々は次の無次元化を導入する:

$K_{0}=k_{0}m^{mnm}nc_{0^{+n-}}1$ , $\tau=I\mathrm{i}_{0}^{r}t$ , $y=\sqrt{\frac{I\mathrm{f}_{0}}{\alpha}}x$ ,

$\{$

(2.11)

$u( \tau, y)=\frac{T(\frac{\tau}{\mathrm{A}_{0}’},\sqrt{\frac{\alpha}{\mathrm{A}_{0}}}y)-^{\tau_{0}}}{\tau_{b}-\tau_{0}}$

, $\eta(\tau, y)=1-\frac{1}{c_{0}}c(\frac{\tau}{I\mathrm{f}_{0}}, \sqrt{\frac{C\mathrm{Y}}{I\mathrm{i}_{0}^{r}}}y)$ .

ここで, $u$ と $\eta$ はそれぞれ無次元化温度, 合成率とよばれる. $\tau,$ $y,$ $\overline{\Omega}=\{\sqrt{I\iota’0}/\alpha x, x\in\Omega\}$

をそれぞれ $t,$ $x,$
$\Omega$ と置き換えると, (2.10) から次の無次元化 SHS モデル方程式を得る :

$\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}$ $=$ $\triangle u+(1-rl)^{N}\Phi(u)$ ,

in $\Omega$ , $t>0$ .
$\frac{\partial\eta}{\partial t}$ $=$ $(1-\eta)^{N}\Phi(u)$ ,

(2.12)

ここで $N=m+n,$ $\Phi(u)$ は

$\Phi(u)=\{$
$\exp(-\frac{e}{u+u_{0}})$ $u\geq u_{ig}$ ,

$0$ $u<u_{ig}$

(2.13)

である. ただし,

$e= \frac{E}{R(T_{b}-T_{0})}$ , $u_{0}= \frac{T_{0}}{\tau_{b}-\tau_{0}}$ $u_{ig}= \frac{T_{ig}-T_{0}}{\tau_{b}-\tau_{0}}$ (2.14)

である.
本研究では反応次数 $N$ は $m,$ ? に依存しない定数として取り扱う. 本来ならば, 反応式

(2.1) から $M=m+n$ である. しかしながら, 実際の Ti-C 反応系の実験においては炭素
のチタン層への溶解過程や炭化チタン層を通り抜ける炭素の拡散過程があり, 化学反応式
(2.1) はそれらを考慮していない. 我々の数理モデルは, それらの無視した効果を $N$ を通
して取り入れる.
ここで, 我々の数理モデルにおける $Q$ が初期密度に依存しない反応物質固有の反応熱と

なっているのに対し, Merzhanov モデル (1.1) の $Q_{M}$ は初期密度に依存して変化する反応
熱として表されており, その関係は

$Q_{\mathit{1}\backslash I},= \frac{Qc_{0}}{\rho}$ (2.15)

となっていることに注意する.
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3 パラメータ設定

モデル方程式 $(2.12)-(2.13)$ の数値計算では, $\mathrm{T}\mathrm{i}\mathrm{C}$ 燃焼合成の実験で用いられた次の値を
使う ([3], [15]).

$\{$

$C_{p}=53.78\mathrm{J}/\mathrm{m}\mathrm{o}1\cdot \mathrm{K}$ , $Q=184.5\cross 10^{3}$ J/nlOl,

$T_{ig}=1924\mathrm{K}$ , $T_{0}=298\mathrm{K}$ , $m=1$ , $n=1$ , $N=3.0$ .
(3.1)

ただし, 理想気体定数 $R$ は 83135 $\mathrm{J}/\mathrm{m}\mathrm{o}1\cdot \mathrm{I}\backslash \vee$ とする. 一般に, $C_{p}$ は温度に依存している
が, ここでは 298 $\mathrm{K}$ から $3200\mathrm{K}$ での平均を採用した. 見かけの活性化エネルギ-E は
$O(10^{5})(\mathrm{J}/\mathrm{m}\mathrm{o}1)$ を取る. 燃焼合成でコントロールできるパラメータとして $\mathcal{I}_{0}^{1}$ と $F_{\lrcorner}$ が知ら
れている. その中で, $E$ は反応物質の粒径によってコントロール可能なので, 我々は $E$ を
自由パラメータとして数値計算をしていく.

4 数値計算

モデル方程式 (2.12) の数値計算は, 前節のパラメータを (2.14) に代入して得られた数値
をもとにして行う. このとき $Q$ の値は密度に対する依存性を考慮した値を取っていること
から, 我々のモデル方程式中では

$\frac{Qc_{0}}{\rho}=184.5\cross 10^{3}$ (4.1)

となることに注意する. 以後では, 方程式 (2.12) に含まれる自由パラメータ $e$, の代わりに
$E$ の値を表示する。

4.1 1次元問題

差分化に伴う振動現象を抑えるために, 池田-鍛冶屋島田の方法を用いて次のように差
分化を行う [4].

$\{$

$u_{i}^{k+1}-u_{i}^{k}$
.

$=or(1l-2u+i+1k+1i^{+1}ku^{k}.-1)i+dt+1(1^{\cdot}-\eta_{i}^{kN1})-(1-\eta_{i}^{k+1})\Phi(_{\mathrm{C}l_{i}}k)$ ,

$\eta_{i}^{k+1}-\eta_{i}^{k}=dt(1-\eta_{i})^{N}k-1(1-\eta_{i}^{k1}.+)\Phi(u_{i})k$

(4.2)

ただし, $r=dt/dx^{2}$ , $u_{i}^{k}=u(k\cross dt,\dot{l}\cross dx)$ , $\eta_{i}^{k}=7|(k\cross\zeta lt, i\cross dx)$ である
$\mathrm{s}$ この差分化

によって $\eta<1$ が保証される. 最初に, このスキームを用いてこれまでに知られている進
行波の安定性を調べる.

(1-1) $E=230\cross 10^{3}$ のとき, 進行波解が漸近安定となる (図 4.1). この結果は, Logak ら
が示した結果 [7] の $E$ が小さい場合に対応している,

(1-2) $E$ を徐々に大きくしていくと進行波解は Hopf分岐によって不安定化し, 脈動進行
波解が出現する (図 42). この結果は, Logak らが示した結果 [2] の $E$ が大きい場合
に対応している.
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図 4.1: 安定進行波:E $=230\cross 10^{3}$ , 温度 $u$ のプロファイル

図 42: 脈動進行波:E $=‘ 267\cross 10^{3}$ , 温度 $u$ のプロファイル

図 43: 2周期脈動進行波:E $=\mathit{2}85\cross 10^{3}$ , 温度 $\mathrm{t}l$ のプロファイル
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(1-3) 更に $E$ を大きくしていくと, 周期倍化現象により, 2周期脈動進行波解が出現する
(図 4.3).

$E$ をパラメータとしたとき進行波の分岐現象は $N=$ 」 の結果 $([1],[\mathrm{s}])$ と同様であることか
ら, $E$ を変化させたときの解の定性的性質は $N\geq 1$ に依存しないと考えられる. 更に, 図
$4.1-4.3$から $E$ を大きくすると進行波の平均伝播速度は遅くなっていることがわかる. 以降
は議論を簡単にするために, 自由パラメータ $E$ の値を $E–230\cross 103$ または $E=267\cross 103$

のいずれかとする.

4.2 円柱領域 (圧粉体)

圧分体中での進行波の伝播過程を調べるために領域 $\Omega$ を円柱領域 $\Omega=\{(r, \theta, z);0\leq r<$

$R,$ $0\leq\theta<27\mathrm{i}\cdot,$ $0<z<L_{\text{。}}\}$ とする. 境界条件として円柱側面では断熱条件

$\frac{\partial_{\mathrm{t}l}}{\partial r}=0$ on $r=R,$ $t>0$ (4.3)

とする. 更に上端と下端でも断熱境界条件を課し, 円柱の長さ $L$
。 $=1$ として数値計算を

行 $\mathrm{Y}$

行う. 以下での数値計算は方程式 (2.12) を (4.2) と同様に差分化し, 陽解法によって行った.
このとき領域 $\Omega$ の分点数はそれぞれ $n_{\theta}=161,$ $\uparrow?_{r}=81,$ $\uparrow\iota_{z}=401$ とした.

$(3- 1):1$ 次元定常進行波が安定な場合 $(E=230\cross 10^{3})$ 円柱領域における問題についても,
進行波面は安定であり、定常進行波が現れる (図 44). このとき進行波面は安定で
あった.

図 44: 安定進行波:円柱表面の展開図での温度分布, 進行波面は安定, $E=230\cross 10^{3},$ $R=0.\perp$

$(3- 2):1$ 次元脈動進行波が安定な場合 $(E=267\cross 10^{3})$ 円柱半径が小さいとき, 進行波面は
安定であり, 脈動進行波が現れる (図 45). 徐々に半径を大きくすると, 進行波面が
不安定化を起こし, 円柱側面に複数の Hot Spot(HS) が出現し, $\mathrm{H}\mathrm{S}$ が螺旋状にラン
ダムに回転しながら進行する螺旋進行波が出現する (図 46). また, 初期値の違いの
みによって同–方向に回転する HS を 1つ持つ螺旋進行波 (1-HS 螺旋進行波, 図 4. $7\mathrm{a}.$)
や HS を 2つ持つ螺旋進行波 (2-HS螺旋進行波) も出現する (図 4. $7\mathrm{b}$ ). このパラメ $-$

タに現れる螺旋進行波は回転方向に振動しながら進む非定常螺旋進行波であり, 一定
速度の螺旋進行波 (定常螺旋進行波) を得ることが出来なかった.
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(i) (ii)

図 45: 脈動進行波の時系列:進行波面は安定, $E=267\cross 10^{3},$ $R=0.07$

$\uparrow$

(a) (b)

図 46: 螺旋進行波:進行波面が不安定化し螺旋進行波へ発展, (a) 円柱表面での温度分布 $;([))$

螺旋進行波の等温面, $E=267\cross 10^{3},$ $R=0.3$
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$\downarrow$

$(\mathrm{a}-\mathrm{i})$ $(\mathrm{b}-\mathrm{i})$

$\uparrow$

(a-ii) (b-ii)

図 47: 螺旋進行波:1-HS螺旋進行波 (a) と 2-HS螺旋進行波 $(1\supset)$ の共存, $E=267\cross 10^{3},$ $R=$

$0.1$ , (i) 円柱表面での温度分布 $;(\mathrm{i}\mathrm{i})$ 螺旋進行波の等温面

断熱条件の下で数値計算を行った (3-2) の場合には, 実験に見られるような反応後の螺旋模
様は残らなかった (図 48). そこで, 実験でも確認されている熱損失を円柱側面の境界条件
どして導入する. 本研究では対流による熱損失効果を表す境界条件

$\partial u$

$\overline{\partial r}$

$=-\lambda u$ on $\gamma\cdot=R,$ $t>0$ (4.4)

を導入する. このとき, 実験で観察されるような反応後に現れる螺旋模様の再現に成功し
た (図 $4.9(\mathrm{a})$ ). また, 1-HP 螺旋進行波が出現した場合は, 図 $4.9(\mathrm{b})$ のような 1 モードの螺
旋模様が圧粉体表面に残る.
最後に円柱内部での 2-HS 螺旋進行波の伝播形態を調べた. その結果, 境界付近では螺

旋運動をしており, 中心付近では 1次元脈動進行波的に伝播していることがわかった (図
4.10).

5 まとめ

本研究では, 螺旋進行波の発生機構とその伝播形態をモデル方程式の数値実験から解明
することを目的とし, 研究をすすめた. その結果次のことがわかった :(1) 螺旋進行波の本
質は進行波の非定常伝播性であり, 脈動進行波との相違は円柱半径の大きさである ;(2) 熱
損失効果は反応終了後に現れる螺旋模様の再現に必要である ;(3) 非定常螺旋進行波の内部
での伝播形態は, 中心付近は 1次元的伝播であり, 境界付近は回転伝播している. これま
での数値計算結果から得られた事実として, 1次元進行波が安定ならば進行波面は安定で
あり、進行波が不安定化するならば進行波面が不安定化することがわかる. この結果から
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図 48: 螺旋進行波:円柱表面での合成率 $\eta,$ $E=267\cross 10^{3},$ $R=0.3$

図 49: 放熱効果を考慮した螺旋進行波に対する円柱表面での合成率 $\eta$ , (a) ランダム螺旋

進行波;(b)l-HS 螺旋進行波, $E=267x10^{\gamma}\backslash ,$ $(_{\overline{C}\iota})R=0.3.(b)R=0.1$

(iv) (V) (vi)

図 4.10: 2-HS 螺旋進行波の等温面の時系列 $:E=276\cross 10^{3},$ $R=0.2$

22



1次元進行波解がHopf分岐を起こし振動進行波解が出現するならば、円柱領域においてス
ピン波が形成されるのではいかと予想される. そこで次のような自己触媒反応モデル:

$\{$

$\mathrm{c}\iota_{t}$ $=$ $\triangle u+vf(u)$ ,
$,$

$x\in\Omega$ , $t>0$ .
$v_{t}$ $=$ $d\triangle v-vf(u)$ ,

(5.1)

を考える, ただし $f(u)=\mathrm{c}\iota^{m}$ とする. (5.1) は Metcalf らによる数値計算によって, $m\geq 8$ の

とき脈動進行波が出現することを報告している [10](図 5-1(a), $(\mathrm{b})$ ). 円柱領域において (5.1)
を数値計算した結果, 1次元進行波が安定なときは平面進行波は安定であり (図 5-2), 1次
元脈動進行波が出現するとき螺旋進行波が出現することがわかった (図 5-3). 以上の結果
から, 螺旋進行波の出現には 「 $1$ 次元進行波解が不安定化し脈動進行波解が出現すること」
が重要であることがわかった.
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