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1 序

前世紀終りに Stieltjes によって展開された Stieltjes 積分および Stieltjes 変
換は, 1変数直交多項式の–般論を生み, Pade 近似との関連を明らかにした。
さらに、極限点, 極限円, モーメント問題などの興味ある問題が提起され

てきた。そこには、作用素の自己共役性の問題がある. .
また周知のように、今世紀初頭に $\mathrm{V}_{011}$ Neumann によって示されたよう

に, $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{e}_{:}^{1}\mathrm{t}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{S}$ 測度は量子力学の基礎づけとして線形作用素のスペクトル核を表
示する中心的役割をになうこととなり, 現在にいたっている。

1950年忌前後に、 2階線形常微分方程式 (Sturm-Liouville 方程式) の固

有関数展開の理論が確立された ( $1\mathrm{C}.$ Kodaira, E.C.Titchmarsh, $\mathrm{M}.\mathrm{G}$ .Krein,
$\mathrm{I}.\mathrm{M}$ .Gelfand, $\mathrm{B}.\mathrm{M}$ .Levitan, N.Levinson など) 。
そこに登場するのがこの Sieltjes 測度を用いて表される密度行列である。

次の論文の中ではじめてそのことが明確にされた。
K.Kodaira The eigenvalue problem for ordinary differetial equations of

the second order and Heisenberg’s theol.y.of $\mathrm{S}$ -matrices. Amer. J. Math.,
71(921-945) . .

この理論の差分版は [5] にある。
しかし、 $\mathrm{K}\mathrm{d}\mathrm{V}$ 方程式や戸田方程式の論文はおびただしい数にのぼるが、

密度行列との関連を明記してある文献は以外と少ないように見える。
このノートの目的は密度行列が可積分系、特に離散可積分系 (LR-アル

ゴリズム) にどのような役割を果たしているかをいくつかの例で示すことで
ある。なお、密度行列を使う方法の原型は、作用素が有限行列の場合の Lax
方程式については [11] や、 半無限行列の場合の [6] に博い出される。

数理解析研究所講究録
1170巻 2000年 56-81 56



2 Von Neumann のスペクトル分解
$A$ をある可分な $\mathrm{C}$ 上の Hilbert 空間 $\mathcal{H}$ 上の自己共役作用素とする。 この
とき、増大する射影作用素の族 $E(\lambda)(\lambda\in 1_{\iota}’)$ があって, 次のスペクトル分
解公式が成り立つ。

$1= \int_{-\infty}^{\infty}dE(\lambda)$ (2.1)

$A= \int_{-\infty}^{\infty}\lambda dE(\lambda)$ (2.2)

$A$ の定義域を $D(A)$ で表すとき、 $D(A)$ は $\mathcal{H}$ の中で密であって、

$x \in D(A)\Leftrightarrow\int_{\infty}^{\infty}\lambda^{2}(dE(\backslash \backslash /)_{X}, x)<\infty$

である。ただし、 $(, )$ は $\mathcal{H}$ の内積を表す。
以下、 $A$ は断らぬ限り、自己共役な実 Jacobi 行列、 $\mathcal{H}$ は絶対 2乗和可

能な複素数値数列空間 $l^{2}(\mathrm{Z})$ とする。
$A’$ が半無限行列で、 $\mathcal{H}=\iota^{2}(\mathrm{z})_{\geq}0$ のときは、次郎で直交多項式との関連

で考察する。

$A=(a_{i,j})_{i}\infty,j=-\infty$
’ $a_{i,j}=a_{j,i}$ かつ $a_{i,j}=0|i-j|>1$

とする。
このとき、 レゾルベント $R(A;z)=(z-\mathrm{A})^{-1}$ は $s^{\infty}z\neq 0$ のとき、有界な

対称作用素である。 .

射影作用素 $dE^{;}(\lambda)$ は、 $\alpha,$
$\beta$ が連続点のとき、公式

$E( \beta)-E(\alpha)=\int_{\alpha}^{\beta}dE(\lambda)$

$= \frac{1}{2\pi i}\lim_{\epsilon 10}\int_{\alpha}^{\beta}(\frac{1}{\lambda-i\epsilon-A}-.\frac{1}{\prime\backslash _{\urcorner^{-}}1i\epsilon-A})d\lambda$ (2.3)

で与えられる。 $R(A_{\backslash }z)$ および $dE(\lambda)$ に対応する核はそれぞれ Green 関数
$G(n, m, z)$ およびスペクトル核 $d\Theta(n, m;\lambda)$ で与えられる。故に

$\Theta(n, 7^{\backslash };l|\beta)-\Theta(n, m|\alpha)$

$= \frac{1}{2\pi i}\lim_{\epsilon\downarrow 0}\int_{\mathrm{t}l}^{\beta}(G’(n, \mathit{7}n|\lambda-i\epsilon)-c\mathrm{T}(n, m|\lambda+i\epsilon))d\lambda$ (2.4)

が成り立つ。
さらに、 $(\underline{9}.1),(2.2)$ はそれぞれ
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$\delta_{n,m}=\int_{\alpha}^{\beta}d\Theta(n, m;\lambda)$

$a_{n,m}= \int_{\alpha}^{\beta}\lambda d\ominus(n, m;\lambda)$

(2.5)

(2.6)

で与えられる。

$\mathrm{S}^{\mathrm{r}}$ Jost 解

以下、
$a_{n,n}=a_{n},$ $a_{n,n+1}=a_{n+1,n}=b_{n}$

とおく。 $\psi(n)$ に関する $A$ の固有方程式

$(A\psi)(n)=z\psi(n)$ (3.1)

すなわち、 2階差分方程式

$b_{n-1}\psi(n-1)+an\psi(n)+bn\psi(\gamma\tau+1)=z\psi(n),$ $-\infty<n<\infty$ (32)

を考察する。 $\backslash (3.2)$ の基本解 $\{y_{1}(n;z)\}\{’\iota/2(n;z)\}$ をそれぞれ初期条件

$y_{1}(-1;z)=0,$ $y_{1}(0, Z)=1;?/2(0;Z)=0,$ $y_{2}(1, Z)=1$ (3.3)

によって定義する。 $y_{1}(n;z),$ $y_{2}(n;z)$ は $z$ について多項式である。
さて、 $\propto sz\neq- 0$ のとき、 (3.2) の解で

$\psi(n;z)\in l^{2}(\tau\Delta_{\geq}0)$ (3.4)

を満たす非自明なものがスカラー倍を除いて–意に存在する。それを $\psi^{+}(n;z)$

とおく。 これは $n=+\infty$ での Jost 解である。同じく、

$\psi(n;z)\in l^{2}(\ulcorner\Delta\leq 0\grave{)}\backslash .$ (3.5)

を満たす非自明な $n=-\infty$ での Jost 解 $\psi^{-}(n;z)$ がスカラー倍を除いて–
意に存在する。
比 $\frac{\psi^{+}(n;z)}{\nu^{\prime+}(n-1\cdot z)1}$ は広義一様収束する連分敗展開

$b_{n-1^{\frac{\psi^{\prime+}(n\cdot z)}{\psi^{+}(n-1,Z)}}}’.= \frac{b_{n-1}^{2}|}{1z-a_{n}}-\frac{b_{n}^{2}|}{|z-a_{n+1}}-\cdots$ (36)
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で表示される。
いま、Wronskian を

$\mathrm{T}/V(\psi^{+,\psi}-)=b_{n-1}(\psi+(n-1;z)\psi^{-}(n;Z)-\psi^{+}(n;Z)\psi^{-}(n-1;Z)$

とおくときは、Green 核は

$G’$ ( $n$ , mm; $z$ ) $=\{$ $–, \frac{\frac{\psi^{+}/(n;z)\psi^{-}(m;\sim\prime)}{\backslash J^{+}W(\begin{array}{l}()m\cdot.z\end{array})\psi-(\begin{array}{l}()n_{\sim}^{\gamma}.\end{array})}}{W(\psi+_{\psi’}-)},$

,

$n\geq mn\leq m$

で与えられる。
従って、 Jost 解,\psi \pm は、 また

$K^{+}(n;z)(= \frac{\psi^{+}(n,\mathcal{Z})}{\psi^{+}(0\cdot Z)},\cdot)=\lim_{arrow\tau_{J}l-\infty}\frac{G(n,m.Z)}{G(0,m,z)}.$

,
(3.7)

$K^{-}(n;z)(= \frac{\psi-(\cdot n\cdot z)}{\psi^{-}(0\cdot Z)},’)=\lim_{\neg n\iota\propto}\frac{G(n,m.Z)}{G(0,m,z)},\cdot$ (3.8)

という Martin 核の形で表示されることになる。

Proposition 1 ([2] 参照) $K^{\pm}(n;\lambda+i\mathrm{O})$ が閉区間 $[\alpha, \beta]$ で存在するものとす
る。$A$ の固有値を $\lambda_{j}$ , 対応する正規化された固有関数を $u_{j}(n),$ $( \sum_{n=-\infty}^{\infty}|u_{j}(n)|^{2}=$

1) $j=1,2,3,$ $\ldots$ , とする。このとき、連続スペクトルを与える密度関数 $d\mu_{\pm}(\lambda)$

が–意に存在して、次の等式 ( $A$ の固有関数展開) が成り立つ。

$\mathrm{C}-\cdot(n, m;\beta)-\Theta(n, m\cdot\alpha)|=\sum_{<\alpha<\lambda j\beta}u_{j}(n)u_{j(m)}$

$+$ $\int_{\alpha}^{\beta}d\mu_{+}(\lambda)K^{+}(n;\lambda+i0)\overline{R’+(m,\lambda+i0)}+\int_{\alpha}^{\beta}d\mu_{-}(\lambda)K^{-}(n;\lambda+i0)\overline{K^{-}(m,\lambda+i\mathrm{O})}$

(3.9)

あるいは、 (3.9) は、 簡略に

$d \Theta(n, m;\lambda)=\sum_{\lambda_{j}}\delta(\lambda-\lambda j)ui(n)uj(?n)$

$+$ $K^{+}(n;\lambda+i\mathrm{O})K^{+}(m;\lambda+i0)d\mu+(\lambda)+K^{-}(n;\lambda+i0)K^{-(m;}\lambda+i\mathrm{O})d\mu_{-}(\lambda)$

(3.10)

ここで、 $d\mu\pm(\lambda)$ は
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$\mu_{+}(\beta)-\mu_{+}(\alpha\dot{\mathrm{I}}=\lim_{\downarrow\epsilon 0}\frac{\epsilon}{\pi}\int_{\alpha}’\mathit{6} \sum 0 |G(\mathrm{O}, m;\lambda+i\epsilon)|2d\lambda$

$m=-\infty$

$\mu_{-}(\beta)-\mu_{-}(a)=\lim_{\epsilon\downarrow 0}\frac{\epsilon}{\pi}\int_{\alpha}\beta\infty)\sum_{m=0}|G1_{\backslash }0,$$m;\lambda+i\epsilon|\prime 2d\lambda$ (3.11)

によって与えられる。

4 直交多項式と密度行列

実軸上の正の Stieltjes 測度 $d\rho(\lambda)$ があるとする。簡単のために、その台
(support) は有限区間 $[\alpha,\beta]$ で、無限個の点て増分があるものとする。多項
式のなす線形空間の単項列の基底

1, $\lambda,$ $\lambda^{2},$ $\lambda^{3},$

$\ldots$ .

から出発して、 Schmidt の直交化により正規直交多項式

$p\mathrm{o}(\lambda),p1(\lambda),p_{2}(\lambda),$ $\ldots.,pn(.\lambda),$ $\ldots$ (4.1)

を

Pn(\mbox{\boldmath $\lambda$})=kn\mbox{\boldmath $\lambda$}n+(低次). $k_{n}>0$ (4.2)

$\int_{\alpha}^{\beta}p_{n}(\lambda)pm(\lambda)d\rho_{\backslash }(\lambda)=\delta_{n,m}$ (4.3)

を満たすように、 -意に定義することができる。
$d\rho(\lambda)$ の Sieltjes 変換の Laurent 展開はモーメント

$c_{n}= \int_{a}^{b}\lambda^{n}d\rho(\lambda)$ $n=0,1,2,$ $\ldots$ (4.4)

を用いて、

$F(z)= \int_{a}^{b}\frac{d\rho(\lambda)}{z-\lambda}=\frac{c_{0}}{z}+\frac{c_{1}}{z^{\mathrm{r}}},$
$-\ulcorner^{\frac{c_{2}}{z^{3}}+}\ldots$ (4.5)

で与えられる。
$c_{n}$ から定められる Hankel 行列が正定値とする。 このとき、直交多項式

$\{p_{n}(\lambda)\}n=0\infty$ は $F(z)$ の Pade 近似によっても特徴づけられる。
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実際、各 $n$ について $n$ 次多項式 $\hat{p}_{n}(z)$ , および $n-1$ 次多項式 $q_{n}(z)$ (た
だし、 $(\mathrm{x}_{0}(1)z=0)$ が定数倍を除いて–意に存在し、次を満たす。

$\frac{q_{n}(z)}{\hat{p}_{n}(z)}-F(\mathcal{Z})=o(z^{-n}-1)$ (4.6)

$n.–0,1,2,3,$ $\ldots$ .
(4.6) より、

$\int_{a}^{b}\hat{p}_{n}(\lambda)\hat{p}m(\lambda)d\rho(\lambda)=0.$
, $n\neq m$ (4.7)

$q_{n}( \lambda)=\int_{a}b\frac{\tilde{p}_{n}(\lambda)-_{\tilde{F}n}\prime(\mu)}{\lambda-\mu}d\rho(\mu)$ (4.8)

を得る。
したがって、 $\hat{p}_{n}(z)$ は $p_{n}(z)$ のスカラー倍である。
数列 $\{p_{n}(z)\}n\geq 0’\{q_{n}(z)\}_{n>}\}3$ はある対称な Jacobi 行列 $A=(a_{n,m})_{n,m=0}\infty$

に対して、 固有方程式 $(3.1)_{)}(3.2)-$ を満たす。
もしも Stieltjes 測度 $d\rho(\lambda)$ のモーメント $(c_{n})_{n\geq}0$ について、 モーメント

問題が–意ならば、作用素 $A$ は自己共役である。我々は $d\rho$ の台が有限区
間と仮定したから、 これは自動的に満たされている。従って、 $A$ は自己共役
な有界作用素である $\text{。}$

ヒルベルト空間 $\mathcal{H}=l^{2}(\mathrm{Z})\geq 0$ め標準的正規直交基底を

$e_{k}=(\mathit{5}_{n,k})^{\infty}n=0$ $k=0,1,2,3,$ $\ldots$ .

ととる。 このとき、

Lemma 1

$d\rho(\lambda)=(dE(\lambda)e0, e0)$ (4.9)
$p_{n}(A)e_{0}=e_{n}$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$ (4.10)

Lemma 2定数倍を除いて、

$\psi^{+}(n;z)=p_{n}(z)F(Z)-q_{?\mathrm{t}}(z)$ (4.11)
$\psi^{-}(n;z)=p_{n}(z)$ (4.12)

が成り立つ。

実際、 I が十分大のとき、 $\psi^{+}(n;z)$ は $narrow\infty$ で $0$ に収束する (3.1) の
唯–の解であるし、 $\psi^{-}(n;z)$ は $n=-1$ のとき $0$ になる (3.1) の唯–の解で
ある。
作用素 $A$ の連続スペクトルの密度行列 $C\iota_{\mu_{\pm}}(\lambda)$ については、
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Lemma 3

$d\mu-(\lambda)=0$

$d\mu_{+}(\lambda)=d\rho(\lambda)$ の連続部分

実際、 Proposition 1および $(4.10),(4.11)$ より容易に導かれる。
従って、固有関数展開定理はよく知られた公式

$\Theta(n, m, \beta)-\Theta(n, m;\alpha)=\int_{\alpha}^{\beta}p_{\iota}.,(\lambda)p_{m}(\lambda)d\rho(\lambda)$ (4.13)

すなわち、

$d\ominus(n, m;\lambda^{\backslash }|=\text{ノ}pn(\lambda)pm(.\lambda)d\rho(\text{ノ})\lambda$ (4.14)

に帰着する。そして、 $(2.1),(2.2)$ はそれぞれ

$\delta_{\mathcal{R},m}=_{\mathit{1}_{a}^{(}}p_{n}(\lambda)bp,n(\lambda)d\rho(\lambda)$ (4.15)

$a_{n,m}= \int_{a}^{b}\lambda p_{n}(\lambda)p.\}n(\lambda)d\rho(\lambda)$ (4.16)

と表される。

5 LR アルゴリズムと直交多項式
いま、 $f(x)$ を $[a, b]$ 上、正の連続関数とする。すると、前節において、 $f(A)$

は正定値有界作用素である。

$(_{]^{\rho}}(A)x, x)\geq c||x||$ $c>0$

このとき、対角成分が正となる上 (下) 3角行列作用素 $B_{+}(B_{-})$ が–意
に存在して、

$f(’A)=B_{-}\cdot B+$ (5.1)

$B\pm$ および $B_{\pm}^{-1}$ はともに有界作用素である。 $f(A)$ を用いた $A$ の LR-変
換は対応

$Aarrow A’=B_{-}^{-1}\cdot A\cdot B_{-}=B_{+}\cdot A\cdot B_{+}^{-1}$ (5.2)

によって定義される。 B\pm は -般には Jacobi 行列ではない。それにもかかわ
らず、A/は常に対称な Jacobi 行列である。
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$\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}_{\mathrm{o}\mathrm{S}}\mathrm{i}\{i\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}2$ 作用素 $A$ を作用素 $A’$ に対応させる変換は密度の線形変換
$d\rho(\lambda)arrow d\rho’(\lambda)$

$d\rho’(\lambda)=f(\rangle_{\backslash })d\rho(\lambda)$ (5.3)

に同値である。
正規化された密度, $i.e.$ ,

$\int_{a}^{b}d\rho(,\backslash )=1$

については、次の変換 (5.3) は射影変換に置き換えられなくてはいけない。

$d \rho(\lambda)arrow d_{j)}’(\lambda)--.,\frac{f(/\backslash )d\rho(\lambda)}{\int_{\sigma}f(’\lambda\prime)d\rho(\lambda)}$ (5.4)

特に、 $A$ が正定値で $f(x)=x$ のときが、 Rutishauser の $\mathrm{L}\mathrm{R}$ アルゴリズ
ムである,
例 1. Jacobi 多項式
$\alpha,\beta$ を $-1$ より大きい実数とする。区間 [-1, 1] において、密度 $d\rho(x)=$

$(1-i’)\mathrm{r}\alpha(1+x)^{\beta}d_{X}$ に関する直交多項式は Jacobi 多項式である。すなわち、

$(1-.r)^{\alpha}(1+x)\beta P(\alpha,\beta)(nx)$ –. $\frac{(-1,)^{n}}{2^{n,\gamma_{\mathrm{I}}j}!}(\frac{d}{clx})^{\dot{\prime}\mathrm{b}\mathrm{r}}.\mathrm{t}(1-X)^{\alpha}+n(1+X)\beta+n\}$ (5.5)

とおくとき、

$F_{n}^{(\alpha,\beta)}(x)=\iota_{n}^{(\alpha,\beta})x^{n}+\cdots$

$\iota_{n}^{(\alpha}’\prime 9)=2^{-n_{\frac{\Gamma(2\uparrow x-\}\prime a+_{l}\theta+1)}{\Gamma(\cdot t\iota+1)\Gamma(\prime\prime \mathrm{t}+\alpha+\beta+1)}}}$

$\int_{-1}^{1}(.1-x)^{\alpha}(1+x)^{\beta\beta}P_{?^{\backslash }}|\alpha,)(|X\prime\prime)P_{\gamma n}(\alpha,\beta)(X)dX=0,$ $n\neq m$

$I_{-1}^{1}(1-x)^{\alpha}(1+X)\beta\{P_{n}(\alpha,\beta)(x)\}^{2}d_{X}=h^{(\beta)}n\alpha$,

$h_{\tau\iota}^{(\beta)} \alpha,=\frac{2^{\alpha+\beta+}}{2n+\alpha+(\dagger+1}.\cdot.\frac{\Gamma(_{ll}\prime+\alpha-\vdash 1)\Gamma(n+\beta+1)}{\Gamma(n+\perp-)\Gamma(n+\alpha+\beta+1)}$

が得られる。

$p_{n}(x)= \{h\tau\iota(\alpha,\beta)\}-\frac{1}{2}P^{(}\alpha,\beta)(_{X)}n$
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とおけば、 $p_{r}.(x)$ は密度 $dp(x)$ に関して正規直交多項式である。
変換 $\alphaarrow\alpha+1$ によって、密度の変換

$d\rho(x)arrow d\rho^{l}(x)=(1-X)d\rho(X)$ (5.6)

が引き起こされる。 1–A は半正定値なので Gauss 分解

$1-A=B_{-}\cdot B_{+}$ (5.7)

が–意に得られる。同様にして、

$1+A=B_{-}\cdot B_{+}$ (58)

も得られる。 こうして得られる 3角作用素 $B\pm$ は直交多項式 $P_{n}^{(\alpha,\beta)}(x)$ のパ

ラメータ $\alpha,$
$\beta$ についての隣接関係式に対応している。

実際、

$\nu_{n}^{/}(\alpha,\beta)=\frac{1}{l_{n}^{(\alpha,\beta)}}P_{n}^{(\alpha,\beta)}(\prime x)=x^{n}+\cdots$

とおくときは、隣接関係式

$\psi_{n}(\alpha, \beta)=\psi n(\alpha+1, \beta)+v\varphi n/-1(n\alpha+1, \beta)$

$v_{n}=- \frac{2n_{(}’?l-1\ulcorner e)\prime}{(2n+\alpha+\beta)(2n+O+\beta+1)}$

.
(5.9)

が成り立つ。
例 2. Askey-Wilson 多項式
$q$ を $0<q<1$ を満たす実数とし、 $c_{1},$ $c_{2},$ $c_{3}$ , c4を実数とする。底 $q$ の $m$

次底つき超幾何関数

$m’( \rho_{\eta-1}(b_{1}a_{1.)},’\cdot.\cdot.\cdot,a_{m}b_{m-1}, ; x)=\sum_{\nu=0}^{\infty},\frac{(a_{1},.q)\mathcal{U}(a_{m},q)_{\nu}}{(b_{1}\cdot q)_{\nu}\cdot\cdot(b_{m-}1,q)_{\nu}(q,q)_{\nu}}\ldots..X^{\nu}$ (5.10)

に対して、 $x$ の $n$ 次多項式

$p_{n}(x;C_{1,2}c, c_{3}, c4)$

$=$ $c_{1\backslash ^{C}}^{-\tau l}\prime 1c_{2};q)_{n}\cdot(c1c3;q)_{n}\cdot(c_{14;}Cq)_{n4}’\varphi 3(C1c\mathrm{o},cq^{-n},q123e, C1\mathrm{r}3^{C,Cc}n-41_{CCCc_{4},C_{1}}i14e\theta-i\theta .q)$

$=$ $l_{n}x^{7}"+\cdot\cdot\sim$ $(l_{n}=2n(C1^{l,23}C\sim C_{4q};q)_{n}n.\cdot)$ (5.11)

が定義される。ただし、 $x=cos\theta$ である。
重み関数 $w(x)(d\rho(X)=w(x)dX)$ は
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$w(x)=. \frac{\Gamma \mathrm{f}_{k=}^{\infty}\mathrm{o}(1-9(arrow 2X-1)2qk+q^{2k})}{h(x,c_{1})h(_{X},C2)1\gamma_{(\cdot)},X,c_{3}h(_{X,c_{4})}}$ (5.12)

ここで、

$k_{b}.(x, a)= \prod_{k=0}^{\infty}(1-2axq^{k}+q^{2k}a^{2})=(ae^{i\theta}, q)_{\infty}(ae-i\theta;q)_{\infty}$ (5.13)

である。
このとき、直交関係式

$\frac{1}{2\pi}.\underline{f}_{1}^{1}p_{n}(x;C_{1}, c_{2\backslash }. c\mathrm{s}, c_{4})pm(x;c1, c_{2}, C3, C_{4})\frac{w(x)}{\sqrt{1-x^{2}}}dx=\delta_{n},mh_{n}$ (5.14)

が成り立つ。ただし、

$h_{n}=, \cdot,\frac{(_{C_{1}c_{2}C}3C4q^{2n})q)_{\infty}(C_{1^{C}2^{C}34\mathit{1}^{n}\mathit{1}}Cc-1..C)_{\infty}(qn+1.q)_{\infty}-1(_{C}1c2q^{n}\cdot q)_{\infty}^{-1}}{(c_{1}\mathrm{c}_{3}qn\cdot q)_{\infty}(c1c_{4q^{n}}\cdot q)_{\infty}(c_{arrow}\mathrm{o}C_{3}q^{n}’,q)_{\omega}(C2C4q^{n},q)\infty(c_{3}c_{4}q^{n},q)_{\infty}},.’$. (5.15)

$p_{n}(x;C_{1}{}_{)}C9., C3, c4)$ の満たす 2階差分方程式は

$2xp_{l},,(x)=b_{\gamma-1p}-1(n)x+a_{?l}p_{n}(x)’+b_{n}’p_{n+}1(X)$ (5.16)

$b_{n-1}=(1-qn)(1-C1c2q)n-1(1-C1c_{3}q^{n})-1(1-c1C_{4}q)n-1$

$(1-C_{2}‘ c3q-1)n(1-c\cdot\supset \mathrm{t}i.\iota q^{7l}-1)(1-c_{3}C_{4}q)n-1$

$\cross\overline{(1-c.q^{2n}-arrow’)(\downarrow}--\overline{cq-1)2n}$ ’

$b_{n}’= \frac{1-cq^{n-1}}{(1-cq2n-1)(1-Cq^{2}n)}$ ,

$a_{n}= \frac{q^{n-1}[(1+Cq\sim\prime l-1)>.(Sq+s’c)}{(1-c(\mathit{1}^{-\cdot n-2})}‘,\frac{-(\mathit{1}\prime 1l-1(1+q)(_{S}+s^{;_{q)}}C]}{(1-cq^{2}n)}$

$(_{\sim}‘=c_{1}+C_{2}+C_{3}+c_{4}, s’=c_{1}-1+C\underline{9}+-1C_{3}-+C_{4}^{-1}1, c=c_{1234}ccc)$ である $\circ$

$d\rho(x)$ は $c_{1},$ $c_{2,3}c,$ $C_{4}$ に依説す翫実際シフト

$T_{1}$ : $c_{1}arrow c_{1}q;T_{\underline{9}}$ : $c_{2}arrow c_{2}q;T_{3}$ : $c_{3}.arrow c_{3}q;T_{4}$ : $c_{4}arrow c_{4}q$ (5.17)

に応じて、 $w(x)$ はそれぞれ

$1+c_{1^{-}}^{2}.2C_{1}X$ , $1+c_{2^{-}}^{2}2C_{2^{X}}$
’

, $1+c_{3}^{2}.-2c_{3}x$ , $1+c_{4}^{2}-2c_{4^{X}}$ , (5.18)
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倍される。
これらの変換に対応する Jacobi作用素 $A$ の $\mathrm{L}\mathrm{R}$ アルゴリズムはそれぞれ

$1\cdot+A^{2}-2C1A>0,1+A^{2}-2C_{2}A>0,1+A^{2}-2C3A>0,1+A^{2}-2c_{4}A>0$
の Gauss 分解 (5.1) を求めて得られる。実際、

$\psi_{l}.,(x;c_{1,2}C, c_{3}, c4)=\frac{1}{l_{n}}p_{n}(.x;c_{1,2}c, C_{3}, c_{4})$ (5.19)

に関する隣接関係式は, $T_{1}$については

$\psi_{n}’(x;c_{1}, c_{2}, c3, c4)=^{\psi_{n_{\backslash }^{1C_{1}}},C_{4}}\prime x;q,$$c_{\sim}9c3,)+v_{n}\psi’ n-1(X;c1q, c_{2}, c_{3}, c4)$

$v_{r}..=- \frac{2(1-q)_{C}1}{(1-aq^{2n-2})(1-aq^{2n-1})(1-c_{2}c_{3q^{n-}})11-c2c_{4q}\iota_{\backslash }^{r}-1)n(1-c_{3}C_{4q}n-1}$

の形で得られる。 $T_{2},$ $T_{3},$ $T_{4}$についても同様である。

6 差分系と逆散乱 ( $\overline{\mathbb{H}}.1^{\mathrm{t}}\neg 1\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{c}\dot{1}_{1}\mathrm{k}\mathrm{a}$ の理論の応用).
再び、作用素 $A$ を $\mathcal{H}=l^{2}(\mathrm{Z})$ で考える。
次の条件を仮定する。

$\sum_{n=-\infty}^{\infty}|b_{n}-\frac{1}{2}||n|<\infty,\sum_{n=-\infty}^{\infty}|a_{n}||n|<\infty$ (6.1)

スペクトルパラメータ を $z= \frac{1}{2}(\zeta+\zeta^{-1})$ とおく。$|\zeta|<1$ のとき、$narrow\pm\infty$

に対する Jost 解\psi \pm (n; $z$ ) は

$\psi^{\pm}(n;z)_{\wedge}\vee\zeta^{\pm}n$ $narrow\pm\infty$ (6.2)

で特徴づけられる。 $\psi^{\pm}(n;z)$ のあいだの接続関係式は

$\psi^{-}(n,\cdot \mathcal{Z})=\alpha(_{Z}.)\tilde{\psi}^{\pm}(n;Z)+\beta(z)\psi\pm(n;z)$ (6.3)

で与えられるものとする $0$ ただし、 $\overline{\psi}^{\pm}(r\iota;\zeta)=\psi+(n;\zeta^{-1})$

反射係数, Wronskia鱈よそれぞれ

$R(z)= \frac{\beta(z)}{\alpha(z)}$ (6.4)

$W( \psi_{+)}\psi_{-)}=\frac{1}{2}(\zeta^{-1}-\zeta,1\alpha(z)$ (6.5)
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$/$. $\in[-1,1]$ のとき、 $\psi^{\pm}(n;\lambda+i\mathrm{O}),$ $\alpha(\lambda+i\mathrm{O}),$ $\beta(\lambda+i\mathrm{O})$ は存在する。 ま
た、 $\alpha(\lambda)$ は \mbox{\boldmath $\lambda$}が実数で $|\lambda|>1$ のとき、有限個の単純な零点をもっ。それ
らを、 $\lambda_{k},$ $k=1,2,3,$ $\ldots,$

$s$ とする。
次の固有関数展開公式が成り立つ。

$\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}^{\rceil}.\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{t}J\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}3$ (1) $\psi^{\pm}(n;z)$ を用いて

$d\Theta(n, m;\lambda)$

$=$ $\frac{d\lambda}{2\pi\backslash \frac{1-\lambda^{2}}{}(\lambda+i\mathrm{o})|2}\{\psi^{+}(n;\lambda+i0)\overline{\nu/\mathrm{T}(n,\cdot\lambda+i0)}+\psi^{-}(n;\lambda+i0)\overline{\psi-(n\cdot,\lambda+i0)}x[-1,11(\lambda^{\backslash }$,

$+$
$\sum_{k=1}\psi^{+}(n;\lambda k)\psi+(m;\lambda k)c_{k}^{2}\delta(\lambda-\lambda k)d,\backslash$ $(6.($

ここで、 $|_{\vee^{\circ}}^{\sim} \tilde{k}=,\frac{\beta(\lambda_{k}\rangle}{\alpha(\lambda_{k})_{\sqrt}\overline{\lambda_{\kappa}^{2}-1}}.$

.
であり、 $\chi_{[-1,1!}(\lambda)$ は [-1, 1] の特性関数。

(2) あるいは、 $\psi^{+}(n;\lambda+i\mathrm{O}),$ $\psi^{+}(n, J\backslash -i\mathrm{o})$ を用いて

$d\Theta(n, m;\lambda)$

$=$ $\frac{d\lambda}{2\tau \mathrm{r}\sqrt{1-\lambda^{2}}}\{\psi^{+}(n;\lambda+i\mathrm{o})\overline{\psi+(m,\cdot\lambda+i\mathrm{o})}+\emptyset^{+}(n;\lambda-i\mathrm{o})\overline{\psi^{+}(m,\cdot\lambda-i0)}$

$+$ $R(\lambda+i0)\psi^{\prime+}(n;\lambda+i0)\overline{\psi+(m\cdot,\lambda-i0_{\grave{J}}}+R(\lambda-i0)\psi^{+}(n\cdot, \lambda-i\mathrm{o})\overline{\psi^{+}(m\cdot,\lambda+i0)}\chi 1-1,1](\lambda)\}$

$+$ $\sum_{k=1}^{s}\psi+(n;\lambda_{k})\psi^{+}(m;\lambda k)_{C_{k}^{2}}\delta(\lambda-\lambda_{k})Cl\lambda$ (6.7)

$?l)(\pm;nz)$ の Fourier 級数表示

$\psi^{+}(n;z)=\sum_{nm\geq}K(n, m)\zeta^{m}$ (6.8)

を用いて $(6.6),(6.7)$ を書き換える。

$F(m)=F_{\mathrm{C}}(m)+F_{\underline{l})}(m)$ , (6.9)

$F_{c}(m)= \frac{1}{2_{7\Gamma}i}\int_{|\zeta|=1}P\iota(\zeta)\zeta\gamma n-1d\zeta$ (6.10)

$F_{p}(m)\backslash =)^{1}\mathrm{c}=1arrow k\ovalbox{\tt\small REJECT}_{c\zeta_{k}}2m$ (6.11)

核関数 $\{F(n+m)\}_{n,m=}^{\infty}-\infty\{K(n, m)\}_{7b}^{\infty},m=-\infty$ が表す作用素をそれぞれ
$\hat{F},$

$\perp\hat{\mathrm{K}}$ であらわす。Fは Fredholm 型 Hartkel 行列であり、 $\hat{K}$ は有界な逆を
持つ有界な上 3角行列である。そして
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Proposition 4 (2.1),(2.2) はそれぞれ

$1=I_{\mathrm{t}}^{\wedge}\nearrow(1+\hat{F})^{t}\hat{K}$ (6.12)
$A=\hat{K}A_{0}(1+\hat{F})^{t\nearrow}I^{\mathrm{s}_{\llcorner}}\wedge=\hat{K}A_{0}\hat{K}^{-1}$ (6.13)

と表される ( $Gelf_{ondL\cdot it}-evan-\mathrm{J}/l^{\mathrm{p}}archenko$ 分解)o ここで、 ${}^{t}\hat{K}$ は Kの転置を
あらわす。

$A_{0}$ は成分が $b_{n}=\sim\underline{1},,$ $a_{r\iota}=0$ の対称 Jacobi行列を意味する。

$1+\hat{F}$ は王定値の対称行列で、等式 (6.12) により $\hat{K}$ は–意に決る。
$j\lfloor_{0}$の–意な分解

$A_{0}---A0,++A_{0,-}$ (6.14)

( $A_{0,-}$.
$,$

$A_{0},-$ はそれぞれ上および下の 3角行列) がある。 $2A_{0,\pm}$ は番号を 1だ
け上下にずらすユニタリ作用素である。

7 LR-アルゴリズムと密度行列の変換
$A$ |は有界作用素であるから、 ある正定数 $c$ があって $A+c$ は正定値である。
そこで、

$A+c>0,$ $(A+c)^{-1}>0$

となるような、 $c$ をひとつ固定する。 $A(c)=A+c,A_{0}(C)=A_{0}$
.

$+c$ とおく。
明らかに、 $A_{0}(c)^{\pm 1}>0$ である。
いま $A(c)$ の Gauss 分解

$A(c)=A_{-}(C)\sim A_{+}(c)$ (7.1)

$(\mathrm{A}+(c), A-(c)$ はそれぞれ対角成分が正である、上および下の 3角 Jacobi 行
列で、 $A_{-}(c)=At-(C))$ があるとする。
このとき、 LR-変換

$Aarrow A’=A_{+}(c)\cdot A_{-(c})=A_{+}(c),$ $A\cdot A_{-}(c)^{-}1$ (7.2)

が定義される。 $A’$ も対称な Jacobi行列である。

Tbeorem 1 $A’$ の $GLM$分解を

$1=K^{;}\cdot(1+\hat{F}l),{}^{t}\hat{K}l$ (7.3)
$A^{l}=K^{l}\cdot A_{0}\cdot(1+\hat{F}^{l}),{}^{t}\hat{K}’$ (7.4)
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とおくとき、 $A^{l}$ が $A$ の LR-変換であることの必要十分条件は

$\hat{F’\prime}=\hat{F}\cdot A0,-(c)\cdot A0,-\cdot(c)-1A=0,+(C)\cdot\hat{F}\cdot A_{0},+(c)^{-}1$ (7.5)

である。ただし、 $A_{0,\pm}(C)$ は $A_{0}(c)$ の Gauss分解における上下 3角行列を表
す。 $(\hat{F}\cdot A_{\mathrm{C},\pm}.(c)=A_{0,(C}\mp)\cdot\hat{F}$ に注意。)

$g( \zeta)=\frac{\sqrt{c+1}-\backslash \frac{c-1}{}}{2}\zeta_{\urcorner}|-\frac{\backslash \frac{\vee\wedge+1}{}+\sqrt{c-1}}{2}$

は
$Z+c=g(\zeta)_{\mathit{9}(_{\zeta})}.‘-1$

の解である。 このとき、反射係数 $R(\zeta)$ を用いて述べれば、 (7.5) は等式

$R’(\zeta)=R(\zeta)\mathit{9}(\zeta)^{-1}\mathit{9}(\zeta^{-1})$ (7.6)

と同等である。

Remark 1等式 (7.5) は $zakhC_{-}\iota_{\mathit{0}v-}shab_{bt}$‘ の “dressing method” と密接な関
係がある。実際、 もしも $\hat{F}$ が恒等作用素ならば、F’は $A_{0,\pm}\text{で}\zeta‘ dressing$

” さ

れていることになる。 $LR$ -変換は、 この意味で “dressing $‘ i$ 変換そのもので
あそと言える。このことをご指摘いただいた寛三郎さんに感謝します。なお、
覧さんの論文 [9] では、 シンプレクテイックの場合にこの”dressing method’
が拡張されている。この場合に我々の議論をするとなると、いわゆる不定値
の計量を持つ関数空間の上でやらねばならないように見えるので、 かなり難
しいかも知れない.

Proof 1 まず、 ( $7.5.|$ から ( $7.2^{\backslash }\mathrm{I}’$ を導く。
$(7.3),(7.4),(7.5)$ および表式の–意性より、等式

$\hat{K}’=A_{+}(C)\cdot\hat{K}\cdot g(2A_{0,+})$ (7.7)

が得られる。故に、

$A’=\hat{K}^{l}\cdot A_{0}\cdot(1+\hat{F}’)\cdot {}^{t}I^{\nearrow l}\mathrm{c}=A_{+}(c)\hat{K}g(\mathrm{Q}Aarrow 0,+)A_{0}g(2A_{0,-})-1\hat{K}-1A+(C)^{-}1$

$=A_{+}(C)\hat{K}A_{0^{\hat{K}A_{+})^{-}}}-1(’\backslash c1=A_{+}(c)\cdot A\cdot A_{+}(c)^{-}1$

こうして、 (7.2) が得られる。
次に、逆を証明する。 まず、 $A_{0,+}$ と可換な上 3角有界作用素は $2A_{0,+}$ の

解析関数であることに注意する。 $(6.13),(7.4)$ より、 \mbox{\boldmath $\zeta$}のある正則関数 $\tilde{g}(\zeta)$

$(|\zeta|<1)$ が存在して、
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$\hat{K}^{J}=A_{+}(C)\cdot\hat{K}\cdot\tilde{g}(2A_{0,+})$ (7.8)

$(6.12),(7.3)$ より、

$\tilde{g}(2A_{0,+})\tilde{g}(2A_{0,-})+\overline{g}(2A_{0,+})2\hat{F}’=A_{0}(c)^{-1}(1+\hat{F})$ (7.9)

表示の–意性より、

$\tilde{y(’}(2A_{0,+})\overline{g}(2A_{0},-)=A_{0}(c)^{-}1$ (7.10)
$\tilde{g}(2A_{0,+})2\hat{F}^{J}=A_{0\{_{\backslash }’}c)-1\hat{F}$ (7.11)

(7.10) より

$\tilde{g}(2A_{0,+})=A_{0,+}(c)-1$ (7.12)

故に、

$A_{0,+}(c)^{-2;}\hat{F}=A_{0}(c.)--,F^{\hat{\urcorner}}$ (7.13)

すなわち、 (7.5) を得る。

8 周期戸田格子の場合
$A$ は周期 $N$ の周期 Jacobi行列とする。 i.e.,

$a_{n+N}=a.|l’ b_{n}+N=b_{n}$ (8.1)

$h$ を Floquet の乗数とし、 $N\cross N$ の行列 $A_{h}=(\overline{a}_{n,m})_{n}^{N-1},m=0$ を

$\tilde{a}_{n,m}=hf_{N-1}|(n, m)=(N-1, \mathrm{o}),$ $h-1b_{N-}1(n, m)=(0, N-1),$ $a_{n},m$ その他

と定義する。
行列式を $0$ にする方程式

$det[Z-A_{h}]=-b_{0^{b_{1N-}}}\cdots b1(h+h^{-}1-\triangle)$ (8.2)

とおくとき、 $\Delta$ は

$b0b1\ldots bN-1\Delta=z-N\mathrm{t}a0+a1+\cdots+a_{N1}-)\text{ノ}\backslash Z^{N-1}+\cdots$
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と表される N次多項式である。 (8.2) を $0$ にする $h$ は

$h= \frac{\Delta\pm\sqrt{\triangle^{2}-4}}{2}$ (8.3)

と表され、種数 $N-1$ の超楕円曲線を定義する。
$\angle\backslash ^{2}-4=0$ を満たす 2N個の実根を大きさの順に

$\lambda_{1}<\lambda_{2}<\cdots<\lambda_{2}N-1<\lambda_{2N}$

とする。
$|h|=1$ すなわち、 $|\Delta|<4$ となるのは

$\lambda\in[\lambda_{1}, \lambda_{2}]\cup[\lambda_{3}, \lambda_{4}]\cup\cdots\cup[\lambda_{2N-1,2N}\lambda]$ (8.4)

言い変えれば、 $A$ のスペクトラムはすべて連続であって、 そのスペクト
ル集合 $\sigma\}’A$) は (8.4) で与えられる。

$/^{\mathrm{t}}$ . $\not\in^{J}0_{\backslash }^{j}|A]’\backslash$ のとき、 $|h|\neq 1$ であるが、 $|h|<1$ 仮定してよい。
五の固有関数における Bloch 解 (i.e., $n=-\neq\infty$ に応じる Jost 解) $\psi^{\pm}(n;z)$

は、 それぞれ

$\psi^{\pm}(n+N;z)=h^{\pm 1}\psi^{\prime\pm}(n;z)$ (8.5)

を満たす。 $\psi^{\pm}(n;z)$ は有限次元固有方程式

$(z-A_{h})\tilde{\psi}=0$ (8.6)

を解いて得られる。
特に、 $n=0$ のとき、 1に等しくなるように正規化したものを $K^{\pm}(n;z)$

で表す。
–般に $i\leq n,$ $m\leq j$ の成分からなる $z-A$ の小行列式を D(i,ので表す

とき、次の表式が成り立つ。

$K^{+}(1;z)=- \cdots\frac{(-1)^{N}hb1bN-1-_{\mathrm{t}}b_{0}D(2,N-1)}{D(1,\mathit{1}\mathrm{v}-1)}$

,

(8.7)

$K^{-}(1;z)=- \frac{(-1)^{N}h^{-}1b_{1}\cdots b_{N-1^{-}}:b0^{D}(2,N-1)}{D(1,N-1)}$
‘ (8.8)
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Pro.position 5 $A$ は点スペクトルを持たない。$A$ の固有関数展開公式は (3.9)
あるいは (3.10) の形にかける。その際、密度行列は

$d \mu_{+}(\lambda)=d\mu-(\lambda)=\frac{1}{2\pi}\ldots\frac{|D(1,N-1)|}{|b_{0}b_{1N-1}b|\sqrt{4-\triangle^{2}}}$, $\lambda\in\sigma(A)$ (8.9)

で与えられる。 また、

$K^{-}(n;\lambda+i\mathrm{O})=K^{+}(n;\lambda-i\mathrm{O})=\overline{l\mathrm{i}\nearrow+(n,\lambda+i\mathrm{O})}$ (8.10)

故に、 (3.10) は

$d\Theta(n, m;\lambda)=2\Re\{K^{+}(n, \lambda+i0)\overline{K^{+}(n\cdot,\lambda+i0)}\}d\mu_{+}(\lambda)$ (8.11)

と簡略化される。

$D(1, N-1)= \prod^{N-1}k=1(z-\mu k)$ は zの $N-1$ 次多項式である。その根はす
べて実数であって, $\mu_{1}<\mu_{2}<\cdots<\mu_{N-1}$とするとき、

$\lambda_{2}<\mu_{1}<\lambda_{3}<\lambda_{4}<\cdots<\mu_{N-1}<\lambda_{2N-1}<\lambda_{2N}$ (8.12)

と分離される。
(8.9) からみられるように、固有関数展開において、補助スペクトラム

$\mu_{1},$
$\ldots,$ $\mu_{N-}1$ が極めて重要である。実は、つぎの節でみるように、これは LR-

アルゴリズムにおいても中心的役割をはたす。

9 周期戸田格子の LRアルゴリズム

$A$ は正定値と仮定する。特に $a_{n}>0$ である。
まず、 $A$ の Gauss 分解を求める。 $A\pm$ をそれぞれ対角成分はすべて正で

ある、上および下 3角 Jacobi 行列で, かつ周期 Nの周期行列とする。

$A=A_{-}\cdot A_{+}$ , $A_{-}={}^{t}A_{+}$ (9.1)

を満たすように求める。
$A_{+}$ の成分を $a_{n,n}=\xi_{n}>0,$ $a_{n,n+1}=\eta_{n}$ とおく。 $\xi_{n+N}=\xi_{n},$ $\eta_{n+N}=\eta_{n}$

が成り立つように $A\pm$を決める。 このとき、 (9.1) より等式

$a_{n}=\xi_{n}^{2}+\eta n2-1’ b_{n}=\xi_{n}\eta_{n}$ $0_{\leq’n}\leq N-1$ (92)
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が得られる。
(9.2) より、 $\xi_{0}^{2}$ は 2次方程式

$\xi_{0}^{2}=\frac{b_{0}^{2}|}{1a_{1}}-\frac{b_{1}^{2}|}{1a_{2}}-\cdots-\frac{b_{N-1}^{2}|}{|a_{0}-\xi 02}$ (9.3)

を解けばよい。 $\xi_{0}^{2}$ は–意には定まらない。そこで、 $\xi_{0}^{2}$ を (9.3) を満たすよう
に、 収束する周期連分数

$\xi_{0}^{2}=\frac{b_{0}^{arrow 9}|}{1a_{1}}-\frac{b_{1}^{2}|}{|a_{2}}-\cdot$ . . $-b_{\tau\tau_{-}1}^{2} \frac{b_{0}^{2}|}{a_{1}}$ –. . . (9.4)

として定める。これによって、 $\xi_{n},$
$\eta_{l1}$. は自動 $|’ \int’\acute{\backslash }J$に決定される。 (3.6) に注意す

ると、等式

$\xi_{0}^{2}=-b_{0}K^{+}(1;0)$ (9.5)

が成り立つ。
さて、 このようにして、定まった $A\pm$ を用いて、 LR-変換

$A=A_{-}\cdot A_{+}arrow A’=A_{+}\cdot A_{-}=A_{+}\cdot A\cdot A_{+}^{-1}$ (96)

が定義される。
次の Propsition 6がもっとも基本的である。

$\mathrm{p}_{\mathrm{r}\mathrm{o}_{\mathrm{P}^{\mathrm{o}\mathrm{S}\mathrm{i}\{\cdot \mathrm{i}\mathrm{o}}}}\mathrm{J}\mathrm{n}6$ A’の密度関数に表れる補助スペクトラムを $\{\mu_{1}^{l}, \mu_{2}^{J}, \ldots, \mu_{N}-1\}J$

とするとき、等式

$z \frac{\Pi_{k=1}^{N-1}(_{Z}-\mu_{\iota\sim}’)}{\Pi_{k=1}^{N-1}(z-\mu k)}.=(\xi 0+\eta_{0}K^{+}(-\perp;Z))(\xi_{0}+\eta 0K^{-}(1;z))$ (9.7)

が成り立つ。逆に、 (9.7) を解くことによって、 $\xi_{0}>0,$ $\eta 0,$
$\mu_{1}^{l},$

$\ldots,$ $\mu_{N}^{l}-.1$ が–意
に定まる。

Proof 2A’の Bloch 解は

$K_{+}’(_{7}l;Z)=. \frac{\xi_{n}K^{+}(n,z)+\eta_{n}K^{+}.(n+1,Z)}{\xi_{0}+\eta_{0+}K(1,Z)}$

.
(98)

で与えられる。
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まず、 (9.7) が成り立つとき、 (9.6) が得られることを示す。
点 $z.–\infty$ において、 $K^{\pm}(n;z)$ は有理型であって、

$K^{+}(n;z)=o(z-n),$ $K^{J+n}(n;Z1=O\text{ノ}(z^{-})$

に注意すると、実上 3角行列 $–=-(\xi)_{n,m=-\infty}^{\infty}$ があって

$I \zeta^{l+}(n,\cdot z)=\sum m=n\infty\xi n,mK^{+}(m;Z)$ (9.9)

と –意に表される。 $(2.5),(2.6)$ および ( $8.9\grave{)}j(8.11)$ から作用素の関係式

$1=– \frac{\Pi_{k=1}^{N-1}(A-\mu_{k}^{l})}{\Gamma \mathrm{I}_{k=1}^{N-1}(A-\mu k)}-.$ . $t—$ (9.10)

$A’=—$ . A. $\frac{\Pi_{k=1}^{N-1}(A-\mu_{k}^{J})}{\Pi_{k=1}^{N1}-(A-\mu k)}$ . $t—=–A-..—-1$ (9.11)

が得られる。 また、 $\mathfrak{l}’‘ 2.5$ ), $(2.6)$ から上 3角行列 $Y=(\eta_{n,m})_{n,m}^{\infty}=-\infty$ があって

$( \mathcal{E}_{-0}+\eta_{0^{K^{+}}}(1;z))K+(n;z)=\sum_{m=?\iota}^{\infty}\eta.,l,mK+(m;z)$ (9.12)

また、 同じことだが、

$\eta_{n,m}=2.(_{-\infty}^{\infty}\Re(\xi 0+\eta_{0}K^{+}(1;\lambda+i0))K+(n;\lambda+i0)\overline{K+(m\cdot\lambda+)i.0^{)},}d\mu_{+}(\lambda)$

(9.13)

と表される。すなわち、

$\xi_{0+\eta}0K^{+}(1,\cdot A)=Y$ (9.14)

同じく

$\xi_{0}+\eta_{0}K^{-}(1;A)={}^{t}Y$ (9.15)

故に、 (9.7) より作用素の関係

$A. \frac{\Pi_{k=1}^{N-1}(}{\Pi_{k=}^{N-1}1(A-\mu k)}=Y\cdot {}^{t}Y={}^{t}Y\cdot Y$ (9.16)
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作用素の可換性に注意して、 (9.10) より

$A={}^{t}Y \cdot\frac{\Pi_{k=}^{N-1}1(A-\mu k)}{\Pi_{k=1}^{N-1}(A-\mu_{k}^{l})}\cdot Y$

$={}^{t}Y\cdot\iota\Xi\cdot---\cdot Y$

これが $A$ の Gauss分解に他ならない。すなわち、

$A_{-}={}^{t}Y\cdot{}^{t}\Xi$ , $A_{+}=---\cdot Y$ (9.17)

(9.11) より

$A’=A_{+}\cdot Y^{-1}\cdot A\cdot Y\cdot A_{+}-1=A_{+}\cdot A\cdot A_{+}^{-1}$

で (9.6) を得る。
次に、 (9.6) から (9.7) が導かれることを示す。

$\psi^{l}=A_{+}(K^{+})$ (9.18)

$n=0$ で 1に等しくなるように正規化して、

$I \mathrm{f}^{l+}(.n;z)=\frac{\mathrm{t}^{/})’(n)}{\varphi/l(0)}$ (9.19)

とおく。すると、 関係式 (9.9) が成り立つような 3角行列宜がある。故に、

$\{A_{+}(K^{+}\backslash \}\text{ノ}(n;Z)=\{(\xi_{0}+\eta 0K^{+}(1;z))---(K^{+})\}(n;Z)=\{^{-Y}--\cdot(K+)\}(n;z)$

言い換えれば、

$A_{+}=---$ . $Y$ (9.20)

これより

$\{A’\}_{n,\gamma n}=\{A_{+}\cdot A_{-}\}n,n\iota=\{---\cdot Y\cdot tY\cdot t--\}_{n}-,m$

$=2 \int_{\infty}^{\infty}\Re(\xi 0+\eta_{0}K^{+}(1, \lambda+i0))(\xi 0+\eta_{0}K^{+}(1, \lambda-i\mathrm{o}))$

$K^{J+}(n, \lambda+i\mathrm{O}))K^{\prime+}(m, \lambda-i0))d\mu_{+}(\lambda)$ (9.21)
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方、 定義より

$\{A^{1\}_{?,m}}=- d?\int_{\infty}^{\infty}\lambda\Re\{\lambda K’-(n;\lambda+i0)K^{\prime-}’(m;\lambda-i\mathrm{o})\}d\mu’.|\tau(\lambda)$

故に

$\lambda d\mu’\urcorner-(\lambda)=(\xi_{()}+\eta_{0}K^{+}(\lambda+i0),)(\xi_{0}+\eta_{0}K^{+}(\lambda-i0))d\mu_{+}(\lambda)$

でなくてはならない。

$d \mu_{+}^{l}(\lambda)=\frac{\Pi_{k1}^{N-1}=(\lambda-\rangle_{\backslash }\prime)k}{\Pi_{k=1}^{N-1}(^{\rangle)}\mathrm{t}-\mathrm{A}\backslash k}d\mu_{+}(\lambda)$

であるから、 (9.7) が得られた。

(.8.3) が定義する超楕円曲線 $X$ は 2枚の葉片を持っている。物理的面と
非物理的面である。 $\lambda\not\in\sigma(A)$ のとき、物理的 (非物理的) 面は, それぞれ
$|h|<1(^{\sim}.>1)$ によって定義される。

Bloch 解を $X$ での因子類を用いて表す。$z=0,$ $\infty$ は $X$ の分枝点ではな
いので、 $j^{\prime=0}$, にのっている $X$の点の因子はそれぞれ 2個ある。物理的面に
あるものを $\langle \mathrm{o}\rangle,\langle\infty\rangle$ , 非物理的面にあるものを $\langle 0^{*}\rangle,\langle\infty.\rangle*$ であらわす。
このとき、

Lemma 4超楕円曲面 X上の有理導関数 $K^{+}(n;z)$ は、 $z=\mu_{1},$ $\mu_{2},$
$\ldots,$ $\mu_{N-}1$

にのっている $X$ の点で 1位の極、 $\infty^{*}$で $n$ 位の極を持つ。前者の点からなる
正の因子は $n$ によらない。それを $D_{0}$ とする。 また、 $K^{+}(n;z)$ の零点に応ず
る因子をそれぞれ $D_{n},$ $\langle\infty\rangle$ とする、 また、 $X$から $z$の複素平面への射影に関
して、 $D_{\mathrm{C}},$ $D_{n}$の共役因子を、それぞれ $D_{0}^{*},$ $D_{n}^{*}$ とおく。
したがって、 因子として, 等式

$(K^{+}(n;z))=n_{\backslash }’\infty\rangle-n\langle \mathrm{c}0^{*}\rangle-D_{0}+D_{n}$ (9.22)
$(K^{-}(n;Z))=n_{\backslash }’\{\infty^{*}\rangle$ $-n\langle\infty\rangle-D^{*}0+D_{n}^{*}$ (9.23)

さらに、

$. \prod_{k=1}^{\mathrm{A}^{r}1}(_{Z}-\mu_{k},)=--(N-1)\{\langle\infty\rangle+\langle\infty*\rangle\}+D0+D_{0}*$ (9.24)

$(h)=N(\langle\infty\rangle-\langle\infty\rangle*)$ (9.25)

が成り立つ。

方、 $\xi 0+\eta_{\mathit{0}^{K^{+}}}(1;z)$ の零点および極については、 (9.7) から
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Theorem 2次数 $N-1$ の正因子 $D_{0}^{l}$ およびその共役 $D_{0^{*}}’$ が存在して、

$(\xi_{0+\eta_{0}K}+(1;z))=\langle \mathrm{o}\rangle-\langle\infty.\rangle-D_{0}*,+D_{0}’$ (9.26)
$(\xi_{0+70}7K^{-}(1;z))=\langle 0*\rangle-\langle\infty\rangle-D^{*}+0D_{0}l^{*}$ (9.27)

故に、 $(K^{l+}(1;z))$ については、次数 $N-1$ の正因子 $D_{1}’$が存在して、

$(K^{f+}(1;\mathcal{Z}))=\langle\infty\rangle-\langle\infty*\rangle-D_{0}’+D_{1}$’ (9.28)

と表される。

$X$の次数 $N–\perp$ の囚子類は $X$の Jacobi 多様体 $Jac(X)$ をなす。 (9.13) か
らわかるように、 $Jac(X)$ の点として

$D_{0^{-}}’D_{0}\equiv-\langle \mathrm{o}\rangle+(\infty^{*}\rangle\backslash$ (9.29)
$\prec$
. $’$’

$\mathrm{c}_{-}^{arrow}$ て、 新たな作用素 $A’$ に対して、引続き LR-変換を施すことができる。
これを繰り返せば、 Jacobi 作用素の列

2

$Aarrow A’arrow A^{Jl}arrow\cdots$ (9.30)

が得られる。これに応じて因子類の列

$D_{0}arrow D_{0}’arrow D_{0}’’arrow\cdots$ (9.31)

が得られる。そして、

$D_{0^{-}}^{l}D_{0-D\equiv-}\equiv D_{0’0}\prime f\equiv\cdots\langle 0\rangle+\langle\infty^{*}\rangle$ (9.32)

結論として、

Theorem 3 $LR$ 変換 (0.6) は p0=D。から始まる Jacobi多様体上の点 $\mathrm{P}$ の

離散的平行移動

$\mathrm{p}_{m}=\mathrm{P}\mathrm{o}+rn\{-\langle 0\rangle+\langle\infty^{*}\rangle\}$ , $m=0,1,2,3,$ $\ldots$ . (9.33)

によって実現される。

Corollary 1逐次 $LR$-変換 (9.30) がある正整数 $M$を周期とする周期的な
変換列になるための必要十分条件は

$M\{-\langle \mathrm{o}\rangle+\langle\infty\rangle*\}\equiv 0$ (9.34)

となることである。
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Remark 2行列 $A$ が有限または半無限のときには、LR-変換列は決して周
期的になることはない。実際、このような変換を繰り返すことにより、行列
$A$ は次第に対角行列に近づく。 $A$ が有限行列のときには、実際この方法で
$A$ の固有値がが近似されるのであった $([15],[16],[17])$。しかし、 $A$ が半無限の
ときに何に近づくのかは、私には明らかではない。

$\mathrm{r}\{.\mathrm{e}\mathrm{r}\cdot \mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}:\mathrm{k}3f(z)$が r次多項式のとき、等式 (9.7) を -般の LR-アルゴリズ
ム ( $5.2^{\backslash },\mathrm{I}$ に拡張することは可能-‘\acute ‘‘ある。 このとき、 (9.7) は

$f(z_{\grave{J}^{\frac{\prod_{k1}^{N-1}=(Z-\mu_{\iota})\prime}{\prod_{k=1}^{N1}--(z-\mu_{k})}=(\xi_{0}}}.+ \sum_{k=1}^{r}\eta \mathit{0},kK^{+}(k;\mathcal{Z}))(\xi 0+\sum\eta 0,kk=1rK^{-}(k;z))$

という関係式に置き換えられる。

10 $I\Gamma=2$ の場合

前節において、 $N=2$ の場合はすべてが明示的に表されるので、今節で、こ

れを与える。
$A$ は $\{a_{0}, a_{1}, b0, b1\}$ を与えることと同値である。 $\nu V(z)=b_{0}^{2}b_{1}^{2}(\Delta^{2}-4)$ と

おくとき、

$?V(,\vee’)=(_{Z}-\lambda 1)(_{Z}-\lambda_{2})_{(-}’-\lambda 3)z(z-\lambda 4^{\backslash },\mathrm{I},$ $0<\lambda_{1}<\lambda_{2}<\lambda_{3}<\lambda_{4}(10.1)$

さらに、

$d \mu_{\pm}=\frac{1}{4\pi}\frac{|\lambda-a_{1}|}{\sqrt{|\mathrm{I}V(\lambda)|}},$
$\lambda_{2}<\dot{a}_{1}<\lambda_{3}$ (10.2)

$K^{+}(1;z)= \frac{b_{0}+b_{1}h}{z-a_{\mathrm{J}}},$ $K^{-}(1;Z)= \frac{b_{0}+b_{1}h^{-1}}{z-a_{1}}$ , (10.3)

(9.7) は

$Z \frac{z-a_{\mathrm{I}}’}{z-a_{\mathrm{J}}}$

.

$=(\xi 0+\eta(|K^{+}(’1;z))(\xi_{0}+\eta 0^{K}(-1;z))$ (10.4)

いま

$u= \int_{\lambda_{4}}^{z}\frac{dz}{\sqrt{\mathrm{T}^{j}V(}},$ $v= \int_{\lambda}^{\infty}4\frac{dz}{\sqrt{\nu V(z)}}>0,$ $w= \int_{\lambda}^{0}4\frac{dz}{\sqrt{W(z)}}>0$
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$v-c= \int_{\lambda_{4}}a_{1}\frac{dz_{J}}{\sqrt{\nu \mathrm{I}[(Z)}},$
$v>\Re_{C>}0,$ $\propto \mathrm{o}sc<$

$\omega_{1}=\int_{\lambda_{2}}^{\lambda_{3}\cdot\lambda_{4}}\frac{dz}{\sqrt{W(Z^{\backslash }|}}>0,\omega 2=i\mathit{1}\lambda\iota’\frac{dz}{\sqrt{|W(z)|}}\in i\mathrm{R}_{>0}$

とおくと、 $2\omega_{1}$ ,2\mbox{\boldmath $\omega$}2が 2重周期であって、 $\langle 0\rangle,$ $\langle 0^{*}\rangle,$ $\langle\infty\rangle,$ $\langle\infty^{*}\rangle$ はそれぞれ

$u=w,$ $u=-w,$ $u=v,$ $u=-v$

に対応している。 さらに、

$4\prime \mathrm{t}^{1}=2\omega_{1}\equiv 0$

すなわち、

$D_{2}-D_{0}\sim 0$

楕円由線 X上のシグマ関数\mbox{\boldmath $\sigma$}(u) は $u=0$ で零点を持ち、準周期性

$\sigma(u+2\omega_{1})=-e\sigma(2(\eta 1u+\mathrm{u}_{1_{\text{ノ}}})\backslash _{\mathrm{I}}u$

$\sigma(u+2\omega_{\sim}\circ)=-e^{2(u}’\eta\underline{\cdot)}+’\vee J_{2}\backslash ,\sigma(u)$

( $\eta_{1},$ $\eta_{arrow 9}$は定数) を満たすが、 これを用いるならば、

$z=– \frac{\sigma(\mathrm{t}\iota+w)\sigma’\backslash u-w)\sigma(2v)}{\sigma(u-v)\sigma(u+v)\sigma(v+v))\sigma(v-w)}$

$h=C_{1}^{\cdot} \frac{\sigma^{2}(u-v)}{\sigma^{2}(u+v)}$

$K^{+}(1;z)_{--C_{2}}-- \frac{\sigma(u-v)C\Gamma(u+v+c)}{\sigma(u-1\ulcorner v)\sigma(u-v+C)}$.

$K^{+}(1;z’)=C_{3} \frac{\sigma(u-v)\sigma(u+v+C’)}{\sigma(u+v)\sigma(u-v,+c’)}$

: と表される。故に、
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とおくと、 $\mathrm{L}\mathrm{R}$-変換列は楕円曲線を表す複素 1次元トーラス $\mathrm{C}/(\mathrm{Z}\omega_{1}+\mathrm{Z}\omega_{2})$

上の平行移動

$carrow c+v+u|arrow c+A‘’()+vw)arrow\cdots$

で表される。 これが、周期的であるための必要十分条件はある正整数 $M$ に

対 $|\vee$て

$M(v+w)\equiv 0$ $(2\omega_{1},2\omega_{2})$

となることである。
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