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1 動機付けと導入

ここで言うグリーンカレントとは、Gillet-Sou16の–般次元の算術的多様体上の算術的
交叉理論に現れるものである。 ([1]) まず、 一般的な枠組みでのグリーンカレントの定義
を復習する。 $X$ を $7b$ 次元 (準) 射影的複素多様体、 $Y$ を余次元 $d$ の $X$ の既約解析的部

分集合とする。 $Y^{11\mathrm{S}}$ を $Y$ の平滑点全体とすれば、 $Y^{11\mathrm{S}}$ は $Y$ の開稠密な部分集合である。
$\iota$ : $Yarrow X$ を包含写像として、

$\langle\delta_{1’}, \omega\rangle=\int_{\}^{\prime_{l1\aleph}}}\iota(*\omega)$ , $\omega\in A_{\mathrm{c}}^{\gamma l}-d,n-d(x)$

とおこう。 ただし、 $\rho 1_{\mathrm{c}^{\backslash }}^{\mathfrak{l}}\eta$

. $(X)$ は $X$ 上のコンパクト台を持つ $(p, \mathrm{t}])$ 型の $C^{\infty}$ 級微分形式全

体のなす (位相) 線型空間である。 このとき、上の式で定義される線型汎関数 $\delta_{Y}$ は $X$ 上

の (($l$ . の型閉カレントであることが)’‘|| られている。 ([4])

定義 10.1 (Gillet-Soule) $X$ 上のカレントワは次の条件を満たすとき $Y$ に対する グ

リーンカレントであるといわれる。

(i) $g$ は $(d-1, d-1)$ 型である。
(ii) $X$ 上の ( $d$ ,の型 $C^{\infty}$ 形式 $\omega$ が存在して、

$dd^{\mathrm{c}}g+\delta_{\mathrm{y}\prime}=\omega$

を満たす。
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定理 10.1 (Gillet-Soul\’e) $Y$ に対して、 $X-1/’$ 上の $(d-1, d-1)$ 型 $C^{\infty}$ 形式 $g$ であっ

て、 $Y$ に沿って 「対数型」 なものが存在して、 それが定義する $X$ 上のカレントが $Y$ の

グリーンカレントを与える。

この定理で述べられた条件を満たす形式 $.‘/$ を $\iota\nearrow$ に対する 「対数型グリーン形式 (函数) 」

と呼ぶ。
特に $d=1$ 即ち、 $Y$ が既約因子である場合、 $Y$ に対する対数型グリーン函数 $g$ は整

型線束 $L=O_{X}(Y)$ のエルミート計量 $||||$ を $||f||^{2}’=e^{-g}|f|^{2}$ ( $f$ は $L$ の局所切断) とし

て決める。すると、計量 $||||$ に関する $L$ のチャーン形式が、 $dd^{\mathrm{c}}g+\delta_{Y}$ で与えられる。
逆に、 $(L, ||||)$ がエルミート計量付きの二型線束とするとそのグリーンカレントは次の
Poincar\v{c}-Lelong の定理によって知られる。

定理 1.0.2 $s$ を $L$ の有理型切断とすると、 $-1\mathrm{t}$ ) $\mathrm{b}^{1}||s||^{\mathit{2}}$ は $X$ 上の局所可積分関数であり、
それは、 $Y=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{V}(\mathit{8})$ に対する対数型グリーン函数を与える。

$dd^{\mathrm{c}^{\backslash }}.(-1()\mathrm{g}||.5^{\cdot}||^{2}.)+\delta\}’=c_{1}.(L;||||)$

ただし、 $c_{1}(L;||||)$ はチャーン形式である。

これらの定理は抽象的なグリーンカレントの存在を保証してはいるが、その具体的な構
成の仕方についてはなにも述べていない。実際、与えられた $Y$ に対して、 それにたいす
るグリーンカレントを具体的に構成することは、 $X$ が射影空間で $Y$ がその線型部分多様
体など簡単な例を除けばあまり知られていないようである $\dot{\mathrm{o}}X_{\text{、}}Y$ がエルミート対称空
間の算術商である場合、 グリーンカレントの構成にリー群上の調和解析や保型形式論の手
法を積極的に用いることができる。実際、 $X$ がコンパクトモジュラー曲線で $Y$ が点の場
合は、 Hejalfl 等によって $Y$ のグリーンカレントの具体的構成は知られていた。その後、
非コンパクトモジュラ一曲線に対する同様の構成は Gross-Zagier による $\mathrm{H}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{g}_{11\mathrm{G}}\mathrm{r}$ 点の算
術的交叉理論の研究に川いられた。 (この場合ラプラシアンの解素の核関数 (でパラメー

タを特殊化したもの) はグリーンカレントと実質的には異ならない。)

今回、 我々は $X\text{、}Y$ が高次元のエルミート対称空間のコンパクト算術商で $Y$ が複素
余次元 1の場合に $Y$ の対数型グリーン函数を具体的に構或した。 $X$ がコンパクトでない

ときにも、 $X$ のコンパクト化の境界における振る舞いを除けば、グリーン函数の候補と
なる関数を構成し、 それが期待される性質をもつことを示した。
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2 モジュラー因子とボアンカレ級数

2.1 問題とする対称空間

のを既約有界対称領域、 $G$ を $\mathrm{Q}$ 上定義された半単純連結代数群であって、次の条件を
満たすものとする。

(i) のは $\mathrm{I}_{n,1}$ 型又は $\mathrm{I}\mathrm{V}_{n}$ 型である。 ただし、 $7l\geq 2$。

(ii) 有限次被覆写像 $G_{\mathrm{R}}arrow H(\mathfrak{D})^{\mathrm{o}}$ が与えられている。ただし、 $H(\mathfrak{D})$ はのの整型自己
同型群をあらわす。 .

,
$\cdot$ ...: .

(iii) $1)-$群 $G_{\mathrm{R}}$ は連結である。

これらの条件から、 $G_{\mathrm{R}}$ のり $-$環 $\mathrm{g}$ は $\triangleleft lr\downarrow(\gamma\iota, 1)$ 又は $\mathfrak{s}\mathrm{o}(’\iota, 2)$ と同型であることが従う。
また、のは $\mathrm{g}$ のキリング形式 $D$ からきまる $G_{\mathrm{R}}$-不変エルミート構造 (ベルクマン計量)

によって複素 $n$ 次元ケーラー多様体となる。 .::

$\mathrm{g}\cong \mathfrak{s}ll(7l, 1)$ のとき $c_{\mathfrak{g}}=1_{\text{、}}\mathrm{g}\cong_{50}(r\iota, 2.)$
のとき $c_{\mathfrak{g}}=2$ とおき、 さらに、 $m=\dot{c}_{0}^{-1}n$ と

する。

2.2 対称部分群と部分対称空間

$H$ を $- G^{-}’$

,

の Q-部分群でつぎの条件を満たすものとする。

(a) $\mathrm{Q}$ 上定義されたある代数的対合 $\sigma\in \mathrm{A}\iota\iota \mathrm{t}(c)$ が存在して、 $H$ は $G^{\sigma}$ の単位元の連結
成分となる。

’

(b) $H$ の中心 $Z(H)$ は Q-非等方的である。 :.

$\mathfrak{D}_{Il}$ をのにおける $H_{\mathrm{R}}$-軌道の– つとすると、のの閉部分リーマン多様体 $\mathfrak{D}_{P}$[ は $H_{\mathrm{R}}$

に伴う対称空間となる。我々はさらに次を仮定する。

(c) 半単純対称空間 $H_{\mathrm{R}}\backslash G_{\mathrm{R}}$ の実階数は 1である。
(d) $\mathfrak{D}_{H}$ ののでの実余次元は 2である。

この条件から、 $\mathfrak{D}_{H}$ はのと同じ型のエルミート対称空間になり、 埋め込みの H\rightarrow D

が等長的かつ整型となるようなの H の $H_{\mathrm{R}}$-不変エルミート構造がただ–つ決まりの H は

ケーラー多様体となることが従う。
原点 $\mathit{0}\in \mathfrak{D}$ をとるとき、 その $G_{\mathrm{R}}$ での固定部分群を K。で表わせば、 それは $G_{\mathrm{R}}$ の極

大コンパクト部分群である。 さらに、 $0\in \mathfrak{D}_{H}$ にとれば、 $H_{\mathrm{R}}\cap K\text{。は}$ $H_{\mathrm{R}}$ の極大コンパ
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クト部分群になる。 また、のが I 型であるか IV 型であるかに従って

$(\mathrm{g}, \mathfrak{h})\cong(_{2\mathrm{t}}^{r}(7l, 1),$ $Jr(n(\iota|$. $-1,1)\cross\iota \mathrm{t}(1)))$

或いは
$(_{9}, \mathfrak{h})\cong$ ( $\lrcorner\prime 0(\cdot,\iota,$ $2)$ , so $(7t-1,2)$ )

となる。 ただし、 $\mathfrak{y}_{=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}}(H_{\mathrm{R}})$ とした。

2.3 数論的多様体とモジュラー因子

$\Gamma$ を Borel の意味で $11\mathrm{c}^{\backslash },\mathrm{a}\mathrm{t}$ な $G_{\mathrm{Q}}$ の数論的部分群、 $\Gamma_{T/}=\Gamma\cap H_{\mathrm{R}}$ とすれば、 $\Gamma$ はの

に固定点白山かつ整型に作川し、 商複素多様体 $\Gamma\backslash \mathfrak{D}\text{、}\mathrm{I}_{f}^{\urcorner}\backslash \mathfrak{D},$, を考えることができる。
さらに、 Baily-Borel によれば、 $\Gamma\backslash \mathfrak{D},$ $\Gamma,\backslash \mathfrak{D}l$ はある射影空間へ整型に埋入され、 $\Gamma\backslash \mathfrak{D}$ ,

$\Gamma_{II}\backslash \mathfrak{D}_{H}$ は準射影的代数多様体となる。 したがって特に $\Gamma\backslash \mathfrak{D},$ $\Gamma_{II}\backslash \mathfrak{D}_{II}$ はケーラー多様体
となるわけだが、 –方で上で述べたように $G_{\mathrm{R}}$ 乃至 $If_{\mathrm{R}}$ で不変なの, $\mathfrak{D}_{H}$ のケーラー構
造の商としてもそれらはケーラー多様体とみなせる。以下では不変ケーラー構造のみを考
え、 それに由来する $\Gamma\backslash \mathfrak{D},$ $\Gamma_{ff}\backslash \mathfrak{D}_{H}$ のケ一ラー形式をそれぞれ $\omega \mathrm{I}^{\neg}\backslash D,$ $\omega\Gamma_{:\backslash \circ},H$ で、 対応す
る体積要素を $v\mathrm{r}\backslash \circ,$ $v_{\mathrm{r}_{H}\backslash }\mathfrak{D}\iota$; で表す。 また、 $*:A(..\Gamma\backslash \mathfrak{D})arrow A(\Gamma\backslash \mathfrak{D})$ をホッジの作用素と
する。

$j$ :rH\D,I\rightarrow \Gamma \のを包含写像 $\mathfrak{D}_{J}arrow$ のの引き起こす白然な射とする。$j$ は整型で、 そ

の像 $D$ は F\のの複素余次元 1の複素解析的部分集合となる。従って、 $D$ に対してカレ
ント $\delta_{D}$ が定義される。

定義 23.1 $\Gamma\backslash \mathfrak{D}$ -Lの $(0, \mathrm{t}))- \text{カレント}?\prime\prime\prime$ を次のように定める。

$\langle_{7}llJ,{}^{\mathrm{t}^{\cap}}r\rangle=\int_{\mathrm{I}_{Jr\backslash }}\mathfrak{D}_{J\prime}j^{*}(*(r^{\cap)\mathrm{l}}\wedge v’\prime\prime\backslash \mathfrak{D}\prime\prime’ (_{f}^{\wedge}’\in A_{\mathrm{C}}7l,\gamma\iota(\Gamma\backslash \mathfrak{D})$

2.4 第二種球函数

原点 $\mathit{0}\in \mathfrak{D}_{H}$ を固定する。$Y_{0}$ を $\mathrm{g}$ のベクトルでキリング形式に関して Lie $(K_{o})+\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(H_{\mathrm{R}})$

と直交し $\mathrm{a}\mathrm{d}$ ( $Y_{0)}$ の最小正固有値が 1であるものとして固定し、 $a_{t\mathrm{I}}=\mathrm{e}\mathrm{x}$) $(\iota Y_{\mathit{0}})\in G_{\mathrm{R}},$ $t\in \mathrm{R}$

とおく。 $H$ の条件 (c) より、 $\mathfrak{D}=\cup\iota\geq 0^{H}\mathrm{R}a_{t}\cdot Q$ となる。 (山線 $t\mapsto a_{t}\cdot \mathit{0}$ は $H_{\mathrm{R}}$ の各軌道
にたいして横断的になる。)

命題 24.1 $s\in \mathrm{C}_{f}{\rm Re}(s)>7n$ とする。 この時、次の条件 $(a),$ $(b),$ $(c)$ 及び $(d)$ を満たす
函数 $\phi_{s}^{(2)}$ : $G_{\mathrm{R}^{-}}H_{\mathrm{R}}K$

。
$arrow \mathrm{C}$ がただ–つ存在する。
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$(‘ x)\psi_{S}^{(\mathit{2})}$ は $G_{\mathrm{R}}-H_{\mathrm{R}}K$
。

-沖 $C^{1\infty}$ 級であり、左 $H_{\mathrm{R}}$ -不変かつ右 Ko-不変である。
$(b)\phi_{s}^{(\mathit{2}})$ は微分方程式

$R_{\zeta\}}\phi.(\mathrm{s}\mathit{2})(g)=B(Y_{0,0}Y)(?\iota 2-(C0^{\cdot}\mathrm{s})\mathit{2})\psi^{()}.2j(),$ $.q\in G_{\mathrm{R}^{-}}$ HRIfO

を満たす。ただし、 $\Omega$ は $\mathrm{g}$ のカシミール元、 $R$ は右作川を表わす。

$(c)$ 十分小さな $\delta>0$ にたいして $\phi_{s}((\mathit{2})a\iota^{)}-\log(t)$ は $0<t<\delta$ 上有界である。
$(d)\phi_{S}^{()}2$ (at) は $tarrow+\infty$ のとき急減少である。

更に、 $\phi_{s}^{(2}()a_{t})$ は次の公式で与えられる。

$\psi y_{s}^{(2}()\}\mathrm{r}x)=l\iota(s)(\mathrm{C}:\{)\iota‘,1\backslash 1(t))-\langle \mathit{8}+\uparrow’ 1)\mathit{2}F_{1}(.\frac{9+711}{2}.\cdot\frac{9-7||}{2}+1\backslash \cdot s+1|..\frac{1}{(.()_{\mathrm{k}}^{(}\backslash 1^{2}1(t)},\cdot)$ , $t>0$ .

ここに、 $l^{l}(s)=-2^{-(.)}9+7’ \mathit{1}\Gamma(\mathit{8}+1)\Gamma((6^{\cdot}+7’ \mathrm{I}\cdot)/2)^{-1}\Gamma((S-r\}\iota+2)/2)^{-1}$ であり、 $2F1(a, b;c;Z)$

はガウスの超幾何函数である。

上の命題の函数 $\phi_{s}^{(2)}$ を「第二種球函数」 と称える。次に、 $\phi_{s}^{(2)}$ にある微分作用素を施

すことによってベクトル値の函数 $\psi_{s}$ を導入しよう。そのため、 シュミット作用素の定義

を復習する。
$\mathfrak{p}$ を $\mathrm{g}$ におけるキリング形式に関する Lie $(Ic_{\text{。}})$ の直交補空間とすると、 $\mathfrak{p}$ は基点 $\mathit{0}$ にお

けるのの接空間と自然に同–視される。そこで、その複素化 Pc を考え、 $\mathfrak{p}_{+},$ $\mathfrak{p}_{-}$ をそれぞ

れ正則及び反正則接空間とする。K。は随伴表現によって Pc に作川し、Pc $=\mathfrak{p}_{+}\oplus \mathfrak{p}_{-}$ は

その既約分解を与える。 $\mathrm{A}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}_{\mathrm{C}}},$ $\mathrm{A}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}\pm}$ を K。の $\mathfrak{p}\mathrm{c},$ $\mathfrak{p}\pm$ における表現とする。さて、 $\{Yi\}_{i=0}n-1$

を $\mathfrak{p}$ の基底であって $B(Y_{i}, Y_{i})=B(Y_{0,\mathrm{t}}Y))$ なるものとする。 $UIC$
。

$=U$ なる $G_{\mathrm{R}}$ の開集合

$U$ と K。の有限次元連続表現 $(\tau, V)$ にたいして、 $C^{\infty}(U ; \tau)$ は $U$ 上で定義され $V$ に値

をとる $C^{\infty}$ 級函数 $F$ で

$F(gk)=\tau(k)-\mathrm{I}\Gamma^{4}(.‘/)$ , $(.(j, k)\in U\cross I_{1_{o}}’$

を満たすもの全体のなす線型空問を表わす。勝手な函数 $F\in C^{\infty}(U ; \tau)$ にたいして、

$n-1$

$\nabla F(g)=\sum_{i=0}R_{1}’.\Gamma\tau(g)\otimes Y_{i}$
, $g\in G_{\mathrm{R}}$

と置くと、 右辺は $\{Y_{i}\}$ の選びかたによらずに決まり、函数 $\nabla F(g)$ は $C^{\infty}(U ; \tau\otimes \mathrm{A}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}})\mathrm{C}$

に属することが示される。 $\mathrm{I}$) $\mathrm{r}_{\pm}:$
$\mathfrak{p}_{\mathrm{C}}arrow \mathrm{P}\pm$ を直和分解 $\mathrm{P}\mathrm{c}--\mathfrak{p}+\oplus \mathfrak{p}_{-}$ に伴う射影として、

$\nabla_{\epsilon}F(g)=1)\mathrm{r}_{\epsilon}(\nabla F(g))$
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とおく。 函数 $\nabla_{\zeta}\Gamma^{d}(.(/)$ は $C^{(\infty}(U ; \mathcal{T}^{\mathrm{t}’\mathrm{j}\Lambda \mathrm{t}1_{\mathfrak{p},}},)$ に属する。 $\nabla$ 或いは $\nabla_{\mathrm{c}}$ をシュミット作川素
と称える。
さて、 $v_{0}$ を $B|\mathrm{p}_{+}\cross \mathrm{P}-$ に対応する $\mathrm{P}-\otimes \mathrm{P}+\cong \mathrm{p}_{+}^{*}\otimes \mathrm{p}_{-}^{*}$ の $K$。-不変元とすれば、 その

(キリング形式の引き起こす内積に関する) 直交補空間 $V_{11}$ は $\mathrm{P}-\otimes \mathrm{p}_{+}$ の K。-安定部分空
間である。 $\tau_{11}$ で $V_{11}$ における K。の表現を表わす。 また、 辺 11 : $\mathfrak{p}_{-}\otimes \mathfrak{p}_{+}arrow V_{11}$ を直交
射影とする。

$U=G_{R}$ –HRK。とおこう。 さて、 $\phi_{J}^{(\mathit{2})}s$

‘

を上で導人した第二種下函数として、

$’\psi_{s}(g)=_{1^{)}}\mathrm{I}^{\cdot}(\mathrm{I}\mathrm{I}-\phi^{(}\nabla\nabla_{+}\mathit{2})(\mathit{8}.’/))$, $g\in U$

とおく。すると
$\text{、}$ . $\sqrt j_{\mathrm{q}}$.よ $U$ 上の $C^{\infty}$ 級函数であって、次のような $.(H_{\mathrm{R}}, Ic_{O})-$同変性を有

する。
$\mathrm{t}^{/)_{\mathit{8}}(.:)}/_{l}(j\mathrm{A}=.\tau_{1\downarrow}.(.k)-1_{\mathrm{t}}.\prime\prime \mathit{1}.\backslash \cdot(.’/),$ $/l\in f[1\mathrm{t},$ $.(/\in U,$ $\mathrm{A}:\in I1_{o}^{r}$ .

$’\psi_{s}$ の性質は次の命題に述べる通りである。

命題 2.4.2 $\mathrm{n}/$[ を $\mathrm{A}\mathrm{d}(k)Y_{0}=Y_{0}$ を満たすん $\in H_{\mathrm{R}}\cap$ K。全体のなす HR\cap K。の部分群と
する。 この時、 あるゼロでない $M$-不変元 $v_{11}\in V_{11}$ が存在して、 $\psi_{S}(at)=fs(t)\cdot v11\text{、}$

$f_{s}(t)= \frac{c_{\mathfrak{g}}}{2}(\mathrm{t}\mathrm{a}\iota 111(t)\frac{d}{(lt}-\frac{s^{2}-r1\iota^{2}}{27l},’)\phi(s2)(a_{t})$ , $t\in \mathrm{R}-\{0\}$

となる。更に、函数 $f_{s}(t)$ は微分方程式

$( \mathcal{L}+\frac{4r\gamma\}}{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}11^{2}’(t)},\cdot)f_{s}(t)=(\mathit{8}\mathit{2}-7l\iota^{2})fs(t)$, $t\in \mathrm{R}-\{0\}$

を満たす。ただし、

$\mathcal{L}=\frac{(l^{\mathit{2}}}{dt^{2}}+((2"’-1)\mathrm{t}_{C},‘ 11111(f_{\text{ノ}})+\langle i\mathrm{t}).\iota,\cdot 11(t))(\frac{l,}{(lt}$

とおいた。

注意 24.1上の命題の中のみの微分方程式はカシミール作川素に由来している。

注意 242 $\tau_{11}$ は $\mathrm{g}\cong\epsilon\mu(n, 1)$ のときは既約、 $\mathrm{g}\cong\triangleleft \mathit{0}r(n, 2)$ のときは、 2つの既約成分を
持つが、 いずれにせよ dilll $V_{\mathrm{l}}^{\mathrm{n}_{\iota}I}=1$ が分かる。
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2.5 ボアンカレ級数で定まるカレント

$\Gamma\subset G_{\mathrm{Q}}$ を lleat な数論的部分群、 $\Gamma_{TT}=1^{\neg}\cap If_{\mathrm{R}}$ とする。

定義 25.1 $s\in \mathrm{C},$ ${\rm Re}^{\backslash },(s)>7’|$ . $=c^{-1}71\mathfrak{g}$. に対して、

$c_{S}(g)= \sum_{\mathrm{I}\gamma\in \mathrm{l}^{\backslash }l\prime\backslash },\emptyset(s)2(\gamma.(J),$

$g\in G_{\mathrm{R}}$ ,

$\backslash \mathrm{I}/_{S}(.(J)=\sum_{\gamma\in 1’ J\prime\backslash 1},’\psi\prime_{s}(\gamma g),$

$g\in G_{\mathrm{R}}$

とおく。

$\mathrm{G}\mathrm{o}\mathrm{d}111\mathrm{c}\backslash 11\mathrm{t}_{\downarrow}$ の議論によって次が示せる。

命題 25.1 ${\rm Re}(s)>m$ とする。 $d.\dot{q}$ を $G_{\mathrm{R}}$ のノ $\backslash -\mathrm{K}\mathrm{s}$測度に由来する $\Gamma\backslash G_{\mathrm{R}}$ 上の GR-不変
測度とすると、

$\int_{\Gamma\backslash G_{\mathrm{R}}}(\sum_{\gamma\in\Gamma_{:},\backslash 1}|\emptyset(s(2)\gamma g)|)\neg d\dot{g}<+\infty$ ,

$\int_{\mathrm{I}\backslash G_{\mathrm{R}}}(_{\gamma\backslash }\sum_{\mathrm{I}},$$||’\psi)s(\gamma g)||\in 1_{If}^{\urcorner})d.j_{j}<+\infty$ .

ただし、 $||||$ は $V_{11}$ のノルムである。

これより、 $G_{s}(g)_{\text{、}}\Psi_{s}(.q)$ を定義する級数は $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash -[]\mathrm{s}$測度について殆ど至る所絶対収束し、
$G_{\mathrm{R}}$ 上の左 $\Gamma$-不変な局所可積分函数を定義することが分かる。さらに、 $G_{s}$

.
は右 K。-不変、

$\Psi_{s}$ は右 $K$。-作川について $\tau_{1\mathrm{I}}$ 型の同変性を有する。故に、 $G_{s}$ は F\の上の局所可積分
函数を、 $\Psi_{s}$ は $\Gamma\backslash \mathfrak{D}$ -1:の局所可積分 $(1, 1)$-型形式を自然に決め、従って、 $G_{S^{\text{、}}}\Psi_{s}$ はそれ

ぞれ $(0,0)$ 型及び $(1, 1)$ 型のカレントと見倣される。すると、 $\varphi\in A$
。

$(\Gamma\backslash \mathfrak{D})$ に対して、函

数 $S^{\mathrm{I}arrow}\langle G_{S}, \varphi\rangle,$ $S-\succ\langle\Psi_{s}, \varphi\rangle$ は $\mathrm{R}\mathrm{C}(S)>7n$ で整型であることが分かる。

3 主結果

以下に述べる定理の証明は [6] に詳述されている。従って、 ここではすべて省略する。
$G,$ $H$ は 2.1, 22の通りとし、 $\Gamma$ を $G_{\mathrm{Q}}$ の neat な数論的部分群として $\Gamma_{H}=\Gamma\cap H_{\mathrm{R}}$

とおく。 また、 $n$ は F\のの複素次元、 $7’\iota=c_{\mathfrak{g}}^{-\iota}7\iota$ であることを想起しよう。 (
$c_{\mathfrak{g}}$ の定義は

2.1の最後を見よ。)
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3.1 微分方程式

F\のはケーラー多様体ゆえ、微分形式 (従ってカレント) に作川するラプラシアン $\triangle$

が定義される。 また、 $\partial,\overline{\partial’}$ は複素多様体 \Gamma \のの正則外微分及び反正則外微分作用素を
表す。

定理 3.1.1 $s\in \mathrm{C},$ $\mathrm{R}\mathrm{c}(s)>7ll$ として $\tilde{s}=c_{\mathfrak{g}}.s$ とおく。 $r\backslash \mathfrak{D}\lrcorner_{arrow}$のカ $\text{レ}$ ント $G_{s},$ $\Psi_{s},$ $\delta_{Df}$

$\eta_{D}$ の問に次のような微分方程式が成立する。

$\triangle G_{s}=-\cdot\frac{9^{2}\sim-71^{2}}{4},G_{s}-\frac{1}{2}7lD$ ,

$\triangle\Psi_{s}=(\tilde{s}^{2}-r\}.)\mathit{2}(\frac{1}{2}\backslash \mathrm{p}_{S^{-}}\frac{\sqrt{-1}}{2}()-/J+\frac{\sqrt{-1}}{2\prime},\prime\prime v\wedge\omega 1’\backslash \mathfrak{D})$ ,

$4 \sqrt{-1}\partial(.\overline{J}G^{\cdot}S+\delta_{D}=\frac{-1}{27l}(_{9}^{\sim 2}.-\gamma\},)\mathit{2}c_{\theta}\wedge\omega_{\mathrm{l}\backslash }’\circ-\sqrt{-1}\Psi s\cdot$

ここに、 \mbox{\boldmath $\omega$}r\のは F\ののケーラー形式である。

3.2 $G_{s}$ の Lp-評価式

乃 I を $H$ の極小放物的 $\mathrm{Q}$-部分群、 $A_{\tau:}$ を $P_{JI}$ の根基に含まれる最大 Q-分裂トーラ
スとする。 このとき、 $A_{H}$ の Lie $(G)$ における随伴表現の固有指標全体 $\Phi=\Phi(A_{H}, G)$

はルート系をなすことが知られている。 $\langle \mathrm{I})IT=\Phi(A_{j}, H)$ はその部分ルート系であり、
$\Phi_{I\mathrm{f}}^{+}=\Phi(A_{fI}, P_{H})$ は $(l)IT$ の正系である。いま、 (I) の正系のうち $\Phi_{J\mathrm{f}}^{+}$ を部分集合としてふ

くむもの全体を $\Phi_{+}^{(j)},$ $j=1,$ $\ldots,$
$l$ として、 各 $j$ に対して、 \rho (力を $\Phi_{+}^{(j)}$ に属するルートの

重複度付きの和の半分とする。 また、 ($J_{TT}$ を $\mathfrak{c}\mathrm{I}^{)}+\tau\tau$ に属するルートの重複度付きの和の半分
とする。 $a_{/}^{*},=X(A_{\tau\tau)}\otimes \mathrm{R}$ ( $X(t1_{n})$ は有理指標加群) とすれば、 $/J^{(j)}\in \mathfrak{a}_{II^{\text{、}}^{}*}(y_{TT}\in a_{IT}^{*}$ で

ある。 さて、 $+_{\mathfrak{a}_{TI}^{*}}$ を $\mathfrak{a}_{IT}$ において ($\mathrm{I}_{T}^{)}+$, の生成する閉時差として
$\tau_{\mathrm{Q}}=\tau_{\mathrm{Q}}(c, \sigma)=\mathrm{S}\mathrm{u}1)\{_{7}l\in[0,2]|2\rho_{lT}-7l\rho^{(j)}\in \mathfrak{a}_{tl}^{*}+, \forall j\}$

とおく。 ( $H$ が $\mathrm{Q}$-非等方的である場合には $\tau_{\mathrm{Q}}=2$ とする。)

定理 32.1 $s\in \mathrm{C},$ ${\rm Re}(s)>rr\iota(\tau_{\mathrm{Q}}+1)$ とする。 このとき、 $P\geq 1,$ $p(2-\mathcal{T}_{\mathrm{Q}})<2$ なる

$p\in \mathrm{R}$ に対して、

$\int_{1\backslash c_{\mathrm{R}}}|c_{S}(g)|pd\dot{g}<+\infty$

となる。更に、 $\tau_{\mathrm{Q}}>1$ である場合には、 $G_{S}\in L^{2}(r\backslash G\mathrm{R})$ となる $\circ$
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3.3 $G_{s}$ , 申.9の解析接続と函数等式
ここでは、代数群 $G$ にたいして次の仮定 $(\star)$ を置く。

$(\star)$ : $G$ は $\mathrm{Q}$-郭等方的、 または 4変数以上の指数 1符号 $(r\iota+, 1-)$ の特殊ユニタリ一
群に同型。

定理 33.1条件 $(\star)$ を仮定する。

(1) $\varphi\in A_{\mathrm{c}}^{7l,rl}(\Gamma\backslash \mathfrak{D})$ とする。 もともと $\mathrm{R}\mathrm{c}(.\mathrm{i},)>7’ l$ で定義されていた整型函数 $S[]arrow\langle G_{S}, \varphi\rangle$

は $\mathrm{C}$ 上の有理型函数に延長される。 $19=s_{0},$ $\mathrm{R}\mathrm{c}(S_{()}\geq 0$ においてそれが極をもてば、

それは単純で、 しかも F\の上の保型函数 $f\in L^{\mathit{2}}(r\backslash \mathfrak{D})$ であって

$\triangle f\cdot=D(\}\nearrow 1_{1}’0,))-((’.\mathfrak{g}^{\mathrm{b}_{1}}.\cdot))^{\mathit{2}}-7\prime^{2})f$ ,

$\int_{1_{Jl\backslash \mathfrak{D}}}:\prime zf()dv_{1}"\backslash \mathfrak{D}:’(_{Z)\neq 0}J$

なるものが存在する。 $s=n\iota$ において、 $G_{s}$ は–位の極をもち

$\mathrm{R}\mathrm{c}^{1}\mathrm{i})’ S=" \mathrm{t}cs(_{Z})=-\frac{1}{2r’\iota}\frac{\mathrm{v}\mathrm{t})1(\Gamma_{T}\prime\backslash \mathfrak{D}IT)}{\mathrm{v}\mathrm{o}1(r\backslash \mathfrak{D})}$.

(2) $\varphi\in A_{\mathrm{c}}^{n}-\iota,n-\downarrow(\Gamma\backslash \mathfrak{D})$ とする。 もともと ${\rm Re}(s)>rr\iota$ において定義されていた整型函数
$s-t\langle\Psi_{s}, \varphi\rangle$ は $\mathrm{C}$ 上の有理型函数に延長される。 $s=r|\iota$ においてそれは正則である。

注意 33.1 上の定理で ${\rm Res}_{s=?\prime}lcS(Z)$ は定数函数であることに注意せよ。

$G$ は条件 $(\star)$ を満たしかつ $\mathrm{Q}$-等方的とする。 この条件のもとでは、 $G$ の $\mathrm{Q}-1_{-}^{\wedge}$及び $\mathrm{R}$

上の分裂階数は 1である。 $G$ の極小放物型 Q-部分群 $P$ をとり、 $\{t\mathrm{i}-\downarrow, \ldots, t\vee\gamma\}$ を両側剰

余類集合 $\Gamma\backslash G_{\mathrm{Q}}/P_{\mathrm{Q}}$ の完全代表系とする。各 $i$ に対してカスプ $ti_{i}$ での非正則アイゼン

シュタイン級数 $E^{i}(s:z),$ $z\in r\backslash \mathfrak{D}$ を

$E^{i}(s : Z)=$ $\sum_{i,\gamma\in 1\backslash \cap\rho_{\mathrm{R}}\backslash \mathrm{I}^{\urcorner}}ai(\gamma\cdot Z)^{(_{\mathit{8}}+}?\iota)\alpha:$

, $z\in \mathfrak{D},$ $s\in \mathrm{C}$

で定める。ただし、 $A$ を $P$ の根基に含まれる最大の $\mathrm{Q}$-分頃トーラス、 $P^{i}=k_{\dot{4}}{}_{i}Pr\dot{v}i-1\text{、}$

$A^{i}=\kappa_{i}A\mu_{\vee}^{-1}.i\text{、}\alpha^{i}$ は $P^{i}$ で決まる $A^{i}$ の単純制限ルートであり、 $a^{i}$ : $\mathfrak{D}arrow \mathrm{R}_{>0}$ は $P^{i}$ に付

随する $G_{\mathrm{R}}$ の岩澤分解に関して $A_{R}^{i}$-成分を対応させる函数。級数 $E^{i}(s:z)$ は ${\rm Re}(s)>n$

の時変数 $s$ 及び $z$ について局所一様に絶対収束し、 $s$ \iota こついて全複素平面に有理型に解

析接続されることはよく知られている。
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命題 33.1 各 $s_{0}\in$ JR に対して、 その $\mathrm{C}$ でのある近傍 $\mathfrak{s}\mathfrak{s}^{\gamma}$ が存在して、積分

$\langle(\overline{)}_{/j}, E^{i}(\mathit{8}0)\rangle=\int_{1_{;},\backslash \prime}\mathfrak{D}_{l}.,\backslash E^{i}(9_{0} : z)(l\iota)\mathrm{I}JJ\mathfrak{D}_{l\prime}(\approx)$

は $\mathfrak{l}/V$ 上一様に絶対収束する。虚軸の近傍で上の積分で定義される函数 $s$ }$arrow\langle\delta_{D}, E^{i}(s)\rangle$

は全 s-平面に有理型に解析接続される。

定理 33.2条件 $(\star)$ のもとで更に $G$ は $\mathrm{Q}$ -等方的とする。すると カレント $G_{s}$ は次の
函数等式を満たす。

$G_{-s}-G_{S}= \frac{1}{4.\mathrm{s}}$. $\sum_{i=1}|.(\langle\delta_{/\mathit{3}}, L^{J}\urcorner i(-_{\iota}9)\rangle E^{i}(.5^{\cdot})+\langle(\rangle’),$$E^{i}(s)\rangle E^{i}(\backslash -.‘,\cdot))$ .

また、 $G$ が $\mathrm{Q}$ -非等方的な場イヤには、 $G_{b}$ は函数等式 $G_{9}.=G_{-s}$ を満たす。

3.4 主定理

$G$ について条件 $(\star)$ を仮定する。

定義 34.1定理 3.3.1を踏まえて $\Gamma\backslash \mathfrak{D}$ 上の $((), 0)$ 型カレント $g_{D}$ を

$g_{D}(z):=8 \pi sarrow 71\mathrm{i}111\prime l(G_{s}(z)+\frac{\kappa(\Gamma)}{s-7r\iota})$ ,

で定義する。ただし、

$\kappa(\Gamma)=\frac{1}{27\iota},\frac{\mathrm{v}\mathrm{o}1(r_{T}\prime\backslash \mathfrak{D}\tau\prime)}{\mathrm{v}()1(r\backslash \mathfrak{D})}$

である。 また、 $r\backslash \mathfrak{D}$ 上の $(1, 1)$ 型カレント $\backslash 1!/$’を中/’ $:=\backslash \mathrm{I}/?’\iota$ で定める。

定理 34.1 (1) $\Psi/$’は $\Gamma\backslash \mathfrak{D}$ 上の $C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{\infty}$ 級調和的 $(1, 1)$ 形式で表現される。即ち、

$\triangle$中 l) $=\mathrm{t}$).

(2) カレソト $g_{D}$ 及び申 D について公式

$dd^{\mathrm{C}}g_{D}+\delta_{D}=-\sqrt{-1}\Psi_{D}+\kappa(\Gamma)\omega_{\Gamma\backslash }$
。

が成り立つ。ただし、 \mbox{\boldmath $\omega$}I\urcorner \。はののベルクマン計量に山来する F\ののケーラー形式
である。特に、 $dd^{\mathrm{C}}g_{J\mathit{3}}+\delta_{D}$ は $\Gamma\backslash \mathfrak{D}$ 上 $C^{\infty}$ 形式で表現される。

(3) $g_{D}$ は $r\backslash \mathfrak{D}-D$ 上 $C^{\infty}$ 級であって、 $D$ にそって対数型である。

注意 34.1 $\phi_{s}^{(2)}$ の具体形から、 $s\in \mathrm{R}$ の時は、 $\phi_{s}^{(2}()a_{t})\in \mathrm{R}$ となる。 これより $g_{D}$ 及び
$\ovalbox{\tt\small REJECT}-1\Psi D$ は実カレントであることが分かる。
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4 諸注意と今後の問題

(1) 第二種球函数 $\phi_{s}^{(\mathit{2})}$ 及びその微分として得られた砺は表現論的解釈を持つ。$H_{\mathrm{R}}\backslash G_{\mathrm{R}}$

は実階数 1の半単純対称空間であった。いま 2.4の最初で導入したベクトル玲の $\mathrm{g}$ に

おける随伴作用 $\mathrm{a}\mathrm{d}(Y_{\mathit{0})}$ を考え、 その非負固有値に対応する固有空間の和を 5とすれば、
9は $\mathrm{g}$ の放物的部分代数となる。 $Q$ を.r., に対応する $G_{R}$ の放物的部分群、 $U$ をその栞単
根基とする。 $s\in \mathrm{C}$ に対して、 $Q$ の–次元指標 $\chi_{s}$ : $Qarrow \mathrm{C}^{\cross}$ を

$\chi_{s}((\mathit{1})=|_{\mathrm{C}\iota}(^{\mathrm{Y}},\mathrm{f},(\mathrm{A}(1(’\int)|\mathrm{L}\mathrm{i}(^{\backslash ())},U|.9/(2\prime r1),$ $c_{\mathit{1}\in Q}$

で決め、 $\mathrm{R}\mathrm{c}(.9)=0$ でユニタリー化可能となるように止規化された誘導表現 $\pi_{S}=\mathrm{I}_{11}\mathrm{d}_{Q}c_{\mathrm{R}}(\chi_{s})$

を考える。すると、 (. として (9, $I\mathrm{t}_{o}^{r})-$加群 $\pi_{9}$. が既約なものを考えることにすると) 函数
$\phi_{\mathrm{s}}^{(\mathit{2})}$. は $(\mathrm{g}, K_{\text{。}})$ -加群 $\mathcal{V}=C^{\infty}(c\mathrm{R}-H\mathrm{R}I^{r}\backslash ,)j$ のなかで $\pi_{\mathrm{s}}$. と同型な部分表現を生成する。た
だし、 $\mathcal{V}$ は右作川で $(\mathrm{g}, K_{\text{。}})$ -加群と見倣す。定理 242 $(1_{\mathrm{J}})$ の微分方程式は $\phi_{s}^{(2)}$ 以外に $G_{\mathrm{R}}$

全体で滑らかな解をもち、 それは $FI_{\mathrm{R}}\backslash G_{\mathrm{R}}$ の主系列 $\pi_{s}$ の通常の意味の球函数である。

さて、 $s=rn$ において主系列表現 $\pi_{s}$ を考えよう。 この点では、 $\pi_{s}$ は可約になり、非自
明な組成列をもつ。特に、 -次元の自明な表現 $\mathrm{C}$ が転成因子の $-\text{つとして現れ、}$ また、
24で導入した K。の表現 $\tau_{11}$ の既約成分を含む $(\mathrm{g}, K_{\text{。}})$ -既約因子 $\pi^{11}$ がただ–つ存在す
る。 $\pi^{11}$ は半単純対称空間 $H_{\mathrm{R}}\backslash G_{\mathrm{R}}$ の離散系列表現に属する (即ち、 $L^{2}(H_{\mathrm{R}}\backslash G_{\mathrm{R}})$ に実現
可能) ことが分かる。

さて、 函数 $\sqrt)_{S}(g)$ の $sarrow 7’ l$ での極限砺、を考えよう。命題 242から分かるように、函
数 $\psi_{s}$ は HRK。にそって対数 rl’‘Jな特異性を有する。従って、 $\psi_{\tau r\iota}$ はアプリオリには $G_{\mathrm{R}}$ 上

滑らかかどうかはわからないわけだが、 具体的に解の形を調べることにより $sarrow m$ では

対数的特異性を生む項は消え、 $\sqrt J_{?’\iota}$ は $G_{\mathrm{R}}$ 全体で滑らかな函数に延長されることが示され
る。 参考までにその動径成分の具体形は

$. \sqrt\prime_{rt1}(’\iota,)=(..\frac{1}{(.()\mathrm{b}11(t)})^{\mathit{2},\mathfrak{l}1}‘\cdot\iota)_{1}\iota$ , $t,$ $\in \mathrm{R}$

となる。 ただし、 $v_{11}$ は $V_{1}\gamma=\mathrm{C}v_{11}$ なるテンソルである。 これにより、 ベクトル値函数
$\psi_{m}$ の各係数函数は $L^{2}(H_{\mathrm{R}}\backslash G_{\mathrm{R}})$ に属しそれは $\pi^{11}$ -isotypic な表現を生成することも示
せる。

$\Psi_{D}$ は発散級数 $\sum_{\gamma}\psi_{rn}(\gamma g)$ の正規化 (regularization) と見倣される。いま、 $\Gamma$ が余コンパ
クトなときを問題にすると、定理 34.1 (2) の公式の左辺は線束 $O_{r\backslash \mathfrak{D}}(D)$ の $g_{D}$ から決
まる計量に関するチャーン形式であり、その右辺の第 2項及び第 1項はそれぞれコホモロ
ジー的表現 $\mathrm{C}$ 及び $\pi^{11}-$ に対応する成分であると見倣せる。
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(2) $\Gamma$ が非余コンパクトな場合には、 $X=\Gamma\backslash \mathfrak{D}$ の適当なコンパクト化 $x*$ を考えその境

界 $X^{*}-X$ でのカレント $g\iota$”
$\backslash \mathrm{I}/_{lJ}$ の振る舞いを調べることが必要となる。それに関連し

て $g_{D}$ 及び $\Psi_{D}$ のフーリエ展開を調べることは重要で興味深い問題である。

(3) $D$ の $X$ での余次元が高いモジュラー的部分多様体の場合にそのグリーン形式をここ
で述べたように群論的なかたちで具体的に構成することは当然問題となる。
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