
ARTHUR の予想について

平賀 郁

1. INTRODUCTION

この概説では主に J. Arthur $[4],[5]$ に述べられている予想について解
説を行う. 最初に、知られている実例を幾つか挙げることにする.

$\bullet$ 例 1. (E. Hecke [14, \S 13])
$p$ を $p\equiv 3$ mod 4をみたす奇素数とする. また、

$\Gamma(p)=\{\gamma\in SL_{2}(\mathbb{Z})|\gamma\equiv 1_{2} \mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p\}$ ,

とする. いま、 $k>2$ を奇数とし、 $S_{k}(\Gamma(p))$ で、 weight $k$ の正則な

cusp form 全体のなす空間をあらわすことにする. また、 $\mathrm{F}_{p}$ を有限体と
し、 $SL_{2}(\mathrm{F}_{p})\cong SL_{2}(\mathbb{Z})/\Gamma(p)$ を $S_{k}.(\mathrm{r}(p))$ へ自然に作用させる. ここ
で、 $SL_{2}(\mathrm{F}_{p})$ の表現 $\pi_{+}$ と $\pi_{-}$ を以下のように定める. まず、 $SL_{2}(\mathrm{F}_{p})$

の Borel subgroup $B=TN$ を次のようにとる.

$B=\{\in SL_{2}(\mathrm{F}_{p})\}$ ,

$T=\{\in SL_{2}(\mathrm{F}_{p})\}$ ,

$N=\{\in SL_{2}(\mathrm{F}_{p})\}$ .

いま、 $\chi$ を $\mathrm{F}_{p}^{\cross}/(\mathrm{F}_{p}^{\cross})^{2}$ の自明でない 1次元 character とし、 $B$ の 1次

元 character

$B\niarrow\chi(a)$ ,

も同じ $\chi$ であらわすことにする. また、 $\mathrm{F}_{p}$ の加法群の 1次元 character
$\varphi$ を $\varphi(1)=\exp(2\pi\sqrt{-1}/p)$ により定め、

$N\niarrow\varphi(b)$ ,

により $N$ の 1次元 character とみなす. このとき、誘導表現 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{B}^{G}(\chi)$

は二つの既約表現 $\pi,$
$\pi’$ の直和に分解し、’

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{N}^{G}(\varphi)$ の直和因子にでてく
るのは片方のみである. $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}^{G}(N\varphi)$ の直和因子にあらわれる方を $\pi_{+}$ と

し、 もう $–$方を $\pi_{-}$ とする.
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Theorem . $S_{t:}(\mathrm{r}(p))$ での $SL_{\underline{9}}(\mathrm{F}_{p})$ の表現 $\pi_{+}$ (resp. $\pi_{-}$ ) の
multiplicity を $m_{+}$ (resp. $m_{-}$ ) とするとき、次のことが成り立つ.

$m_{+}-m_{-}=h_{\mathbb{Q}(\sqrt{-p})}$ .

但し、 $h_{\mathbb{Q}(\sqrt{-p})}$ は $\mathbb{Q}(\sqrt{-p})$ の類数である, ([41] 参照.)

$\bullet$ 例 2. (Labesse-Langlands [26])
$G=^{sL_{\underline{9}}}$ とその inner form のときに、 endoscopic $\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{t}_{\text{、}}$ multiplicity
formula を扱っている. 例 1. はこの場合の特別な例である. 現在のとこ
ろ、 weak multiplicity 1は完全には示されていないようである.

$\bullet$ 例 3 (Rogawski $[33],[34]$ )
$G=U(3)$ のときに、 endoscopic $\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{t}_{\text{、}}$ multiplicity formula を扱ってい
る. 例 2. と同様に trace formula を stabilize している.

$\bullet$ 例 4. Saito-Kurokawa lift
$PGL_{2}$ から $PGSp_{2}$ への lift. J. Arthur [3] に例として挙げられている
non-tempered packet の実例. 但し、 表現の distribution character の
関係は、 non-archimedean local field については示されていない.

( $[32],[12],[3]$ 参照)

$\bullet$ $|\Re\rfloor 5$ . $\mathrm{D}\iota \mathrm{l}\mathrm{k}\mathrm{e}-\mathrm{I}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{l}-\mathrm{I}\mathrm{b}\iota \mathrm{l}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{a}$ -Ikeda lift
$PGL_{2}i\delta^{\mathrm{a}}\text{ら}Sp_{2,\iota}\text{へ}\mathit{0})$ lift. $L_{\mathbb{Q}}\epsilon$: hypothetical Langlands group 8 $g-$

る. いま、
$k\equiv n$ mod 2,

とし、 Langlands parameter
$\phi$ : $L_{\mathbb{Q}}arrow SL_{2}(\mathbb{C})\cross L_{\mathbb{Q}}$ ,

が $SL_{2}(\mathbb{Z})$ に関する weight $k$ の正則な cusp form に対応しているとす
る. また、 $s_{ym_{2_{7’.-}1}}$ を $SL_{2}(\mathbb{C})$ の $2n$ 次の既約表現とする. $SL_{2}(\mathbb{C})$ と
$Sym_{2,1}|.-$ のどちらにも、非退化な不変交代形式が存在するので、
$L_{\mathbb{Q}}\mathrm{x}SL_{2}(\mathbb{C})$ を定義域とする写像 $\phi \mathbb{B}Sym2_{7\iota}-1$ は $SO_{4,\iota}(\mathbb{C})\cross L_{\mathbb{Q}}$ に像
をもつ. ここで、 $so_{4_{7}\iota}(\mathbb{C})$ の $so_{4_{71}.1}+(\mathbb{C})$ への自然な埋め込みにより、
次のような、 $L_{\mathbb{Q}}\cross SL_{2}(\mathbb{C})$ から $SO_{4_{7},.+1}(\mathbb{C})\cross L_{\mathbb{Q}}=^{L}Sp_{2}r\iota$ への

Arthur parameter $\psi$ が得られる.

$L_{\mathbb{Q}}$

$\underline{\phi_{\lambda}}.arrow$

$SL_{2}(\mathbb{C})\cross L_{\mathbb{Q}}$

$SL_{\underline{9}}^{\cross}(\mathbb{C})arrow^{2}s_{y_{l\prime\iota}}’|-1$ $Sp_{\underline{9}_{7l_{\text{ノ}}^{}\cross}}(\mathbb{C})$

$arrow$
$so_{4?1}.(\mathbb{C}1)\cross L_{\mathbb{Q}}$

$SO_{4\tau t+}1(\mathbb{C})\cross L_{\mathbb{Q}}=^{L}s_{p\underline{9}}71$
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この Arthur parameter に対応するもののなかで、 $S_{P}27\iota(\mathbb{Z})$ に関する、
weight $k+n$ の正則な Siegel cusp form となるものが、
$\mathrm{D}\iota\iota \mathrm{k}\mathrm{e}-\mathrm{I}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{l}-\mathrm{I}\mathrm{b}\mathrm{U}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{a}$-Ikeda lift である. ([11] 参照. また、
T. Ibukiyama も独立に Koecher-Maass series の形で存在を予想してい
た [15].) 最近、 T. Ikeda [17] により lift の存在が証明された. この
Arthur parameter に対応した global packet に属する正則でない保型表
現も Arthur conjecture により存在が予想されるが、正則でない場合
は、 現在、存在は証明されていない. (この Arthur parameter $\psi$ に対
応する local A-packet は実数体の場合 J. Adams-J. Johnson [2] で構成
されている. )

また、 endoscopy の理論は prehomogeneous vector space の場合に何
らかの類似がある可能性がある. ([8, 特に、 Kottwitz による preface],
[16], [35] 参照.)

2. LOCAL LANGLANDS PARAMETER の復習

$F$ を数体とし、 $F_{\tau}$ , を $F$ の素点 $v$ に対応する局所体とする. また、
$G$ を瓦) 上定義された connected reductive algebraic group とする.
この論説では、 twisted case は扱わない. (twisted case については、
$[4],[5],[24]$ 参照.) $W_{F_{\mathrm{t}}}$ . を Weil group とし、 $L_{F_{1}}$ . を次のように定める.

$L_{F_{1}}=$
また、 $LC_{7}=\hat{G}xLF_{\iota}$ . を $L$-group とする.

$LG_{1}$ から $LG_{2}$ への準同型写像 $\phi$ : $LG_{1}arrow LG_{2}$ が下の図式を可換に
するとき、 $\phi$ は $L_{F_{1}}$ . 上の準同型写像であるという.

$LG_{1}arrow^{d)}LG_{2}$

1 1
$L_{F_{1}}$ . $–L_{F_{\iota}}$ ,

Definition 2.1. 写像 $\phi$ : $L_{F_{1}}$ . $arrow LG$ が $L_{F_{1}}$ , 上の準同型写像で、 し

かも、 $\phi$ の像 $\phi(L_{F_{1}}.)\subset LG$ に含まれる元はすべて、 その $\hat{G}$ 因子が
semisimple であるとき、 $\phi$ は admissible な準同型写像であるという.

$\phi^{()}$ を $\phi$ に対応する $L_{F_{1}}$ . から
$\hat{G}$ への写像とすると、上の条件は

$\emptyset^{\mathrm{t})}(L_{F_{\mathrm{t}}}.)\subset$ { $g\in\hat{G}|g$ は semisimple},

とかける . ( $\phi^{()}$ は $L_{F_{1}}$ . の
$\hat{G}$ に値をもつ 1-cocyle となる.) $L_{F_{\mathrm{t}}}$.-stable

な $\hat{C_{7}}$ の subgroup $\hat{P}$ が $\hat{G}$ の parabolic subgroup であるとき、 $LP=$
$\hat{P}\rangle\triangleleft L_{F_{1}}$ . $\subset^{L}G$ を $LG$ の parabolic sllbgroup という. $\mathrm{p}*=P^{*}(^{L}G)$ を
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$LG$ の parabolic $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{o}\iota \mathrm{l}\mathrm{p}$ 全体のなす集合とする. また、 $P=p(^{L}C_{7})$

を $P^{*}(^{L}G)$ のなかで、 $G$ の $F_{\tau}$ , 上定義された parabolic $\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{b}\sigma \mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{l}\supset \mathrm{u}\mathrm{p}$ に対
応するもの全体のなす $\mathrm{p}*$ の部分集合とする.

Definition 22. Admissible な準同型写像 $\phi$ が、 全ての $LP\in P^{*}-P$

に対し、 条件 $\phi(L_{F_{(}}.)\not\subset LP$ をみたすとき、 $\phi$ は relevant であるとい
$\vee^{\backslash })$ .

Local Langlands parameter 全体の集合 $\Phi(G)$ を

$\Phi=\Phi(G)$ ,

$=$ { $\phi$ : $L_{F_{1}},$ $arrow LG|\phi$ は admissible かつ relevant } $/\mathrm{A}\mathrm{d}(\hat{G})$ ,

により定義する. また、 混乱が起きない場合、準同型写像 $\phi$ と対応する
$\Phi$ の元を同–視することにする.

Definition 23. 三つ組み $(B, T, \{X_{\overline{\alpha}}\}\overline{\alpha}\in\triangle^{\vee})$ が次の条件をみたすとき、
$\hat{G}$ の splitting と呼ぶ.

1.
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

は $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の Borel subgroup.
2. $Tl\mathrm{h}B\mathit{0}$) maximal torus.
3. $\check{\Delta}$ を $(\hat{B},\hat{T})$ に対応する simple root 全体のなす集合.
4 . $X_{\overline{c\iota}}\neq 1$ は $\check{\alpha}\in\check{\Delta}$ に対応する one parameter subgroup の元.

Remark 2.4. 構成方法から明らかなように、 $\hat{G}$ には、 $L_{F_{1}}$.-stable な

sphtting が存在している. いま、

$1arrow\hat{G}arrow \mathcal{G}arrow L_{F_{\mathrm{t}’}}arrow-’arrow 1$ ,

を spht exact sequence とする. $arrow>$ のとき. $\iota(L_{F_{1}}.)$ -stable な $\hat{G}$ の split-
ting は必ずしも存在しない. しかし、 $G$ の、 $z$-extension $G’$ (定義は

Definition 2.5を参照) で、 準同型写像 $\hat{J}$ : $\hat{G}arrow\hat{G}’$ が次の図式をみたす
準同型写像 $Lj$ : $\mathcal{G}arrow LG’$ に延長されるものが存在する. ( $G’$ は–意的
に決まるわけではない.)

$\mathcal{G}$
$arrow LjLG’$

1 1
$L_{F_{1}}$ . $–L_{F_{1}}$ .

このとき、準同型写像 $\phi$ : $L_{F_{1}}$ . $arrow \mathcal{G}$ は、

$Lj\circ\emptyset:L_{F_{i}}$ .
$arrow^{\emptyset}\mathcal{G}rightarrow LjLG’$ ,

により、 $L_{F_{1}}$ . から $LG’$ への準同型写像とみなす.
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Definition 25. $C_{7}\text{の}$ central extension $C_{7}’$

$1arrow Zarrow G’arrow Gjarrow 1$ ,

が、 次の条件をみたすとき、 $G’$ は $C_{T}$ の $z$-extension と呼ぶ.

1. $Zl3$; induced torus.
2. $G’[3$: connected center.
3. $C_{T}’\mathit{0}$) semisimple part $G_{/(^{J}}’,,$ . $l$ a simply-connected.

Conjecture 26. $F$ の additive character $\varphi$ を固定しておく. $\Pi=$

$\Pi(G)$ を $G(F_{\mathrm{t})}.)$ の既約許容表現の ”同値類 ”全体のなす集合とする. 各
$\phi\in\Phi$ に対し、 $L$ -packet $\Pi_{\sqrt)}=\Pi_{\phi()}G$ が存在し、次のことが成り立つ.

1. $\Pi_{(t)}$ は垣 (G) の有限な部分集合.
2. $\square (G)$ は垣ゆの disjoint union である.

垣 (G)
$= \prod_{\sqrt)\in\Phi}\Pi,f)$

.

3. $\pi\in\Pi_{cf)}$ と、 $LG$ の表現 $r$ : $LGarrow GL_{,l},(\mathbb{C})$ に対し、 L-function
$L(s, \pi, r)$ と $\epsilon$ -factor $\epsilon(s, \pi, r, \varphi)$ が存在し、

$L(s, \pi, r)=L(s, r\circ\emptyset)$ ,
$\epsilon(s, \pi, r, \varphi)=\epsilon(s, r\mathrm{o}\phi, \varphi)$ ,

が成り立つ.

3. $SL_{2}$ の LOCAL L-PACKET.

必ずしも Arthur 予想の必要のない場合ではあるが、 endoscopy と L-
packet の実例として、 $G=SL_{2}$ の場合を述べる. また、 この節の内容
は、 J.-P. Labesse-R. P. Langlands [26] による.

$GL_{2},$ $SL_{2}$ の $L$-group は、 それぞれ

$LGL_{\underline{9}}=GL_{2}(\mathbb{C})\cross L_{F_{l}}.$ ,
$LSL_{\underline{9}}=PGL_{2}(\mathbb{C})\cross L_{F_{1}}.$ ,

なので、 Langlands parameter $\overline{\phi}\in\Phi(GL_{2})$ に対し、 $\overline{\phi}^{()}$ を対応する
$GL_{2}(\mathbb{C})$ への写像とすると、 $\overline{\phi}^{()}$ は $GL_{2}(\mathbb{C})$ への準同型写像となる. ま

た、 $\tilde{\phi}^{()}(sU_{2}(\mathbb{R}))=1$ であるとき、 $W_{F_{1}}$ . への制限も 同じ記号 $\tilde{\phi}^{()}$ で書く
ことにする. $\phi\in\Phi(SL_{2})$ に対しても、 同様に準同型写像 $\phi^{()}$ を考える.
いま $GL_{2}(F_{l)})$ の $L$-packet は全て 1つの既約許容表現の ” 同値類 ” によ

り構成されている. 準同型写像

$\iota$ : $GL_{2}(\mathbb{C})arrow PGL_{\underline{9}}(\mathbb{C})$ ,

により、 写像
$\iota_{*}:$ $\Phi(GL_{2})arrow\Phi(SL_{2})$ ,

221



が得られる. ここで、 $\tilde{\phi}\in\Phi(GL_{9}.)$ に対し、 $\phi=\iota_{*}(\tilde{\phi})=\iota 0\tilde{\phi}\in\Phi(SL,)-$

とおくことにする. $\Pi_{c\overline{f)}}(GL2)=\{\pi\}$ とすると、 $\pi$ の $SL_{2}(F_{\tau\prime})$ への制限
$\pi|sL_{2}$ は multiplicity free で、 その既約表現への分解を

$\pi|_{SL_{2}}=\sigma_{1}\oplus\sigma_{\underline{9}}\oplus\cdots\oplus\sigma,.$ ,

( $\sigma_{1},$
$\ldots,$

$\sigma_{7}$ . は $SL_{\underline{9}}(F.)$ )
$\mathrm{t}$

の既約表現) とするとき、 $r=1,2,4$ であるこ
とがわかる. このとき、対応する $SL_{2}$ の $L$-packet は、

$\Pi_{f},,(SL_{2})=\{\sigma_{1}, \ldots, \sigma,.\}$ ,

となる.
以下、 $F_{\gamma)}$ を non-archimedean local field とする. いま $E_{lf}.$, を $F_{1}.$ ,

の 2次の拡大体とする. ここで、 $N_{E_{\mathrm{t}},./F_{1}}$. を norm map とし
$\text{、}$

$E_{1\dagger)}^{1}.=$

$N_{E_{\iota \mathrm{t}},/F_{1}}^{-1}.(1)$ とおく. いま、

$\chi$ : $W_{E_{l\prime}},$ $arrow E_{\tau\prime)}^{\cross}arrow^{\chi_{()}}\mathbb{C}^{\cross}$ ,

を $W_{E_{\text{。}}}$ , の 1次元 character として、

$\tilde{\phi}^{()}=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{W_{E}11}^{W_{F_{1}}}.,$ $(\chi)$ ,

$(\overline{p}^{()}$

$\phi^{()}$ : $W_{F},$ $arrow GL_{2}(\mathbb{C})arrow PGL_{2}(\mathbb{C})$ ,

とする. また、 $\tilde{\phi}^{()},$ $\phi^{()}$ は $SU_{2}(\mathbb{R})$ を単位元にうつすとする. よって、

Langlands parameter $\tilde{\phi}\in\Phi(GL_{2}),$ $\phi\in\Phi(SL_{2})$ が得られる. この節で
は、 以上のようにして構成された $\tilde{\phi}\in\Phi(GL_{2})$ を $(E.|\mathrm{t})’\chi)$ からの lift と

呼ぶことにする. $GL_{2}(F_{\mathrm{t}}.,)$ の部分群 $C_{7}E,‘$’を

$C\tau E_{1},,$ $=\{g\in GL_{2}(F_{\eta},)|\det g\in N_{E_{\iota},,/F_{1}}.(E_{\eta 1)}\cross)\}$ ,

により定める. $\pi$ を $\tilde{\phi}$ に対応する $GL_{2}(F_{\{)}.)$ の既約許容表現とすると、 $\pi$

の $G_{E_{1}},$ , への制限は、 同値でない 2つの既約表現の直和に分解する.

$\pi|_{G_{E_{1}}}\ell’=\tilde{\sigma}\oplus\tilde{\sigma}’$ .

Langlands parameter $\tilde{\phi}$ に対して、 次の 3つの場合を考える.
$\bullet \mathrm{c}_{\mathrm{a}}\mathrm{S}\mathrm{e}1$ .
2つの相異なる $F_{\tau}$ , の 2次の拡大体 $E_{1},$ $E_{2}$ と $W_{E_{1}}$ (resp. $W_{E_{-}},$ ) の 1

次元 character $\chi_{1}$ (resp. $\chi_{\underline{9}}$ ) が存在し、 $\tilde{\phi}$ が $(E_{1}, \chi_{1})$ の lift であ
り、 しかも $(E_{2}, \chi_{2})$ の lift でもある場合.

このとき、 $\chi_{1}^{()}$ を、 $\chi_{1}$ に対応する $E_{1}^{\cross}$ の 1次元 character とすると、
$x_{1}^{\mathrm{t})}|_{E_{1}^{1}}$ は $(\chi_{1}^{()}|E^{1}1)^{\underline{9}}=1_{E_{1}^{1}}$ をみたす non-trivial な 1次元 character とな
る. いま、 $\Pi_{\overline{\phi}}(cL_{2})=\{\pi\}$ とすると、 $\pi|_{SL_{2}}$ は、 同値でない 4つの既
約表現の直和に分解する.

$\pi|_{SL_{2}}=\sigma_{1}\oplus\sigma_{9,arrow\oplus}\sigma_{3}\oplus\sigma_{4}$ .
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また、

$\pi|_{G_{E_{1}}}=\tilde{\sigma}_{1}\oplus\overline{\sigma}’1$ ,
$\pi|_{G_{E}}arrow’=\tilde{\sigma}_{2}\oplus\overline{\sigma}’2$,

とするとき、 それぞれが、

$\tilde{\sigma}_{1}|_{SL_{2}}=\sigma_{1}\oplus\sigma_{2}$ , $\tilde{\sigma}_{1}’|_{SL}2=\sigma_{3}\oplus\sigma_{4}$ ,
$\tilde{\sigma}_{2}|_{SL_{2}}=\sigma_{1}\oplus\sigma_{3}$ , $\tilde{\sigma}_{2}’|_{SL_{2}}=\sigma_{2}\oplus\sigma_{4}$ ,

と分解している. この場合の $SL_{2}$ の $L$-packet は

$\Pi_{\phi}=\{\sigma_{1}, \sigma_{\underline{9}}, \sigma 3, \sigma 4\}$,

である.

$\bullet \mathrm{c}_{\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}}2$ .
ある $F_{\eta)}$ の 2次の拡大体 $E_{I}.‘$’と $W_{E_{w}}$ の 1次元 character $\chi$ が存在し、

$\tilde{\phi}$ が $(E_{\tau’)}, x)$ の lift となっており、 しかも Case 1ではない場合.

この場合、 $\chi^{()}|_{E_{1v}^{1}}l3$;trivial であるか (このとき、 $\pi$ は principal
series) . $(\chi^{()}|_{E^{1}}\mathrm{t}1’)^{2}\neq 1_{E_{\iota\iota}^{1}}$

, である (このとき、 $\pi$ は supercuspidal) .
いま、

$\pi|_{G_{E_{1}}},,$
$=\tilde{\sigma}\oplus\tilde{\sigma}’$ ,

とすると、 $\sigma=\tilde{\sigma}|_{SL_{2}}$ も $\sigma’=\tilde{\sigma}’|sL2$ も既約表現であり、

$\pi|_{SL_{2}}=\sigma\oplus\sigma’$ .

よっ・て、 $\phi$ に対応する $L$-packet は

$\Pi_{\phi}=\{\sigma, \sigma^{l}\}$ ,

となる.

$\bullet$ Case 3.
Case 1でも Case 2でもない場合.

このとき、 $\sigma=\pi|_{SL_{2}}$ は既約で、対応する $L$-packet は

$\Pi_{\phi}=\{\sigma\}$ ,

となる. $\phi|_{SU_{2}}\mathrm{t}\mathbb{R}$ ) $\neq 1$ ならば、 $\sigma$ は Steinberg 表現である. $F_{\gamma}$ , の剰余標
数が 2でなく、 しかも $\phi|su-,1\mathrm{l}\mathrm{R}$) $=1$ ならば、 $\sigma$ は既約な principal
series か trivial 表現である. $F_{\mathrm{t})}$ の剰余標数が 2で、 しかも $\phi|sU_{2}\langle \mathbb{R})=1$

ならば、 $\sigma$ は既約な principal series か trivial 表現、 または
supercuspidal 表現になる.
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次に、 Case.1 の場合をもう少し詳しくみてみる. この場合、 $E_{(}=$

$E_{1}E_{2}$ とおくと、

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(E()/F_{1)}.)=\{1, \tau_{1,2}\tau, \tau_{3}=\mathcal{T}_{1^{\mathcal{T}_{2}}}\}\cong \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}\oplus \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$ ,

となっている. 但し、

$\mathrm{G}\mathrm{a}1(E\mathrm{o}/E_{1})=\{1, \tau_{1}\}$ , $\mathrm{G}\mathrm{a}1(E_{\mathrm{t}})/E_{\mathit{2}})=\{1, \mathcal{T}_{2}\}$ ,

である. ここで、 $\{1, \tau_{3}\}$ に対応する $F_{\tau}$ , の 2次の拡大体を $E_{3}$ とおく. ま

た、 $\in GL_{\mathit{2}}(\mathbb{C})$ \emptyset の $PGL_{2}(\mathbb{C})$ での像を $\overline{(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})}$ であらわすこと

にする.

$s_{1}=$ , $s_{2}=$ ,

とする. いま、
${\rm Im}(\emptyset^{1}))--\langle s_{1}, s_{2}\rangle$ ,

$\phi^{0}(_{\mathcal{T}}1^{\cdot}W_{E_{\mathrm{t}}\}})=s_{1}$ ,
$\phi^{()}(\tau_{2}\cdot WE_{(}))=S2$ ,

と仮定する. ここで、 $\phi$ の $\hat{G}=PGL_{2}(\mathbb{C})$ での centralizer を

$s_{\psi=}z\hat{G}(\phi(LF\mathrm{t}.))$ ,

とすると、
$S_{\emptyset}=\langle s1, S\mathit{2}\rangle$ ,

である. また、 $s\in S_{\phi}$ に対し、 $\hat{G}=PGL_{\mathit{2}}$ $(\mathbb{C})$ での centralizer を

$\hat{G}_{s}=Z_{\hat{G}}(S)\text{、}$ $\hat{G}_{s}$ の単位元を含む連結成分を $\hat{G}_{s}^{0}$ とかくことにする.

$\hat{G}_{s_{1}}^{0}=\{\overline{(\begin{array}{ll}x 00 y\end{array})}|x,$ $y\in \mathbb{C}^{\cross}\}$ ,

なので、 $T_{91}$. を ${\rm Res}_{E_{1}/F_{1}\cdot\iota}\mathrm{G}?$
’ の部分群 $N_{E_{1}/F_{1}}^{-1}.(1)$ とすると、

$\hat{G}_{91}^{\{\}}.\cdot\phi(LF_{1}.)\cong^{L}T_{=\text{、}}$ ,

であることがわかる. ここで、

$\mathcal{H}_{91}.=\hat{G}_{s1}^{0}\cdot\phi(L_{F1}.)$ ,

と定義する. 同様に、 $s_{2}$ (resp. $s_{3}=S_{1}s_{2}$ ) に対しても、

$T_{s_{2}}=N_{E_{2/}}^{-1}(F,.1)$ , $\mathcal{H}_{92}.=\hat{G}_{=2}^{\mathrm{t}1}\cdot\phi(L_{F_{1}}.)$ ,

$T_{s_{3}}=N_{E_{3/}}^{-1}F_{1}\cdot(1)$ , $H_{s_{3}}=\hat{G}^{()}.\forall_{3}\cdot\phi(L_{F1}.)$ ,
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とおくと、

$\mathcal{H}_{\mathrm{v}_{2}}.=\hat{G}_{\mathrm{s}_{2}}^{\mathrm{t})}.\cdot\phi(L_{F\prime}.)\cong^{L}T_{92}.$ ,

$H_{s_{3}}=\hat{C_{\tau_{9_{3}}}}^{\mathrm{t}}.)$ . $\phi(LF_{1}.)\cong^{L}T_{3}.,$ ,

であることが分かる. いま、

$\pi|_{SL_{2}}=\sigma_{1}\oplus\sigma_{2}\oplus\sigma_{3}\oplus\sigma_{4}$ ,

とする. ここで、 $\chi_{1}$ : $W_{E_{1}}arrow \mathbb{C}^{\cross}$ に Tate-Nakayama duality で対応
する $E_{1}^{\cross}$ の 1次元 character を $T_{\beta}1$ $(F_{\eta)})\cong E_{1}^{1}$ に制限したものを、 $\theta_{\mathrm{s}_{1}}$. と

する. また、 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(E_{1}/F_{\eta)})=\langle\tau\rangle$ とし、

$\overline{\theta}_{s_{1}}(\tau(_{X}))=\theta_{91}.(X)$ , $\forall_{X}\in T_{\theta_{1}}(F_{\mathrm{t}},)$ ,

により 1次元 character $\overline{\theta}_{\hslash_{1}}$ を定義する. $s_{2},$ $s_{3}$ に対しても同様に定める.
$T_{9}.,$

$,$ $(i=1,2,3)$ は $SL_{2}$ の torus と同型なので、 $T_{\beta}\mathrm{i}$ の $SL_{2}$ への埋め

込みを固定し、 $SL_{2}$ の subgrollp とみなす. 簡単のため、 $T_{\alpha}i$ と同型な
$SL_{2}$ の torus は、 全て $SL_{2}(F_{\eta}))$ -conjugate であると仮定する. Harish-
Chandra の定理により、 $G$ の既約許容表現 $\sigma$ の distribution character
は $G$ の regular semisimple element の集合の上の locally constant な類
関数 $\Theta_{\sigma}$ であらわすことができる.

$\Theta_{\sigma_{1}},$

$\ldots,$
$\Theta_{\sigma_{4}}$ の関係は次のようになっている. $\mathcal{H}_{9_{1}}.\cdot,$ $(i=1,2,3)$ に対

し、 $C_{T}$ の regular semisimple element の集合の上の類関数 $\triangle c.H_{\rho}j$ が存
在し、

$\sum_{j=1}^{4}\langle s_{;}.\cdot, \sigma_{j}\rangle\cdot\Theta\sigma(_{X}J)=$

となる. 但し、 $\{x\}_{GL_{2}}$ は $x$ の $\mathrm{A}\mathrm{d}(GL_{2}(F_{\tau\rangle}))$ -orbit とし、 $\langle s_{j}.., \sigma_{j}\rangle=\pm 1$

$(i, j=1, \ldots, 4)$ を.

$s_{1}$ : $\langle s_{1}, \sigma_{1}\rangle=+1$ , $\langle s_{1}, \sigma_{\underline{9}}\rangle=+1$ , $\langle s_{1}, \sigma_{3}\rangle=-1$ , $\langle s_{1}, \sigma_{4}\rangle=-1$ ,

$s_{2}$ : $\langle s_{2}, \sigma_{1}\rangle=+1$ , $\langle s_{2}, \sigma_{\underline{9}}\rangle=-1$ , $\langle s_{2}, \sigma_{3}\rangle=+1$ , $\langle_{S_{2},\sigma_{4}}\rangle=-1$ ,

$s_{3}$ : $\langle s_{3}, \sigma_{1}\rangle=+1$ , $\langle s_{3}, \sigma_{2}\rangle=-1$ , $\langle_{S_{3},\sigma_{3}}\rangle=-1$ , $\langle s_{3}, \sigma_{4}\rangle=+1$ ,

とおいている. ところで、 $\pi$ は

$\pi|_{G_{E_{1}}}=\tilde{\sigma}_{1}\oplus\tilde{\sigma}_{1}’$ , $\pi|_{G_{E_{2}}}=\tilde{\sigma}_{2}\oplus\tilde{\sigma}_{2}^{;}$ ,
$\tilde{\sigma}_{1}|_{SL_{2}}=\sigma_{1}\oplus\sigma_{\underline{9}}$ , $\tilde{\sigma}_{\underline{9}}|_{SL_{2}}=\sigma_{1}\oplus\sigma_{3}$ ,

$\tilde{\sigma}_{1}’|sL_{2}=\sigma_{3}\oplus\sigma_{4}$ , $\tilde{\sigma}_{2}’|_{SL_{2}}=\sigma_{2}\oplus\sigma_{4}$ ,
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と分解していたが、実は $E_{3}$ においても、

$\pi|_{G_{E_{3}}}=\tilde{\sigma}_{3}\oplus\overline{\sigma}_{3}’$ ,
$\tilde{\sigma}_{3}|_{SL_{2}}=\sigma_{1}\oplus\sigma_{4}$ ,
$\tilde{\sigma}_{3}’|SL_{2}=\sigma_{\underline{9}}\oplus\sigma_{3}$ ,

と分解している. 比べてみるとわかるように、 $s_{;}$
. に対し、 あに含まれ

るものが $\langle$ si, $\sigma\rangle$ $=+1$ で、 $\overline{\sigma}_{i}’$ に含まれるものが $\langle$ si, $\sigma\rangle$ $=-1$ となるよ
っに定めている. ここで、 $\sigma_{1}$ は、 $\langle s_{;}.\cdot, \sigma_{1}\rangle=+1,$ $(i=1,2,3)$ となるも
のだが、 実は、 $\sigma_{1}$ の選び方は–意的ではない. ( $\triangle c.H_{\backslash _{t}}$. をそれぞれ適
当に $\pm 1$ 倍することにより、 $\sigma_{1},$

$\ldots,$
$\sigma_{4}$ のどれを選ぶこともできる.) ま

た、 $s=1$ のときは、 $\hat{G}_{\mathrm{v}}^{()}.=\hat{G}=PGL_{2}(\mathbb{C})$ なので $\mathcal{H}_{9}.=^{L}G$ とおく. こ

のとき、
$\langle 1, \sigma_{1}\rangle=\langle 1, \sigma_{\underline{9}}\rangle=\langle 1, \sigma_{3}\rangle=\langle 1, \sigma_{4}\rangle=+1$,

とする. このように定義すると、 $\sigma_{j}$ に、 Sゆから $\mathbb{C}$ への写像

$S_{(t)}\ni sarrow\langle s, \sigma_{j}\rangle$ ,

を対応させることにより、 $\{\sigma_{1}, \ldots, \sigma_{4}\}$ と $S_{\mathit{4})}$ の 1次元 character が 1
対 1に対応する. 特に、 $\sigma_{1}$ は、 $S_{cf)}$ の trivial character に対応するもの
である. 最後に、 $L$-packet $\Pi_{\phi}(SL_{2})$ に対し、 $\{\Theta_{\sigma_{1}}, \ldots, \ominus_{\sigma_{4}}\}$ を基底と
する $\mathbb{C}$ 上の線形空間

$\langle\Theta_{\sigma_{1}}, \Theta_{\sigma_{2}}, \Theta_{\sigma_{3}}, \Theta_{\sigma_{4}}\rangle$ ,

を考えると、 これは、 $s\in S_{f^{J}}$, に対応する部分空間

$\mathbb{C}\cdot(_{j}\sum_{=1}\langle S, \sigma_{j}\rangle\cdot\ominus_{\sigma_{j})}4$ ,

の直和となっている. ここで、 $GL_{2}(F_{\tau\prime})$-invariant な vector のなす部分
空間は $s=1$ (つまり、 $\mathcal{H}_{H}=LG$ の場合) に対応するものと –致して
いる.

Remark 3.1. Case.2の場合も同様のことが成り立つ. このときは、
$S_{\phi}\cong \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$ であり、 $\sigma$ (resp. \mbox{\boldmath $\sigma$}り と $S_{c}\rho$ の trivial な character (resp.
sign character) が対応する.

4. ENDOSCOPY

もとに戻り、 $G$ を connected reductive algebraic group とする. 前
節の $H_{9}$. は $G=SL_{2}$ の endoscopic datum を決めている. -般には
endoscopic dattlm は、 次のように定義される.

Definition 4.1. $G$ の endoscopic datum とは、 4つ組み

$(H, \mathcal{H}, s, \xi)$ ,

で次の条件をみたすもののことである.
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1. $H$ は $F$
.。 上定義された quasi-split connected reductive algebraic

group.
2. 次のような split exact sequence

1 $arrow\hat{H}rightarrow \mathcal{H}arrowarrow L_{F_{1}}$ . $arrow 1$ ,

が存在し、 これにより定義される写像 $L_{F_{1}}$ . $arrow o_{ut}(\hat{H})$ は $LH$ に

対応するものと –致する.
3. $s$ は $\hat{G}$ の semisimple element.
4. $\xi$ : $\mathcal{H}arrow LG$ は $L_{F_{1}}$ . 上の準同型写像.
5. $\xi$ の $\hat{H}$ への制限は、 同型写像

$\hat{H}arrow\hat{G}_{g}^{()}$ ,

を導く. この同型写像により、 $\hat{H}$ を $\hat{G}$ の部分群と同–視する.
6. $s$ は次の条件をみたす.

(a) $\Gamma_{\tau},$ $=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{F}.,,/F)\mathrm{t}\mathit{1}$ とし、 $Z(\hat{H})$ (resp . $Z(\hat{G})$ ) を $\hat{H}$ (resp.
$\hat{G})$ の center とするとき、 $s$ の $Z(\hat{H})/Z(\hat{G})$ での像 $\overline{s}$ は

$\overline{s}\in[Z(\hat{H})/Z(\hat{G})]^{\Gamma_{1}}.$ ,

をみたす. 但し、 $[$ $]^{\Gamma_{1}}$’は $\Gamma_{\mathrm{t}\prime}$ -invariant な元全体のなす部分
群. ( $L_{F_{1}}$ . の $Z(\hat{H})$ への作用は $\Gamma_{\tau}$ , を経由することに注意)

(b) $\pi_{(}$ で connected component のなす群をあらわすことにする.
Exact sequence

$1arrow Z(\hat{C_{T}})arrow Z(\hat{H})arrow Z(\hat{H})/Z(\hat{G})arrow 1$,

から、 exact sequence
$\pi_{()}(Z(\hat{H})^{\Gamma_{\iota}}.)arrow\pi_{(\}}([z(\hat{H})/z(\hat{G})]^{\Gamma}\mathrm{l}.)arrow H^{1}(F_{\mathrm{t})}, z(\hat{G}))$ ,

が得られるが $[21]_{\text{、}}$ このとき、 $\overline{s}$ の $H^{1}(F_{\tau},, z(\hat{G}))$ での像は triv-
$\tau$

$ial$ .

Remark 4.2. 上の定義は、 loca1field $F_{\mathrm{t})}$ でのものである. Global field
$F$ の場合は、最後の条件

$\lceil_{\overline{S}}$ の $H^{1}$ $(F_{8},, Z(\hat{G}))$ での像は trivial 」
が

$\lceil_{\overline{S}}$ の $H^{1}(F, Z(\hat{G}))$ での像は locally trivial 」
に変わる. また、 ここでの定義は standard endoscopy と呼ばれるもので
ある Base change l碗等には twisted endoscopy の概念が必要になる
[24]. .

Definition 4.3. Endoscopic datum $(H, \mathcal{H}, s, \xi),$ $(H’, \mathcal{H}’, s’, \xi’)$ が同

値とは、 $H$ と $H’$ の間の同型写像と、 $\mathcal{H}$ と $\mathcal{H}’$ の間の同型写像、およ

び、 $\hat{C_{\tau_{9}}}^{\mathrm{t}}.$

) を $\hat{G}_{s}^{()}$ , にうつす $\mathrm{A}\mathrm{d}(\hat{G})$ の元 $\mathrm{A}\mathrm{d}(g)$ で、 自然な条件をみたし、

227



しかも、 $s$ と $\mathrm{A}\mathrm{d}(g)^{-1}S’$ の $\pi_{(\}}([z(\hat{H})/Z(\hat{G})]^{\Gamma}\iota\cdot)$ での像が等しくなるも
のが存在することである. (詳しくは [21] を参照)

Definition 44. $\gamma,$
$\gamma’$ を $G(F_{\tau},)$ の strongly regular semisimple ele-

ments とする. $\gamma,$
$\gamma’$ が $G(\overline{F_{\eta 1}})$ -conjugate であるとき、 $\gamma,$

$\gamma’$ は stably
conjugate であるという. また、 $\gamma$ と stably conjugate な $G(F_{\gamma)})$ の元全
体のなす集合を $\gamma$ の stable conjugacy class と呼ぶ.

$\gamma$ の stable conjugacy class を $\{\gamma\}_{nt}$ であらわすことにする.

Remark 45 . $\gamma$ が strongly regular でない場合にも stable conjugacy
class は定義されている. また、 $SL_{2}(F_{\tau},)$ では stable conjugacy class は

$\mathrm{A}\mathrm{d}(GL2(F_{\mathrm{t})}))$ -orbit と –致している.

Remark 46互いに conjugate な 2つの元は、 stably conjugate にな
る. Strongly regular semisimple element $\gamma$ の stable conjugacy class に
含まれる conjugacy class 全体の集合 $\{\gamma\}_{st}/conj$. と

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[H^{1}(F_{l},, G_{\gamma})arrow H^{1}(F_{v}, G)]$,

との問には自然な全単射が存在する.

いま、 strongly regular semisimple elements $\gamma,$
$\gamma’$ が stably conjugate

ならば\tau $G_{\gamma}$ と $G_{\gamma’}$ は同型になる. (同型写像は $\mathrm{A}\mathrm{d}(G(\overline{F_{1}.}))$ ) の元によ
り得られる.) 以下では、 $G_{\gamma’}$ の上の Haar measure と、 $G_{\gamma}$ 上の Haar
measuer をこの同型により $G_{\gamma’}$ に引き戻したものが–致するように、
torus の上の Haar measure をとることにする.

Remark 47. $F_{\mathrm{t}}.$ , を non-archimedean loca1field とする. $\gamma$ は strongly
regular なので ‘ $G_{\gamma}$ は $G$ の maximal torus となる. いま

$\text{、}$

$\hat{G}_{\gamma}$ から $\hat{G}$

への埋め込みを固定し ( $G_{\gamma}\subset G$ に対応したものをとる)
$\text{、}$

$\hat{G}_{\gamma}$ を $\hat{G}$ の

部分群とみなす. (一般に、 $\hat{G}_{\gamma}$ への LF1、の作用は、 $\hat{G}$ の部分群として
の作用と異なる) Kottwitz の定理 [21] により、

$H^{1}(F_{v}, G)\cong_{\pi_{1)}}(Z(\hat{G})^{\Gamma_{1}}.)D$ ,

が成り立つ. 但し、 $D$ は Pontrjagin dual. よって、 $\{\gamma\}_{=t}/conj$. と

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[\pi_{\mathrm{t}})(\hat{G}_{\gamma}^{\Gamma}]’)^{D}arrow\pi_{()}(Z(\hat{G})^{\Gamma}\}.)D]$ ,

との間には自然な全単射が存在することがわかる. ここで、 endoscopic
datum が条件 $\overline{s}\in[\hat{G}_{\gamma}/Z(\hat{G})]^{\Gamma_{\iota}}$. をみたすと仮定する. すると、 endo-
scopic datum の条件 4. 1. $\mathit{6}b$ から、 $s$ が写像

$\kappa_{\gamma}$ : $\{\gamma\}_{st}/conj$ . $arrow \mathbb{C}^{1}$ ,

を定義することが分かる. ( $Z(\hat{H})\subset\hat{C_{\tau_{\gamma}}}$ であることに注意.)
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混乱が起きないときは、 endoscopic datum $(H, \mathcal{H}, s, \xi)$ を endoscopic
group $H$ と呼ぶことにする. Endoscopic group $H$ に対し、 $\triangle_{G.H}(\gamma H, \gamma c)$

を transfer factor とする. 但し、 $\gamma_{G}$ (resp. $\gamma_{H}$ ) は $G$ (resp . $H$ ) の

strongly regular semisimple element. (定義については [29] を参照.)
ここでは次のことを注意するにとどめる.

Remark 48.
1. もし、

$\triangle_{G.H}(\gamma H, \gamma_{G})\neq 0$ ,
が成り立つならば、 $\gamma_{H}$ を $\gamma_{G}$ へ移す $H_{\gamma_{H}}$ から $G_{\gamma_{G}}$ への瓦上
定義された同型写像が存在し、対応する $\ovalbox{\tt\small REJECT}\gamma_{H}$ と $\wedge\gamma_{G}$ の間の同型写

像が、 $\xi$ から導かれるものと $\mathrm{A}\mathrm{d}(\hat{C\tau})$ をのぞいて–致する. 特に、
$\gamma_{H}$ に対し、 $\triangle_{G.H}(\gamma H, \gamma c)\neq 0$ となる $\gamma c$ の conjugacy class は、
有限個である. 一般に、 この条件をみたすような strongly regular
element $\gamma_{G}$ が存在するとき、 $\gamma_{H}$ は strongly G-regular であると
いう.

2. $\gamma_{H},$
$\gamma_{H}’$ が stably conjugate で $\gamma_{G},$ $\gamma_{G}$

’ も stably conjugate ならば、

$\triangle_{G,H}(\gamma_{H}, \gamma_{G}’/)=’\sim \mathrm{b}(\gamma C7\gamma_{G}’)\triangle_{G}.H(\gamma_{H}, \gamma G)$ ,

が成り立つ.

$C\prime\prime.\infty(C\tau)\epsilon:G(F_{\mathrm{t}},)-\mathrm{b}_{-}(’)$ locally constant compactly supported filnction
全体のなす空間とする. $f^{G}\in C^{\infty},,.\cdot(CT)$ の orbital integral を

$I( \gamma_{G}, fc_{\tau})=\int_{G()/c}F_{\mathrm{t}}\cdot\wedge.c\tau)\mathrm{t}F_{1}\cdot)fc(g\gamma Gg-1dg$,

により定め、 $f^{H}\in C_{,.()}^{\infty},.H$ の stable orbital integral を

$I^{9t}.( \gamma_{H}, f^{H})=\sum_{(\gamma_{H}’\in\{\gamma_{H}\}\dot{\sim}f/()11.\mathrm{i}}..I(\gamma_{H}’, f^{H})$
,

により定める.
以後、 次の予想が成り立っていると仮定する.

Conjecture 4.9. $f^{G}\in C_{t}^{\infty}.\cdot(G)$ に対し、 ある $f^{H}\in C^{\infty},’.\cdot(H)$ が存在
し、 全ての strong$1y$ $G$ -regular element $\gamma_{H}$ について、次をみた g-.

$I^{=t}( \gamma_{H}, f^{H})=\sum_{\gamma\{c_{\tau}\}}\triangle G.H(\gamma_{H}, \gamma c)I(\gamma G, f^{c})$
.

但し、 右辺は $G$ の strongly regular semisimple orbit について和をとっ
ている.

Remark 4.10. Remark 4.6.1より、右辺は有限和となっている. もし、
$f^{G}\mathit{0})$ support が strongly regular semisimple elements 全体のなす部分
集合に含まれていれば、 $f^{H}$ の存在は簡単にわかる. 問題は、 singukr
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element へ近づくときの挙動にある. この予想は、 $F_{\eta)}$ が archimedean
ならば、 D. Shelstad により証明されている. ([36] 参照.) $F.‘$ ’が non-
archimedean ならば、 J. L. Waldspurger により Lie 環の場合の funda-
mental lemma (lemma と呼ばれているが、 conjecture である) から予
想が従うことが示されている.

Definition 4.11. $H$ 上の stable distribution とは、 各点収束の意味で、
strongly regular semisimple element d) stable orbital integral $\text{の}$ closed
linear span に含まれる distribution のことである. つまり、 distribution
$S$ が、 全ての strongly regular semisimple element $\gamma_{H}$ に対し $I^{\backslash t}(\gamma_{H}, f^{H})$

$0$ をみたす $f^{H}\in C_{\mathrm{r}}^{\infty}’$

. $(H)$ に対し、 $S(f^{H})=0$ をみたせば、 $S$ は stable
distribution である.

$f^{G}$ に対し、 $f^{H}$ のとり方は–意的ではないが、 $f^{H}$ の stable orbital
integral は $f^{H}$ のとり方によらず、 $f^{G}$ のみで決まる. よって、 $H$ 沖の

stable distribution $S$ に対して、 $S(f^{H})$ は $f^{H}$ のとり方によらず決まる.

Definition 4.12. $S$ を $H$ 上の stable distribution とする. このとき、
$G\neq_{-}\sigma)$ invariant distribution $\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}_{H}^{\mathrm{b}}(S)\not\in$;

$\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}_{H}^{c}(S)(f^{G})=S(f^{H})$, $\forall_{f^{G}}\in C^{\infty},.\cdot(G)$ ,

により定義する.

Remark 4.13. $G=SL_{\underline{9}}$ のとき、 $s_{;}.\cdot$ $(i=1,2,3)$ に対し、

$\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}_{H}^{G}$

。

$( \theta_{\mathrm{s}_{j}}.)=\sum_{j=1}^{4}\langle_{S\sigma\rangle};.,j$ . $\Theta\sigma,$ ,

が成り立っている.

5. LOCAL TEMPERED PACKET.

Definition 5.1. $\phi\in\Phi(G)$ の像 ${\rm Im}\phi$ が bounded のとき、 $\phi$ を tem-
pered な parameter と呼び、 $\Phi_{\iota_{\text{。}l’\iota}}=\Phi pt\text{。}$

”$|.p(G)$ を tempered な param-
eter 全体のなす集合とする. このとき、 $\phi\in\Phi_{t}(:l_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ に対し、 $S_{\phi}$ を、

$s\cdot\phi(t)\cdot S-1$ . $\phi(t)^{-}1\in Z(\hat{G})$ , $\forall_{t}\in L_{F_{1}}.$ ,

をみたし、 しかも対応する $H^{1}(L_{F_{\iota}}., Z(\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}))$ の元が trivial になる $s\in\wedge\ovalbox{\tt\small REJECT}$

全体のなす部分群とし、

$S_{\phi}=s\emptyset/(S_{\emptyset}\mathrm{t})$ . $z(\hat{c7}))$ ,

と定義する. (一般の $\phi\in\Phi(G)$ に対しても同様にして $S,t$
)’

$S_{f}()$ が定義
される.)

Remark 52. Global の場合は、 $s$ の条件で

「対応する $H^{1}(L_{F},., z(\hat{G}))$ の元が trivial 」
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のところを、

「対応する $H^{1}(L_{F}, z(\hat{G}))$ の元が locally $trivial$」

に変更したものが $S_{\phi}$ となる. $(S\emptyset=s\psi/(S_{\emptyset}^{(}). z(\hat{G}))$ は同様.)

$S_{\phi}$ は有限群である. $G=SL_{2}$ のときは、 $S_{\phi}$ は可換群であったが、
一般には、非可換な群になることがある. また、 $G$ が quasi-split で、 $\phi$

が Borel subgroup からの tempered な誘導表現に対応するときには、
$R$-group を $LG$ において実現したものとみなすことができる. $S\psi$ の

semisimple element $s$ に対し、 $\mathcal{H}=\hat{G}_{\epsilon}^{()}\cdot\emptyset(LF_{1}.)$ とし、 $\xi=id|_{H}$ と

することにより endoscopic datum を定義することができる. 以下、 簡
単のため $\mathcal{H}\cong^{L}H$ と仮定する.

Conjecture 53. $\phi\in\Phi_{t\text{。}7},\iota p$ とする. $\pi\in$ 垣ゆ に対し、 Sゆの必ずしも
既約とは限らない有限次元表現の character

$\overline{s}arrow\langle\overline{s}, \pi\rangle\in \mathbb{C}$ ,

が対応し、次をみたす.

1. $\Theta_{\pi}$ を $\pi\in\square \psi$ の distribution character とするとき、

$\sum_{\pi\in\Pi_{\circ}}\langle 1, \pi\rangle\cdot\Theta_{\pi}$

,

[3; $C_{T}\lrcorner_{\mathrm{i}}\mathit{0}$) stable $dist\dot{\mathcal{H}}bution$ .
2. $H$ を $s$ に対応する endoscopic group とし、 $\phi$ を $\mathcal{H}$ への parameter
とみる. $f^{H}\in C_{t}^{\infty}.\cdot(H)$ に対し、

$f^{H}( \phi)=\sum_{\sigma\in\Pi_{\emptyset}\mathrm{t}H\rangle}\langle 1, \sigma\rangle\cdot\Theta(\sigma f^{H})$

,

とおく. いま、 $f^{H}$ が $f^{G}$ と対応していれば、 $f^{G}$ によらない定数
$c$ が存在し、

$f^{H}( \phi)=c\cdot\sum_{\pi\in\Pi_{\mathit{6}}}\langle_{\overline{S}}, \pi\rangle\ominus_{\pi}(f^{G})$
,

がなりたつ.

Remark 5.4. $\mathcal{H}\cong LH$ でないとき、 5.3.2は Remark 24により $H$

を $H’$ にかえたものについての予想となる.

Remark 5.5. $F_{l}.$ , が archimedean のときには、 この予想は、 [36] で証
明されている. $F_{\tau\rangle}$ が non-archimedena で $G$ が quasi-split のときは、
$\square \psi$ と $S\psi$ の既約表現全体とが、 1対 1に対応するとおもわれる. $G$ が

quasi-split でないときは、 $G$ が $SL_{2}$ の anisotropic な inner form (di-

vision algebra の reduced norm が 1の群) にすでに $S_{\phi}$ の既約表現と対
応しない例がある [26].
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$\pi$ と $S_{\phi}$ の表現の character との対応は、 -意的には決まらない. $C_{T}=$

$SL_{2}$ のときの Case.1の例でも、 どの表現が $S_{\phi}$ の trivial character に対
応するかにより、 4通りの可能性がある. われわれは、 $C_{T}$ が quasi-split
で凡が non-archimedean のときに、 $S_{C}\rho$ の trivial character に対応す
るものを決めたい. その為に、次の予想を使う. ([26] での決め方とは異
なっている.)
いま、 $G$ を quasi-split とし、 $F_{\eta}$ , 上定義された Borel subgroup $B$ の

unipotent radical を $N$ とする. $N$ の generic な 1次元 character $\chi$ を
固定する. $G$ の既約許容表現 $\pi$ が Ind$Nc_{(\chi)}$ に Whittaker model をもつ
とき、 $\pi$ は $\chi$-generic であるという. (これは、 $G$ の splitting と $F_{\mathrm{t}\rangle}$. の
additive character により決まる.)

Conjecture 5.6. (Generic packet conjecture)
$G$ を quasi-split とする. $\phi\in\Phi_{t_{\text{。}7},\iota p}$ であれば、 $\Pi_{(p}$ に、 唯 $-$つだけ

$\chi$ -generic なものが存在する.

Conjecture 57. $G$ が quasi-split であれば、 $\chi$ -generic なものが、 $S_{\phi}$

の trivial character と対応するようにできる.

Remark 58 . $F_{?)}$ が archimedean のときには、 generic packet conjec-
ture は証明されている. ([39] 参照) $F_{\eta)}$ が non-archimedean のときに
は、 $G=GL_{7}\iota’ G=SL_{7\iota}$ の場合が孟 N. Bernstein-A. V. Zelevinski [9]
により証明され、 $U(3)$ の場合が、 S. Friedberg-S. Gelbart-H. Jacquet-
$J$. Rogawski [13] (別の方法で T. Konno [20]) により証明されている.

6. LOCAL $A$ -PACKET

Saito-Kurokawa lift の場合を考えると、 $\phi\in\Phi$ が non-tempered の

場合、 $L$-packet だけでは、 local にも global にもうまくいかないことが
分かる. このため、 J. Arthur により、 $A$-packet が考えられた. まず、
A-packet に対応する parameter を導入する. Arthur parameter の集合
$\Psi=\Psi(G)$ を、 次の 3つの条件をみたす $L_{F_{l}}$ . 上の準同型写像

$\psi$ : $L_{F_{1}}$ . 禾 $SL_{2}(\mathbb{C})arrow LG$ ,
の $\hat{G}$-orbit 全体のなす集合とする.

1. $\psi$ は relevant. つまり、 $LP\in P^{*}-P$ ならば ${\rm Im}\psi\not\subset LP$ .
2. $\psi$ の $L_{F_{1}}$ . への制限は admissible かつ bounded.
3. $\psi$ の $SL_{2}(\mathbb{C})$ への制限は $\mathbb{C}$ 上定義された準同型写像.
$\psi\in\Psi$ に対し、 $\phi=\emptyset\psi\in\Phi$ を

$\emptyset:L_{F_{1}}$ . $arrow^{\iota}L_{F_{l}}$ . $\mathrm{x}SL_{2}(\mathbb{C})arrow\tau l)LG$ ,
により定める. ただし、 $b$ は、

$\iota(w\cross t)=(w\cross t)\cross(_{0}^{|w|}\frac{1}{F2}\iota\cdot$ $|w|_{F_{\mathrm{t}}}^{-\frac{1}{2}}0.)$ , $w\in W_{F_{1}},$ $t\in sU2(\mathbb{R})$ ,
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により定まる写像である. $\psi\in\Psi$ に対しても、 $\Phi_{t.p}(’7’|$. の場合と同様にし
て、 $S_{\psi^{\text{、}}}S_{\psi}$ を定義することができる. また、 自然な準同型写像

$S\psiarrow S_{c\beta}$ ,

は全射である. よって、 $\square (S\psi)$ (resp. $\square (S\psi)$ ) を $S\psi$ (resp. $S\psi$ ) の

既約表現の character 全体のなす集合とするとき、 写像
$\Pi(S_{\phi})arrow\Pi(S_{\psi})$ ,

は単射である. また、 $\in SL_{\mathit{2}}(\mathbb{C})$ に対し、

$s\psi=\psi()$ ,

とおく. $s\psi$ は $S_{\psi}$ の center の元である.

$s\psi\in S_{\mathit{1})}^{()}c$

’

なので、 $s_{\psi}$ の $S_{\phi}$ での像は、 1 である. Tempered のときと同様に、
$s\in s_{\psi)}$ に対しても、 endoscopic datum $(H, \mathcal{H}, s, \xi)$ を定義することが
できる. 簡単のため、 $\mathcal{H}\cong^{L}H$ と仮定する.
次が、 Arthur 予想の local な場合である.

Conjecture 6.1. $\psi\in\Psi$ に対し、 $\Pi(C_{7})$ の有限な部分集合 $\square \psi$ と写像

$\delta$ : $S_{\psi}\chi\Pi_{\psi}arrow \mathbb{C}$ ,

が存在し、次の性質をみたす.

1. $\Pi_{\psi}$ に属する既約許容表現は全て unitarizable.
2. $C_{T}\}_{\wedge}^{-}\text{の}$ distribution

$\sum_{\pi\in\square _{\mathrm{t}}}$

,

$\delta(s\psi)’\pi)\cdot\Theta_{\pi}$ ,

[3; stable distribution.
3. $\psi$ を $H$ の parameter とみなし、 $f^{H}\in C^{\infty},.H$ での 2の distri-

bution の値を $f^{H}(\psi)$ とおく. このとき、 $f^{H}$ が $f^{G}\in C^{\infty},.\cdot(G)$ に

対応しているとすると、 $f^{G}$ によらない定数 $c$ が存在し、

$f^{H}( \psi)=c\cdot\sum_{(\pi\in\Pi_{\iota},c)}\delta(s_{\sqrt{}^{S,\pi}}))\cdot\Theta(\pi fc)$
,

が成り立つ. また、 各 $\pi\in\square \psi$ に対して、 $\delta$ は類関数になってい
る.

4. Normalization function と呼ばれる $S_{\psi}$ の類関数

$\rho:S_{\psi}arrow \mathbb{C}^{\cross}$ ,

が存在し、 $\rho(S_{\sqrt J})=\pm 1$ で、 しかも、

$\delta(s, \pi)\rho(S)-1$ ,
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は $s$ の $S_{\psi}$ での像 $\overline{s}$ のみで決まる $s_{\psi)}$ から $\mathbb{C}$ への写像となる.
$\pi\in\Pi_{\sqrt)}$ に対し、 $S_{\sqrt)}$ の類関数を

$\langle\overline{s}, \pi|\rho\rangle=\delta(s, \pi)\rho(S)-1$ ,

により定める.
5. $\mathbb{R}_{\geq \mathrm{t})}[\square (S\psi))]$ を $\Pi(s_{\psi)}$ の $\mathbb{R}_{\geq \mathrm{t})}$ 係数の有限和のなす $S_{\psi}$ の類関数の
集合とする. このとき、 $\pi\in\Pi_{\psi}$ に対し、 $\langle\cdot, \pi|\rho\rangle$ は $\mathbb{R}_{\geq \mathrm{t})}[\Pi(S_{\sqrt)})]$

に含まれる.
6. $\pi\in\Pi_{\sqrt J}$ に対し、 $\{1, \overline{s}_{\sqrt)}\}$ の 1次元 character $e_{\sqrt)}(\cdot, \pi|\rho)$ が存在し、

$\langle\overline{s}_{\tau l)}\overline{s}, \pi|\rho\rangle=e_{\psi}(\overline{s}_{\psi}, \pi|\rho)\langle\overline{S}, \pi|\rho\rangle$ ,

が成り立つ.

Conjecture 62. $G$ が quasi-split であるとする. このとき、上の予想
に加え、次のことが成り立つと予想されている.

1. $\phi=\emptyset\psi$ を $\psi$ に対応する Langlands parameter とするとき、

$\Pi_{\phi}\subset\Pi_{\sqrt)}$ ,

が成り立つ.
2. $\pi\in\Pi_{\beta},\subset\Pi_{\psi}$ ならば、 $\delta(s\psi, \pi)=1$ .
3 Generic packet conjecture によ り. $\Pi_{(t)}$ には、 対応する standard
表現が $\chi$ -generic になる表現 $\pi_{\chi}$ が–つだけ存在する. いま、 $\pi\in$

$\Pi_{\psi}$ に対し、

$\langle\overline{s}, \pi|\pi_{x}\rangle=\langle\overline{s}, \pi|\rho\rangle\langle\overline{s}, \pi_{\chi}|\rho\rangle^{-1}$ ,

と定義する. このとき、横方向の写像を

$\piarrow\langle\cdot, \pi|\pi_{\chi}\rangle$ ,

として、次の可換図式が得られる.

$\Pi_{\psi}arrow\square (S_{\psi})$

$\uparrow$ $\uparrow$

$\Pi_{\phi}arrow\Pi(S_{\emptyset})$

Remark 63. $H\not\cong LH$ のときは、 Remark 24により $H$ を $H’$ にか
えたものについての予想となる.

Remark 64. $G=U(3)$ のときは、 J. Rogawski [33] によりこの予想
は示されている,

Remark 65. $\Pi_{\psi}$ は enlarged packet と呼ばれることもある.
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Remark 66. $\psi|sL_{2}(\mathbb{C})=1$ のとき、 $\phi$ は tempered な Langlands pa-
rameter で、 $\Pi_{\psi}=\Pi_{(\beta}$ となると予想される. 一般に $\square \psi$ は、 non-
tempered な表現と tempered な表現を同時に含みうる. よって、 $\square \psi$ 同
士は、 一般に disjoint ではない. また、 一般に垣, は $L$ -packet の和集
合にもなり得ない. (次の例 [33].)

例 (J. Rogawski [33])
$G=U(3)$ とする. $F_{\eta)}$ を non-archimedean local field とし、 $G$ が $F_{\eta)}$

の 2次の拡大体 $E_{uJ}$. 上 split していると仮定する. $\mathrm{G}\mathrm{a}1(E_{\iota l}.,/F_{\tau},)=\langle\tau\rangle$ と

し、 $\tau$ が $\wedge=GL_{3}(\mathbb{C})$ に

$\tau(g)=J^{-1}$ : ${}^{t}G^{-1}\cdot J$,

で作用するとする. 但し、 $J=$ である. この作用により、

$LG$ を定義する. 次に、 $\psi\in\Psi(G)$ を、 以下のように定める. まず、

$w_{\sigma}\in W_{E_{\tau}v/F1},$ $-W_{E_{1}p)/}E_{\iota}v$
’

を固定する. 1次元 character

$\mu$ : $E^{\cross}arrow \mathbb{C}^{1}$ ,

を $F^{\cross}$ への制限が $E_{\tau\iota)}/F_{\gamma)}$ の class character と –致するものとし、

$\chi$ : $E^{\cross}arrow \mathbb{C}^{1}$ ,

を Fゞへの制限が trivial character となる 1次元 character とする. こ

こで、 $\psi$ に対応する $\hat{G}$ への写像 $\psi^{0}$ を次のように定める.

$\psi^{()}$ : $SL_{2}(\mathbb{C})\niarrow$ ,

$\psi^{()}$ : $SU_{2}(\mathbb{R})\ni tarrow$ ,

$\psi^{()}$ : $W_{E_{11},/E_{1}},,$ $\ni warrow$ ,

$\psi^{()}$ : $w_{\sigma}arrow$ .
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このとき、

$S_{\psi}=\langle\overline{s}_{\sqrt})\rangle\cong \mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$ ,
$s_{cf)}=\{1\}$ ,

となり、 $\square \psi=\{\pi^{\iota}’\}$ は non-tempered な表現 1つだけからなる L-packet
で、 $\square \psi=\{\pi^{l\iota=}, \pi\}$ は、 $\pi^{ll}$ と supercuspidal 表現 $\pi^{9}$ からなる A-packet
となる. ここで、 $\pi_{\chi}=\pi^{?l}$ であり、 $\delta,$

$\rho$ は、 次のようになる.

$\delta(1, \pi^{71}.)=1$ , $\delta(s_{r[J}, \pi^{\tau\iota})=1$ ,
$\delta(1, \pi^{\mathrm{s}}.)=1$ , $\delta(_{S_{\sqrt}})’\pi^{9}.)=-1$ ,

$\rho(1)=1$ , $\rho(s_{\sqrt})’=1$ .

$\Pi(S_{\phi})$ の $S\psi$ への inflation は、 $S\psi$ の trivial な character になり、 こ

れと $\pi^{7l}$ が対応し、 $\pi^{\forall}$ が $S\psi$ の sign character と対応する. $s\psi$ に対応す
る endoscopic datum を考えると、 $H=U(2)\cross U(1)_{\text{、}}$ $\mathcal{H}\cong LH$ であ
り、 $\psi$ を $\Psi(H)$ の元とみると、 $\Pi_{\psi}(H)=\{\pi_{H}\}$ は $H$ の 1次元表現 $\pi_{H}$

のみからなる $A$-packet である. つまり、

$\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}_{H}(G\Theta\pi H)=\Theta_{\pi}\eta+\Theta_{\pi^{6}}$ ,

が成り立つ. また、 $\pi^{9}$ を含む tempered な $L$-packet $\{\pi^{9}, \pi^{l}\}$’ は $\pi^{=}$ と

discrete series $\pi^{d}$ の 2つからなる.

Remark 6.7. $F_{\mathrm{t}}.,$ $=\mathbb{R}$ のとき、 $J$. Adams-J. Johnson [2] により、 予
想は条件付きで示された. このとき、 $G$ が split でも、 $\square \psi$ から $\square (s_{\mathrm{t}l},)$

への写像が単射ではない例がある.

例 ( $\mathrm{J}$ . Adams-J. Johnson [2])
$F_{\tau},$ $=\mathbb{R}$ とする. 簡単のため、 $G$ が quasi-split で compact な max-

imal torus $T$ をもっと仮定する. また、 $\square \psi$ の元が discrete series と同
じ infinitesimal character を持つ場合のみを考える. $\theta$ を $T$ を fix する
Cartan involution とし、 対応する $G$ の Lie algebra $\mathrm{g}=\mathrm{g}\mathrm{o}\otimes_{1\mathrm{R}}\mathbb{C}$ の in-
vohrtion も $\theta$ であらわす. $\mathrm{q}=\text{【}\oplus u$ を $\nu\in$ {により決まる $\mathrm{g}$ の $\theta$-stable
parabolic subalgebra とし、 $L$ を $\mathrm{q}$ の $G$ での stabilizer とする. よっ

て、 $L$ の Lie algebra は【となり、 $T\subset L$ である. $w\in W(\mathrm{g}, \mathrm{t})$ に対
し、 $\mathrm{A}\mathrm{d}(w)\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}$ により決まる $\theta$-stable parabolic subalgebra を $\mathrm{q}_{\mathrm{t}l}$ , とする.
もし必要であれば、 $\mathrm{q}$ を $\mathrm{q}_{\tau},$ , で取り換えて、 $L$ が quasi-split であると仮
定する. $arrow\vee$ こで、 $LL$ の $LG$ への $L_{\mathbb{R}}$ 上の埋め込みを固定する. 我々は
$\psi\in\Psi(G)$ が次の条件をみたしていると仮定する.

1. $\psi t3;LL$ を経由する. $\cdot$

2. $\in SL_{2}(\mathbb{C})$ の $\hat{L}$ での像は $\hat{L}$ の regular unipotent element

$\text{て}bZ)$ .
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3. $\phi=\phi\psi$ に対応する L-packet $\Pi_{c\beta}(c\mathrm{y})$ に属する表現は $C_{T}$ のある

discrete series と同じ infinitesimal character $\mu$ をもつ.

このとき、次の条件をみたす $\lambda\in \mathrm{t}^{*}$ が存在する.

1. $2\rho=2\rho(()+2\rho(\mathfrak{u})$ を positive root の和として、

${\rm Re}\langle\alpha, \lambda+\rho\rangle\geqq 0$ , $\forall_{\alpha\in\triangle(_{1}\iota,\mathrm{f}})$ ,

が成り立つ.
2. $A_{\mathrm{q}}(\lambda)\in\Pi_{(\int)}$ . よって、 特に $A_{\mathrm{q}}(\lambda)$ は infinitesimal character $\mu=$

$\lambda+\rho$ をもつ.

ここで、

$S=W(G, T)\backslash W(\mathrm{g}, \mathrm{t})/W(\mathrm{t}, \{)$ ,

とする. このとき、

垣\psi (G) $=\{A_{\mathrm{q}_{\mathrm{t}}1}, (\mathrm{A}\mathrm{d}(w)\lambda)|w\in s\}$ ,

である.

7. GLOBAL PACKET.

以後、 $C_{7}$ は $F$ 上定義されているとし、 $L_{F}$ を conjectural Langlands
group とする. Local のときと同様に、 Arthur parameter

$\psi$ : $L_{F}\cross SL_{2}(\mathbb{C})arrow LC_{7}$ ,

全体の集合 $\Psi(C_{\tau})$ を考えることができる (Defiinition 7.1で述べるよ

うに、 $\mathrm{A}\mathrm{d}(\hat{C7})$ -orbit と異なる同値条件を考えるので、 ここでは $\mathrm{A}\mathrm{d}(\hat{G})-$

orbit 全体の集合ではなく、準同型写像全体の集合とみる.) また、 準同
型写像

$L_{F_{1}}arrow L_{F}$ ,

により $\text{、}\psi$ から、 local な Arthur parameter $\psi_{\mathrm{t})}$ を定義することができ
る. 以後、 local なものは、 $v$ をつけることにする. $A_{G}$ を $C_{7}$ の center
の maximal $F$-split torus とする. 準同型写像

$A_{G}arrow G$ ,

から、 $L_{F}$ 上の準同型写像

$LC\tauarrow LA_{G}$ ,

が得られる. よって、 Arthur parameter $\psi$ に対し、 $A_{G}$ の 1次元 char-
acter $\zeta$ が決まる . ( $\psi$ の条件により、 $\zeta$ は unitary character になる.

一般には、 $\zeta$ が unitary でない様に定義してもよい.) $\Psi(G, \zeta)$ を、 対応
する $A_{G}$ の 1次元 character が (となる Arthur paramter 全体のなす
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集合とする. Local にも同様に、 $\Psi_{\gamma},(C\mathrm{y}, \zeta.\iota’)$ を定義することができる. ま

た、 $L^{2}(G(F)\backslash G(\mathrm{A}), \zeta)$ を条件

$f(\gamma ga)=\zeta(a)f(\gamma)$ , $\forall_{\gamma}\in G(F),$ $\forall g\in G(\mathrm{A}),$ $\forall a\in A_{G}(\mathrm{A})$ ,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(F)A_{G(A})\backslash G(A))|f(g|^{\underline{9}}<\infty$ ,

をみたす $L^{-}’-$ 関数 $f$ 全体のなす空間とし、 $r$ をこの空間の }.-への $G(\mathrm{A})$

の右正則表現とする. $G(\mathrm{A})$ の表現 $r$ の multiplicity formula を考える
とき、 $\psi$ の $\hat{G}$-conjugacy class を考えるのではうまくいかない. このた
め、 次のような同値類を考える.

Definition 7.1. $\psi_{1},$ $\psi_{\underline{9}}\in\Psi(C_{7}, \zeta)$ が同値 ( $\psi_{1}\sim\psi_{\underline{9}}$ とあらわす) であ

るとは、次の条件をみたす $g\in\hat{C_{7}}$ が存在することである. $L_{F}$ の $Z(\hat{C_{\tau}})$

に値を持つ 1-cocycle $a(t)$ で対応する $H^{1}(L_{F}, z(\hat{G}))$ の元が

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}[H^{1}(L_{F}, Z(\hat{c\gamma}))arrow\oplus_{\tau},H^{1}(L_{F1}., Z(\hat{C\gamma}))]$,

に属するものが存在し、

$\psi_{\mathit{2}}(t\cross u)=g^{-1}\psi_{1}(t\cross u)g\cdot a(t)$ , $\forall_{t}\in L_{F},$ $\forall u\in SL_{2}(\mathbb{C})$ ,

が成り立つ.

Remark 72. $C_{T}$ が torus のときでも、 Tate-Nakayama duality lこよ
り、 $\Pi(G(\mathrm{A})/G(F))$ と 1対 1に対応するものは Arthur parameter の

$\mathrm{A}\mathrm{d}(\hat{G})$ -orbit ではなく $\Psi(C_{T})/\sim$ である.

$\Psi(G, \zeta)$ のうち、 $r$ の discrete $\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{r}\iota \mathrm{l}\mathrm{m}$ に対応するもの $\Psi_{(}(C\tau, ()$ を
次のように定義する.

$\Psi_{\{)}(G, \zeta)=\{\psi\in\Psi(G, \zeta)|s_{\sqrt)}()\in z(\hat{c_{T}})\}$ .

以後、 $\pi=\otimes_{\mathrm{t}\mathrm{t}}.$
)

$\pi.$ , と書くときは、有限個の素点をのぞいて $\pi_{\eta}$ , が unram-
ified であるとする. Arthur parameter $\psi\in\Psi_{\mathrm{t}}(G, \zeta)$ に対し、

$\{\pi=\otimes_{\eta})\pi|\tau’\pi\tau’\in\Pi_{\sqrt J_{1}}.\}$ ,

のうちで $r$ の discrete spectrum にあらわれるものを決めるため、次の
ように、 $s_{\sqrt J}$ の character $\epsilon_{\psi}(\overline{s})$ を定義する.

Definition 73 $.\hat{\mathrm{g}}$ を $\hat{G}$ の Lie algebra とする. $\psi\in\Psi_{(}(c)$ なので、
$S_{\psi}^{(\}}\subset Z(\hat{G})$ が成り立つ. よって、 $s\in S_{\psi}$ の $\hat{\mathrm{g}}$ への作用 $\mathrm{A}\mathrm{d}(s)\cap\hat{9}$ は

$s$ の $S_{\psi}$ への像 $\overline{s}$ のみによっている. $S_{\iota \mathit{1}}.,$ $\cross L_{F}\cross SL_{2}(\mathbb{C})$ の $\hat{\mathrm{g}}$ への作用
$\tau_{\sqrt)}$ を

$\tau_{\sqrt},(\overline{s}\cross t\cross u)=\mathrm{A}\mathrm{d}(s\cdot\psi(t\cross u))\cap\hat{\mathrm{g}}$ , $s\in S_{\psi},$ $t\in L_{F},$ $u\in SL_{\underline{9}}(\mathbb{C})$ ,
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により定める. $\tau\psi$ を $S_{\psi}\cross L_{F}.\cross SL_{2}(\mathbb{C})$
の $\hat{\mathrm{g}}$ への表現とみると、 これ

は完全可約なので、
$\tau\sqrt)=\oplus\iota_{:}\tau\lambda:\oplus=t:(\lambda_{\lambda}\otimes\mu:k\otimes l^{\text{ノ}}\mathrm{A}:)$ ,

と既約表現の直和に分解される. 但し、 $\lambda_{\mathrm{A}:},$

$\mu_{k},$ $\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{A}:}$ は、 それぞれ $S_{\psi}$ ,
$L_{F},$ $SL_{2}(\mathbb{C})$ の既約表現である. $\tilde{\mu}_{k}$ を $\mu_{k}$ の contragredient 表現とし、
$\mu_{\mathrm{A}:}\simeq\tilde{\mu}\lambda$ : と仮定すると、 $L_{F}$ の表現 $\mu_{k}$ の $\epsilon$ -factor $\epsilon(\frac{1}{2}, \mu_{k})$ は、

$\epsilon(\frac{1}{2}, \mu_{\mathrm{A}:})=\pm 1$ ,

となる, ここで、 $\epsilon\psi(\overline{S})$ を

$\epsilon_{\tau l\prime}(_{\overline{S}})=\prod_{k}$

.
$\det(\lambda k(s))$ ,

により定める. 但し、 積は、次の 3つの条件をみたす $k$ についてとる.

1 . $\mu_{k}$. $\simeq\tilde{\mu}_{k}$ .
2 . $\epsilon(\frac{1}{2}, \mu_{\mathrm{A}}:)=-1$ .
3. $\dim\nu_{t:}$ は偶数.

Conjecture 7.4. $\pi=\otimes_{\tau},\pi_{\tau)}$ が、 全ての素点 $v$ について $\pi_{\tau)}\in\Pi\psi_{1}$ . をみ

たすとする. このとき、 $s\in S_{\psi}$ に対し $\prod_{\tau},$ $\delta(S\pi)\gamma)’\eta$
’ が定義され、 しか

も、 $s$ の $S_{\psi}$ での像 $\overline{S}$ のみによっている.

Definition 7.5. このとき、 $\overline{s}\in S_{\psi}$ に対し、 $\langle\overline{s}, \pi\rangle$ を

$\langle\overline{s}, \pi\rangle=\prod\delta(S\eta" ?\pi,)$ ,

により定義する. また、 それ以外の $\pi=\otimes_{\tau},\pi_{\tau}$ , に対しては、 $\langle\overline{s}, \pi\rangle=0$

と定義する.

Conjecture 7.6. 有限個の素点をのぞき $\rho_{\eta},(S_{\gamma},)=1$ で、 しかも、

$\prod\rho_{\eta\}}(S_{\eta\prime})=1$ ,
t)

が成り立つように $\rho_{\tau)}$ をとることができる.

よって、
$\langle\overline{s}, \pi\rangle=\prod\langle\overline{S}\pi|?" \tau’\rho_{\tau},\rangle$ ,

が成り立つ.

Definition 7.7. $G(\mathrm{A})$ の既約表現 $\pi=\otimes_{\tau},\pi_{l}$ , に対し、

$m_{\psi}( \pi)=|S_{\sqrt)}|-1.\sum_{\iota}.\epsilon\sqrt)(\overline{s}\overline{\mathrm{s}}\in s)\langle_{\overline{S},\pi\rangle}$

,

と定義する.

239



Conjecture 7.8. $G(\mathrm{A})$ の unitarizable な既約表現 $\pi$ に対し、 $r$ の dis-
crete spectrum における multiplicity を $m_{11}(\pi)$ であらわすことにする.
このとき、

$m_{()}( \pi)=\sum_{)\psi\in\Psi\{G.(/\sim}m_{\sqrt}(J\pi)$
,

が成り立つ.

$S(G)$ を、 $G(\mathrm{A})$ 上の関数 $f^{G}= \prod_{\tau},$ $f_{?\rangle}^{c}$ (但し、 $f_{l}^{G},$ $\in C_{t}^{\infty}.\cdot(G_{?)})$ で、
しかも、 有限個の素点をのぞいて $f_{\eta)}^{G}$ は hyperspecial maximal compact
subgroup $K_{\tau\rangle}$ の特性関数) 全体からなる集合とする. また、 Haar mea-
suer として Tamagawa measure をとる.

Conjecture 7.9. $H$ を endoscopic group とする. $f^{G}\in s(G)$ に対し、
ある $f^{H}\in S(H)$ が存在し、 strongly $G$ -regular な全ての $\gamma_{H}\in H(F)$

に対し、

$\square I^{St}(\gamma_{H_{\mathrm{t}}}, f_{\tau}J)H=\prod vv\{\sum_{\gamma_{G_{1}},\}}\triangle G_{\mathrm{t}},.H_{\mathrm{t}}.(\gamma H_{\iota}, \gamma c\mathrm{t})I(\gamma G, , f_{\tau\rangle}^{c})$,

が成り立つ.

Conjecture 7.10. $\overline{s}\in S\psi$ に対応する endoscopic group を $H$ とする.
Local の場合と同様に

$f^{H}( \psi)=\sum\langle_{\overline{S}\overline{S}}\sqrt J’\pi\rangle fc(\pi)$ ,

が成り立つ.

Remark 7.11. $G=SL_{2},$ $G=U(3)_{\text{、}}$ Saito-Kurokawa $lift_{\text{、}}$ Duke-
Imamo9lu-乃 ukiyama-Ikeda l碗のいつれの場合の結果もこの予想と矛
盾しない. また、 $G=SL_{n},$ $(n>2)$ のときに、 $m_{()}(\pi)>1$ となる例が
D. Blasius [10] により得られている.
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