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$F$ を類数が 1より大きい総実代数体とする. このとき $F$ 上の Hilbert cusp forms の空
間 $S_{k}(\mathrm{c}, \psi)$ 及び, それに作用する Hecke 作用素 $T(a)$ について考える. ここで次のような
自然な疑問が浮かぶ: “端数が 1より大きいということが Hecke 作用素の固有値に影響を
及ぼしているのだろうか?” 例えば $F$ の各 ideal 類に対して, 類の各元に対応する Hecke
作用素の固有値たちは, 類ごとになんらかの共通する性質を持つのであろうか?
そのような疑問について考えるために、まずは固有値のデータを見てみたいということ

になるのであるが, これまで類数が 1より大きい場合には Hecke 作用素の固有値が具体的
に計算された例がないようである. そこで今回 $F$ が特に実 2気体の場合に trace formula
を用いて Hecke 作用素の固有値を具体的に計算してみた. そしてその固有値についてデー
タをもとに考察したところ, 特に単項類については興味深い現象が見られた.
本稿では trace formula の計算方法について簡単に説明した後, $F=\mathrm{Q}(\sqrt{401})$ (類数は

5) の場合に Hecke 作用素の固有多項式をあたえ, そのうえでそのデータから読み取れる
固有値の性質について述べる. (詳しくは [Okada] を参照されたい)

1 Hilbert cusp forms and Hecke operators
この section では, 対象となる Hilbert cusp forms の空間, 及びそれに作用する Hecke 作
用素の定義について述べる. その際 formulation は [Shimura, \S 2] に従う. (ただし level $\mathrm{c}$

は $F$ の maximal order $0_{F}$ に限定する)
$F$ を $g$ 次総実代数体とする. $0_{F},$ $D_{F}$ をそれぞれ $F$ の $\mathrm{Q}$ 上の different, discriminant

とする. $I(F)$ を $F$ の ideal 群とする. $P(F),$ $Cl(F),$ $h_{F}$ を $F$ の単項 ideal 群, ideal 類
群, 類数とする (狭義のものはそれぞれ $P^{+}(F),$ $Cl^{+}(F),$ $h_{F}^{+}$ で表す). $\mathrm{a},$

$\mathrm{h}$ をそれぞれ $F$

の archimedean primes, nonarchimedean primes 全体の集合とする. $F_{\mathrm{A}}$ を $F$ の adele 環,
$F_{\mathrm{A}}^{\cross}$ を idele 群とする. $F_{\mathfrak{p}}$ の prime element を $\pi_{\mathfrak{p}}$ と書く. ここで $G=GL_{2}(F)$ とおき, $G$

の adelization を $G_{\mathrm{A}}$ と表す. $F_{\mathrm{a}},$ $F_{\mathrm{h}},$ $F_{v}$ 等で $F_{\mathrm{A}}$ の $\mathrm{a},$
$\mathrm{h},$ $v$-part 等を表すものとする; $G$

の場合も同様とする.
まず $\alpha=\in G_{\mathrm{a}+}=\{x\in G_{\mathrm{a}}|\det(X)\gg 0\},$ $z\in H^{\mathit{9}},$ $k\in \mathrm{Z}^{g},$ $H^{g}$ 上の複素数値関

数 $f$ について,

$\alpha(z)=((a_{v}z_{v}+b_{v})/(Cvv+dv)z)v\in \mathrm{a}$
’

$J_{k}( \alpha, Z)=\prod_{v\in \mathrm{a}}(\det(\alpha v)^{-}kv/2(c_{vv}z+dv)^{k_{v)}}$
,

$(f||_{k}\alpha)(z)=J_{k}(\alpha, z)^{-1}f(\alpha(_{Z}))$

とおく ( $H$ は複素上半平面). いま $\tilde{S}_{k}$ を次の $(\mathrm{i}_{\mathrm{a}}),$ $(\mathrm{i}_{\mathrm{b}})$ をみたす $H^{g}$ 上の複素数値正則関
数 $f$ 全体とする:
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$(\mathrm{i}_{\mathrm{a}})$ ある正の整数 $N$ が存在して, すべての $\gamma\in SL_{2}(\mathit{0}_{F})\cap(1_{2}+N\cdot M_{2}(\mathit{0}_{F}))$ について

$f||_{k\gamma=}f$ をみたす.

$(\mathrm{i}_{\mathrm{b}})$ 任意の $\alpha\in G\cap G_{\mathrm{a}+}G_{\mathrm{h}}(\subset G_{\mathrm{A}})$ に対して,

$(f||_{k} \alpha)(z)=\sum_{0\ll\xi\in L_{\alpha}}c\alpha(\xi)\exp(2\pi\sqrt{-1}\sum_{\in v\mathrm{a}}\xi_{vv}Z)$

をみたす $F$ の lattice L。及び $c_{\alpha}(\xi)\in \mathrm{C}$ が存在する.

さてこれより adelic な Hilbert cusp forms の空間を定義する. (類数が 1より大きい
場合には adelic な取り扱いが不可欠である) まず $\delta_{\mathrm{h}}0_{\mathrm{h}}=\mathfrak{d}_{\mathrm{h}}$ をみたす $\delta_{\mathrm{h}}\in F_{\mathrm{h}}$ をとる

(ここで $0_{\mathfrak{p}},$
$0_{\mathfrak{p}}$ をそれぞれ $\mathit{0}_{F},$ $0_{F}$ の罵における topological closure とし, $0_{\mathrm{h}}= \prod_{\mathfrak{p}\in \mathrm{h}}\mathit{0}_{\mathfrak{p}}$ ,

$\mathfrak{d}_{\mathrm{h}}=\prod_{\mathfrak{p}\in \mathrm{h}}\circ_{\mathfrak{p}}$ とおく). そして

$Y_{\mathrm{h}}=M_{2}(\mathit{0}_{\mathrm{h}})\cap G_{\mathrm{h}}$ ,

$W_{\mathrm{h}}=GL_{2}(\mathit{0}_{\mathrm{h}})$ ,

$Y=G_{\mathrm{a}+}Y_{\mathrm{h}}$ , $W=G_{\mathrm{a}+}W_{\mathrm{h}}$

とおく. ここで位数有限な $F$ の Hecke character $\psi$ で, 特に $\psi(0_{\mathrm{h}}^{\cross})=\{1\}$ (すなわち
conductor の nonarchimedean part が $\mathit{0}_{F}$ ) をみたすものをとる. このとき $S_{k}(0_{F}, \psi)$ を次
の $(\mathrm{i}\mathrm{i}_{\mathrm{a}}),$ $(\mathrm{i}\mathrm{i}_{\mathrm{b}})$ をみたす $G_{\mathrm{A}}$ 上の複素数値関数 $\mathrm{f}$ 全体とする:

$(\mathrm{i}\mathrm{i}_{\mathrm{a}})S\in F_{\mathrm{A}}^{\cross},$ $\alpha\in G,$ $w\in W_{\mathrm{h}}$ に対して, $\mathrm{f}(s\alpha Xw)=\psi(s)\mathrm{f}(x)$ が成り立つ $(x\in G_{\mathrm{A}})$ .

$(\mathrm{i}\mathrm{i}_{\mathrm{b}})$ 任意の $x\in G_{\mathrm{h}}$ に対して, $f_{x}\in\tilde{S}_{k}$ が存在して, すべての $u\in G_{\mathrm{a}+}$ について

$\mathrm{f}(\det(X)^{-}1)xu=(f_{x}||_{k}u)(\mathrm{i})$ が成り立つ. (ここで $\mathrm{i}=(\sqrt{-1},$
$\ldots,$

$\sqrt{-1})\in H^{g}.$ )

この $S_{k}(\mathit{0}_{F}, \psi)$ の元を weight $k$ , level $\mathit{0}_{F}$ , character $\psi$ の (adelic な) Hilbert cusp form
という.
次に $S_{k}(\mathit{0}_{F}, \psi)$ に作用する Hecke 作用素を定義する. まず $R_{\mathrm{C}}(W, Y)$ を $W,$ $Y$ に関す

る $\mathrm{C}$ 上の Hecke algebra とする. $y\in Y$ について, $WyW=\mathrm{u}^{m_{1}}i=Wyi,$ $(y_{i})_{\mathrm{a}}=1$ と分解

し, $\mathrm{f}\in S_{k}(\mathrm{o}F, \psi)$ について,

$( \mathrm{f}|WyW)(x)=\sum_{i=1}^{m}\mathrm{f}(x\det(yi)y_{i^{-1}})$ $(x\in G_{\mathrm{A}})$

とおく. このとき $\mathrm{f}|WyW\in S_{k}(0_{\mathrm{F}}, \psi)$ をみたす. この作用を $R_{\mathrm{C}}(W, Y)$ 上に C-linearly
に拡張すると, $\mathrm{C}$-algebra としての準同型

$\phi$ : $R_{\mathrm{C}}(W, Y)arrow \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathrm{C}}(s_{k}(\mathit{0}_{F,\psi))}$

が得られる. $\phi(R_{\mathrm{C}}(W, Y))$ の元を Hecke operator という.
特に $F$ の整 ideal $a$ について,

$T(a)=WyW \in\backslash \det(y)\sum_{W,\mathit{0}=}FY/W\alpha WyW$

$(\in R_{\mathrm{C}}(W, Y))$

とおく. ここで $\phi(T(a))$ も同じく $T(a)$ と表すことにする.
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2 $\mathrm{T}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ Formula
$S_{k}$ $(\mathit{0}_{F}, \psi)$ に作用する Hecke 作用素 $T(a)$ の trace の公式は, [Saito, Theorem 2.1] によっ
て与えられている. その公式を level が $\mathit{0}_{F}$ の場合に制限し, 誤植等を修正したものが次の
theorem である.

Theorem 2.1 (Saito). $F(\neq \mathrm{Q})$ を $g$ 次総実代数体, $\psi$ を位数有限な $F$ の Hecke char-
acter で conductor の nonarchimedean part が $0_{F}$ であるもの, $k=(k_{1}, \ldots, k_{\mathit{9}})\in \mathrm{Z}^{g}\mathrm{X}$:
$k_{j}\geq 2$ でかつ各 $v_{j}\in$ a で $\psi_{v_{j}}(-1)=(-1)^{k_{j}}$ をみたすものとする. $\eta$ を $\eta(\mathrm{b}P(F))=$

$\mathrm{b}^{2}P^{+}(F)$ によって定義される $Cl(F)$ から $Cl^{+}(F)$ への写像とする. このとき, $F$ の任意
の整 ideal $a$ について,

$\mathrm{t}\mathrm{r}T(\alpha)=\epsilon(a)\delta(a)\frac{2\zeta_{F}(2)|D_{F}|^{3/}2}{(2\pi)^{2}\mathit{9}}\psi((\pi_{\mathfrak{p}})\circ \mathrm{r}\mathrm{d}\mathfrak{p}(a/2)\mathfrak{p}\in \mathrm{h})(\prod_{1}^{g}(kjj=)-1)$

$+ \epsilon(a)(-1)^{g}2-1\sum_{\mathrm{m}\in M_{\alpha}}\psi((\pi_{\mathfrak{p}}^{\circ \mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}}})_{\mathfrak{p}}\in \mathrm{h})^{-1}(\mathrm{m})$

. $\sum_{n\in N_{\mathfrak{m}}s\in}\sum_{n}(\prod_{j=1}^{g}\Phi(_{Sn}j,j, kjs))\sum_{\Lambda\in R_{Sn}}\frac{h(\Lambda)}{h_{F}[\Lambda^{\chi}.0_{F}^{\mathrm{X}}]}$.

$+(-1)^{g-1}b(k) \sum_{\lambda\in c(\psi)}\lambda((\pi_{\mathfrak{p}}^{\mathrm{O}})\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}}(a)_{\mathfrak{p}}\in \mathrm{h})$

$\sum_{p,\mathrm{b}\mathfrak{h}\subset \mathit{0}\in I(F}N\mathrm{b}|\alpha)(\mathrm{b})$

. (2.1)

ここで

$\bullet$ $\epsilon(\alpha)$ は $\alpha P^{+}(F)\in\eta(Cl(F))$ のとき 1, そうでないとき $0$ ;

$\bullet$ $\delta(a)$ は $\alpha$ が square のとき 1, そうでないとき $\mathrm{o}_{i}$

$\bullet$ $M$
。

$=\{\mathfrak{m}\}$ は $\mathfrak{m}\subset \mathit{0}_{F}$ かつ $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(\mathfrak{m}, \alpha)=\mathit{0}_{F}$ をみたす $\{\mathfrak{m}P(F)\in Cl(F)|\mathfrak{m}^{2}a\in$

$P^{+}(F)\}$ の完全代表的;

$\bullet$ 各 $\mathfrak{m}\in$ M。について, $(n_{\mathrm{m}})_{F}=\mathfrak{m}^{2}a$ かつ $n_{\mathrm{m}}\gg 0$ をみたす $n_{\mathrm{m}}\in \mathit{0}_{F}$ をとり,
$N_{\mathrm{m}}=n_{\mathrm{m}}E_{F}$ とおく, ここで $E_{F}$ は $\{\epsilon\in \mathit{0}_{F}^{\cross}|\epsilon\gg 0\}/(0_{F}^{\cross})^{2}$ の完全代表系とする;

$\bullet$ 各 $n\in N_{\mathrm{m}}\text{について},$ $s_{n}=\{s\in \mathfrak{m}|s^{2}-4n<<0\}$ ;

$\bullet$

$s_{j},$ $n_{j}$ を $s,$ $n$ の凡における $v_{j}$ -component とし, $\alpha_{j},$
$\beta_{j}$ を $X^{2}-S_{j}X+n_{j}$ の 2根

とする; このとき

$\Phi(s_{j,j,j}nk)=\frac{\alpha_{j}^{k_{j^{-}}1}-\beta_{j}kj-1}{\alpha_{j}-\beta_{j}}n_{j}^{-(k_{j}-2})/2$ ;

$\bullet$ $K_{sn}=F(\sqrt{s^{2}-4n})$ とおき, $R_{sn}$ を $0_{F}\subset \mathrm{A}$ かつ $D_{K_{Sn}/F}(\Lambda)|(s^{2}-4n)F\mathfrak{m}^{-2}$ をみ
たす Ks。の order A 全体とする (ここで $D_{K_{Sn}/F}(\Lambda)$ は $K_{sn}/F$ に関する order A
の relative discriminant である);

$\bullet$ $h(\Lambda)$ は A の類数, すなわち, $h( \Lambda)=|(K_{sn}\otimes_{F}F_{\mathrm{h}})^{\cross}/K_{sn}^{\cross}\prod_{\mathfrak{p}\mathrm{h}}\in\Lambda_{\mathfrak{p}}^{\cross}|$ (ここで $\Lambda_{\mathfrak{p}}$ は
$K_{sn}\otimes_{F\mathfrak{p}}F$ における A の topological closure である);
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$\bullet$ $b(k)$ は $k=(2, \ldots, 2)$ のとき 1, そうでないとき $0$ ;

$\bullet$ $C(\psi)$ は $\lambda^{2}=\psi$ をみたす $F$ の unramified Hecke character $\lambda$ 全体とする.

さてこれより (2.1) の右辺の第 2項の order の類数がはしる部分をより計算しやすい
形に変形する.
有限次代数体 $F$ , 及び $F$ の 2次拡大体 $K$ に対して, $\mathit{0}_{F}$ を含む $K$ の order 全体を

$\mathcal{O}_{K/F}$ と表すことにする. このとき

Lemma 22. $F$ を有限次代数体, $K$ を $F$ の 2次拡大体とする. $F$ の整 ideal $\mathrm{c}$ に対し

て, $\rho(\mathrm{c})=\mathit{0}_{F}+\mathrm{C}\mathit{0}_{K}$ とおく. このとき $\rho$ は $F$ の整 ideal 全体から $\mathcal{O}_{K/F}$ への全単射と
なる.

ここで $\rho^{-1}$ を $c$ と表し, $\Lambda\in \mathcal{O}_{K/F}$ に対して $c(\Lambda)$ を A の conductor と呼ぶ.
いま $\mathfrak{p}\in \mathrm{h}$ に対して,

$( \frac{K}{\mathfrak{p}})=\{$

1 $\mathfrak{p}$ が $K$ で分解するとき,
$-1$ $\mathfrak{p}$ が $K$ で分解も分岐もしないとき,
$0$

$\mathfrak{p}$ が $K$ で分岐するとき

とおく. このとき

Lemma 23. $F$ を有限次総実代数体, $K$ を $F$ の総虚 2次拡大体とする、 このとき

$\Lambda\in O_{K/F}$ に対して,

$h( \Lambda)=h_{K}[\mathit{0}_{K}^{\mathrm{X}} : \Lambda^{\chi}]-1N(C(\Lambda))\square (\mathfrak{p}|c\mathfrak{p}\in \mathrm{h}(\Lambda)1-(\frac{K}{\mathfrak{p}})N(\mathfrak{p})^{-}1)$

が成り立つ.

上の lemmas から次の proposition が得られる.

$\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}_{\mathrm{P}^{\mathrm{O}}}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}$ $2.4$ . 記号は Theorem 2.1と同じとする. このとき

$\mathrm{t}\mathrm{r}T(\alpha)=\epsilon(\alpha)\delta(\alpha)(-1)^{\mathit{9}}21-\mathit{9}\zeta F(-1)\psi((\pi_{\mathfrak{p}})\circ \mathrm{r}\mathrm{d}\mathfrak{p}(a/2)\mathfrak{p}\in \mathrm{h}\mathrm{I}.(_{j}\prod_{1=}(kj-1))\mathit{9}$

$+ \epsilon(\alpha)(-1)^{g}2-\mathit{9}\sum_{\in \mathrm{m}M\mathfrak{a}}\psi((\pi_{\mathfrak{p}}^{\circ \mathrm{r}})\mathrm{d}_{\mathfrak{p}}(\mathrm{m}))\mathfrak{p}\in \mathrm{h}\sum_{n\in N_{\mathrm{m}}}\sum_{n}(_{j=1}-1S\in s\square \Phi(_{S_{j,j}}n, kj))\mathit{9}$

. $L_{F}(0, \chi K_{sn}/F)($ $\prod$ $\frac{N(\mathfrak{p})^{\circ \mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}(}}\mathrm{f}sn)+1+N(\mathfrak{p})\circ \mathrm{r}\mathrm{d}\mathfrak{p}(\mathrm{f}_{S}n)-2}{N(\mathfrak{p})-1})$

$\mathfrak{p}|\mathrm{f}_{Sn}$

$( \frac{K}{\mathfrak{p}\mathfrak{p}})=-\in \mathrm{h}1$

.
$(N( \mathfrak{p})\mathrm{O}\Gamma \mathrm{d}\mathfrak{p}(\int sn(\frac{K\prod_{\mathfrak{p}1}}{\mathfrak{p}\in \mathfrak{p}})=\mathrm{f}_{Sn_{1}}\mathrm{h}))(\frac{N(\mathfrak{p})^{\circ\Gamma}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}}(\int_{sn})+1-1}{N(\mathfrak{p})-1})(\frac{K\prod_{\mathfrak{p}1}}{\mathfrak{p}\in \mathfrak{p}})=0\int_{sn}\mathrm{h}$

$+(-1)^{\mathit{9}^{-1}}b(k) \sum\lambda\lambda\in C(\psi)((\pi_{\mathfrak{p}}^{\mathrm{o}})\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}()}a)\mathfrak{p}\in \mathrm{h}\mathrm{b}\in I\mathrm{b}\subset \mathit{0}\sum_{\mathrm{Q}\mathrm{b}|}N(\mathrm{b}(F)F)$

, (2.2)
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ここで $\mathrm{f}_{sn}=((s^{2}-4n)_{F}D_{K_{Sn}/}F)^{/2}-11\mathfrak{m}^{-}1,$
$xK_{sn}/F$ は拡大 $K_{\text{、}n}/F$ に対応する ideal char-

acter である.

3Computation for real quadratic fields
この section では $F$ が実 2次体の場合に, (2.2) を計算する方法について簡単に説明する.

$F=\mathrm{Q}(\sqrt{m})$ とおく.(ここで $m$ は square-free integer とする) $F$ が実 2次体のときに
は (2.2) は次の 3つの factor を除いて容易に計算することができる:

(i) $D_{K_{sn}/F}$ , (ii) $( \frac{K_{sn}}{\mathfrak{p}})$ , (iii) $L_{F}(0, \chi_{K_{S}}n/F)$ .

よってこの 3つの factor の求め方について述べる. ただし簡単のためここでは $m\equiv 1$

(mod $8\mathrm{Z}$ ) をみたす場合についてのみ取り扱うことにする.
いま $\omega=(1+\sqrt{m})/2$ とおく. $\beta,$ $\gamma\in F$ について, $\beta,$

$\gamma$ で生成される $\mathrm{Z}$-町群を $[\beta, \gamma]$ で

表す. $\alpha=s^{2}-4n$ とおく. また Ks。を単に $K$ と書くことにする. (このとき $K=F(\sqrt{\alpha})$ ,
$0\gg\alpha\in \mathit{0}_{F}.)$ ここで $D_{K/F}= \prod_{\mathfrak{p}\in \mathrm{h}\mathfrak{p}}D$ と prime ideal 分解しておく.

最初に, $\mathfrak{p}$ が odd prime (すなわち $\mathfrak{p}\{(2)_{F}$ ) の場合に $D_{\mathfrak{p}}$ 及び $( \frac{K}{\mathfrak{p}})$ の求め方について
述べる. まず $\mathfrak{p}$ が odd より $D_{\mathfrak{p}}$ は

$D_{\mathfrak{p}}=\{$

$0_{F}$ 2 $|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}}(\alpha)$ のとき,
$\mathfrak{p}$ otherwise

と表せるので, これによって $D_{\mathfrak{p}}$ が決定できる. -方 $( \frac{K}{\mathfrak{p}})$ については Dedekind の判別定
理よ り

$( \frac{K}{\mathfrak{p}})=0\Leftrightarrow \mathfrak{p}|D_{\mathfrak{p}}$

という関係がなりたっているので, $\mathfrak{p}\{D_{\mathfrak{p}}$ をみたす場合のみ考えればよい. ここで次の
proposition が成り立つ.

Proposition 3.1. $m$ を $m\equiv 1$ (mod $4\mathrm{Z}$ ) をみたす square-free positive integer とし,
$F=\mathrm{Q}(\sqrt{m})$ とおく. $K=F(\sqrt{\alpha})(0\gg\alpha\in \mathit{0}_{F})$ とし, $\alpha=a_{1}+a_{2}\omega(a_{1}, a_{2}\in \mathrm{Z})$ とおく.

$\mathfrak{p}$ を $\mathfrak{p}\{D_{\mathfrak{p}}$ をみたす $F$ の odd prime ideal とし, $P$ を $\mathfrak{p}$ の下にある素数とする. $t=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}}(\alpha)$

とおく. 特に $P$ が $F/\mathrm{Q}$ で分解するとき, $\mathfrak{p}=[p, r+\omega](r\in \mathrm{Z}),$ $l=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(p\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(a1, a2))$ とお
き, $u^{2}\equiv m(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p^{t-l}\mathrm{Z}+1)$ かつ $u\equiv-2r-1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} p\mathrm{Z})$ をみたす $u\in \mathrm{Z}$ をとる. ここで

$a=\{$

$p^{-2t}(a_{1}^{2}+a_{1}a_{2}+a_{2}^{2}(1-m)/4)$ $P$ が $F/\mathrm{Q}$ で分解も分岐もしないとき,
$(mp^{-2})t/2(a_{1^{-a_{2}}}(p-1)/2)$ $P$ が $F/\mathrm{Q}$ で分岐するとき,
$P^{-t}((P+1)/2)(2a_{1}+a_{2}(1+u))$ $P$ が $F/\mathrm{Q}$ で分解するとき

とおく. このとき
$( \frac{K}{\mathfrak{p}})=(\frac{a}{p})$ ,

ここで $( \frac{a}{p})$ は Legendre symbol である.
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Proposition 3.1は $\alpha$ が $F_{\mathfrak{p}}^{2}$ に含まれる必要十分条件を詳しく調べることによって得ら
れる.

次に, $\mathfrak{p}$ が even prime (すなわち $\mathfrak{p}|(2)_{F}$ ) の場合の $D_{\mathfrak{p}}$ 及び $( \frac{K}{\mathfrak{p}})$ の求め方であるが,
これについては次の proposition が成り立つ.

Proposition 3.2. $m$ を $m\equiv 1$ (mod $8\mathrm{Z}$ ) をみたす square-free positive integer とし,
$F=\mathrm{Q}(\sqrt{m})$ とおく. $K=F(\sqrt{\alpha})(0>>\alpha\in \mathit{0}_{F})$ とし, $\alpha=a_{1}+a_{2}\omega(a_{1}, a_{2}\in \mathrm{Z})$ と

おく. $\mathfrak{p}$ を $F$ の even prime ideal とする. いま $\mathfrak{p}^{2}((\alpha)_{F}$ であると仮定する. ここで

$l=(m-1)/8,$ $\mathfrak{p}=[2, r+\omega]$ ($r=0$ or 1) とおく. さらに

$A_{m}=\{(a, b)\in \mathrm{Z}^{2}|a+b(2l(-1)^{r}+r)-1\in 8\mathrm{Z}\}$ ,
$A_{m}’=\{(a, b)\in \mathrm{Z}^{2}|a-b(2l-r)-1\in 4\mathrm{Z}\}$

とおく. このとき

$( \frac{K}{\mathfrak{p}})=\{$

1 $\mathfrak{p}((\alpha)_{F},$ $(a_{1}, a_{2})\in A_{m}$ のとき,
$-1$ $\mathfrak{p}((\alpha)_{F},$ $(a_{1}, a_{2})\not\in A_{m},$ $(a_{1}, a_{2})\in A_{m}’$ のとき,
$0$ otherwise,

及び

$D_{\mathfrak{p}}=\{$

$0_{F}$ $( \frac{K}{\mathfrak{p}})\neq 0$ のとき,
$\mathfrak{p}^{2}$

$( \frac{K}{\mathfrak{p}})=0,$ $\mathfrak{p}((\alpha)_{F}$ のとき,
$\mathfrak{p}^{3}$ $\mathfrak{p}|(\alpha)_{F}$ のとき

をみたす.

ここで Proposition 3.2における条件 $\mathfrak{p}^{2}\{(\alpha)_{F}$ はなんら問題はない. というのは, た
とえ $\alpha$ がその条件をみたさなかったとしても, $K=F(\sqrt{\alpha_{1}}),$ $\mathfrak{p}^{2}((\alpha_{1})_{F}$ をみたす $\alpha_{1}\in \mathit{0}_{F}$

をとることができるので, その $\alpha_{1}$ に対して Proposition 32を適用してやればよい.

最後に, [Shintani] において–般の総実代数体 $F$ に対して開発された “新谷の方法” に
よる $L_{F}(0, \chi_{K}/F)$ の求め方について述べる.
さて [Okazaki] は新谷公式を $F$ が特に実 2次体の場合に適用し, $K/F$ に対応する ideal

character の値を Legendre symbol 及び Hilbert symbol で表すことで L-関数の値を計算
した. その結果を整理すると次のようになる:

$F,$ $m,$ $\alpha,$ $K,$ $a_{1},$ $a_{2}$ は Proposition 3.1と同じとする. $\epsilon$ を 1よりも大きい $F$ の基本単
数とし,

$\epsilon_{+}=\{$

$\epsilon$ $\epsilon>>0$ のとき,
$\epsilon^{2}$ otherwise

とおく. $\epsilon_{+}=e+e’\omega$ をみたす $e,$
$e’\in \mathrm{Z}$ をとる. $a_{1\sim},$ . $.,$ $\alpha_{h_{F}^{+}}$

をすべての $\mu$ で $a_{\mu}\subset \mathit{0}_{F}$ を

みたす $Cl^{+}(F)$ の完全代表系とする. $1\leq\mu\leq h_{F}^{+}$ について,

$d_{\mu}[d’\mu’\mu d’’+\omega]=a_{\mu}D_{K/F}$ ,

$d_{\mu},$ $d_{\mu}’>0,0\leq d_{\mu}’’<d_{\mu}’$ をみたす $d_{\mu},$ $d_{\mu}’,$ $d_{\mu}’’\in \mathrm{Z}$ が–意的に決まる. また $s_{\mu},$ $s_{\mu}’,$ $Q_{\mu}\in \mathrm{Z}$

を次のようにとる:
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(i) $\alpha_{\mu}D_{K/F}\in P(F)$ のとき,
$(s_{\mu}+S_{\mu}’\omega)_{F}=a_{\mu}D_{K/}F$

をみたす $s_{\mu},$ $s_{\mu}’$ をとり,
$Q_{\mu}=1$

とおく.

(ii) $a_{\mu}D_{K/F}\not\in P(F)$ のとき, $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(\mathrm{q}_{\mu}, (\alpha)_{F})=\mathit{0}_{F},$ $\mathrm{q}_{\mu}a_{\mu}D_{K/}F\in P(F)$ をみたす $F$ の odd
split prime ideal $\mathrm{q}_{\mu}$ をとり, $\mathrm{q}_{\mu}=[q_{\mu}, r_{\mu}+\omega](q_{\mu}, r_{\mu}\in \mathrm{Z})$ と表す. そして

$(s_{\mu}+s_{\mu}’\omega)_{F}=\mathrm{q}\mu a\mu DK/F$

をみたす $s_{\mu},$ $s_{\mu}’$ をとり,
$Q_{\mu}=( \frac{a_{1}-a_{2}r_{\mu}}{q_{\mu}})$

とおく.

さらに, $1\leq i\leq d_{\mu},$ $1\leq j\leq e’d_{\mu}d_{\mu}’$ について,

$r_{\mu ij}\equiv e’d_{\mu}^{J}i-(e+e’(d_{\mu}^{J}’+1))j$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} e^{J}d_{\mu}d_{\mu}’\mathrm{Z})$

をみたす整数 $1\leq r_{\mu ij}\leq e’d_{\mu\mu}d^{J}$ をとり,

$B_{\mu ij}=4^{-1}(e’d_{\mu}d’\mu)^{-2}((2e+e’)(r\mu ij2+j^{2})+4r_{\mu ij}j)$

$-4^{-1}(e’d_{\mu}d_{\mu}J)^{-}1(2e+e’+2)(r_{\mu ij}+j)$

$+12^{-1}(2e+e’+3)$ ,

$u_{\mu ij}=(e’d_{\mu}d_{\mu}’)-1(r_{\mu ij\mu}s+j(es_{\mu}+e’’s_{\mu^{\frac{m-1}{4}}}\mathrm{I})$ ,

$v_{\mu ij}=(e’d_{\mu}dJ)^{-1}\mu(r_{\mu ij}s_{\mu}’+j(es_{\mu}^{J}+e’s_{\mu}+e’s_{\mu})’)$

とおく. (このとき $u_{\mu ij}$ , $v_{\mu ij}\in \mathrm{Z}$ であることに注意) ここで $F$ の odd prime ideal $\mathfrak{p}$ ,
$u+v\omega\in 0_{F}$ に対して,

$\chi_{\mathfrak{p}}(u+v\omega)=\int(,\frac{N_{F/\mathrm{Q}}(u+v\omega)}{-\cdot 1r\backslash p})\eta$

’

$\mathfrak{p}.=\tau(p)_{F}$

.
のとき,

$( \frac{u-vr}{p})$ othlerwlse

とおく (ここで $P$ は $\mathfrak{p}$ の下にある素数, Iよ $\mathfrak{p}=[p,$ $r+\omega]$ をみたす整数). また $D_{K/F}$ を
割る $F$ の even prime ideal $\mathfrak{p}$ と $\beta\in 0_{F}$ に対して,

$\chi_{\mathfrak{p}}(\beta)=\{$

$(\beta, \alpha)_{F_{\mathfrak{p}}}$ $\mathfrak{p}\{(\beta)_{F}$ のとき,
$0$ otherwise
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とおく $(\text{ここで} (, )_{F_{\mathrm{P}}}$ は Hilbert symbol). このとき

$L_{F}(0, x_{K}/F)= \sum_{\mu=1}^{h_{F}^{+}}\mathrm{S}\mathrm{g}\mathrm{n}(NF/\mathrm{Q}(s_{\mu\mu}+s^{;}\omega))Q\mu$

.
$( \sum_{i=1j}^{d_{\mu}}\sum_{=1}^{d_{\mu}}B_{\mu j}i\prod_{F\mathfrak{p}1,\mathfrak{p}\in \mathrm{h}/}x_{\mathfrak{p}(+}ue’d_{\mu}\prime D_{K}\mu ijv_{\mu}ij\omega$

)

$+ \sum_{\iota=1}^{d}\mu\frac{2l-d_{\mu}}{2d_{\mu}}\prod \mathfrak{p}|D_{K/F}\mathfrak{p}\in \mathrm{h}\chi_{\mathfrak{p}}(\iota d_{\mu}^{-1}(s_{\mu}+s_{\mu}’\omega)))$

(3.1)

が成り立つ.
よって even prime ideal $\mathfrak{p}$ に対して Hilbert symbol $(\beta, \alpha)_{F_{\mathfrak{p}}}(\alpha, \beta\in 0_{F}-\{0\})$ が計算

できれば, (3.1) によって $L_{F}(0, \chi_{K}/F)$ を求めることができる. ここで $m\equiv 1$ (mod $8\mathrm{Z}$ )
の場合には次の proposition が成り立つ.

Proposition 3.3. $m$ を $m\equiv 1$ (mod $8\mathrm{Z}$ ) をみたす square-free positive integer とし, $F=$

$\mathrm{Q}(\sqrt{m})$ とおく. $F$ の even prime ideal $\mathfrak{p}=[2, r+\omega]$ ($r=0$ or 1) をとる. $\beta_{1},$ $\beta_{2}\in 0_{F}-\{0\}$

について, $\beta_{j}=c_{j}+d_{j}\omega(c_{j}, d_{j}\in \mathrm{Z})$ とおく ここで $l_{j}={\rm Min}\{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{2}(2C_{j}+d_{j}), \mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{2}(d_{j})\}$

とおき, $u_{j}^{2}\equiv m$ (mod $2^{\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}(}}\beta j$ ) $-l_{j}+5\mathrm{Z}),$ $u_{j}\equiv-2r-1$ (mod $4\mathrm{Z}$ ) をみたす $u_{j}\in \mathrm{Z}$ をとる.

そして $t_{j}=2^{-}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}}(\beta_{j})(C_{j}+d_{j}(1+u_{j})/2)$ とおく. このとき

$(\beta_{1}, \beta_{2})_{F_{\mathfrak{p}}}=(-1)^{(t_{1}-}1)(t_{2}-1)/4+\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}}(\beta 1)(t_{2}2-1)/8+\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}_{\mathfrak{p}}(\beta_{2})(t2)1^{-1}/8$

である.

4 Numerical Example
この section では, $F=\mathrm{Q}(\sqrt{401})$ の場合に Hecke 作用素の固有値について考察する. こ

のとき $F$ の類数は広義及び狭義ともに 5である. ここでは特に $k=(2,2),$ $\psi$ が identity
character 1(すなわち $\psi(F_{\mathrm{A}}^{\cross})=\{1\}$) の場合のみ取り扱うことにする.
まず $S_{(2,2)}(\mathit{0}_{F}, \mathit{1})$ は次のように分解される:

$S_{(2,2)}(\mathit{0}F, \mathit{1})=s_{(2,2)}^{N}(_{\mathit{0}_{F}}, \mathit{1})\oplus s_{(}0_{2,2)}(_{\mathit{0}_{F}}, \mathit{1})$ ,

ここで $S_{(2,2)}^{N}(0_{F}, \mathit{1})$ は level 401 の “Neben”-type の elliptic cusp forms の空間
$S_{2}(\mathrm{r}_{0}(401), (^{\underline{401}}))$ からの Base change lift, $s_{(,2)}^{0_{2}}(0_{F}, \mathit{1})$ は $s_{(2,2)}(\mathit{0}_{F}, \mathit{1})$ の “$F- \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}_{\mathrm{P}}\mathrm{e}\mathrm{r}$

”

な部分空間, すなわち $S_{(2,2)}^{N}(\mathit{0}_{F}, \mathit{1})$ の standard な内積による直交補空間である. ここで
$S_{(2,2)}^{N}(\mathit{0}_{F}, \mathit{1})$ 及び $s_{(2,2)}^{0}(\mathit{0}_{F}, \mathit{1})$ は $T(a)$ の作用で閉じている.
いま $\dim_{\mathrm{C}}S_{2}(\mathrm{r}0(401), (^{\underline{401}}))=32$ より $\dim_{\mathrm{C}}S_{(}^{N},(22)\mathit{0}_{F},$ $\mathit{1})=16$ . -方 (2.2) より

$\dim_{\mathrm{C}}s_{(2,2})(\mathit{0}_{F}, l)=\mathrm{t}\mathrm{r}T(\mathrm{o}F)=24$. よって

$\dim_{\mathrm{C}}S_{(}^{0}(2,2)\mathit{0}_{F}$ , $\mathit{1})=8$

である.
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さて $T(\alpha)$ を $S_{(2,2)}^{N}(0_{F}, \mathit{1})$ に制限したものは良く知られている elliptic cusp forms の
空間の trace formula によって計算することができる. そして $s_{(,2)}^{0_{2}}(\mathit{0}_{F}, \mathit{1})$ の部分が今回
初めて計算されたところである. よって以後, この空間に対する固有値に注目する.

$s_{(,2)}^{0_{2}}$ $(0_{F}, \mathit{1})$ における trace は $S_{(2,2)}(0_{F}, \mathit{1})$ における trace から $s_{(,2)}^{0_{2}}(0_{F}, \mathit{1})$ における

trace を引くことによって求まる. そして Hecke の関係式と Newton の公式を用いると
trace から固有多項式が得られる. Table 4.1は $F$ の split prime ideal $\mathfrak{p}$ に対する Hecke 作
用素 $T(\mathfrak{p})$ の $s_{(,2)}^{0_{2}}(\mathit{0}_{F}, \mathit{1})$ における固有多項式の表である. (ここで $\mathfrak{p}$ の範囲は $N(\mathfrak{p})\leq 643$

をみたす単項な $\mathfrak{p}$ , 及び $N(\mathfrak{p})\leq 263$ をみたす非単項な $\mathfrak{p}$ である)

このとき $T([2, \omega])$ の固有値は,

$c_{ijl}= \frac{1}{40}(15-(-1)^{i}5\sqrt{5}+(-1)^{ij\sqrt{5}\sqrt{110+10\sqrt{5}}}+$

$+(-1)^{\iota\sqrt{4900-(-1)^{i}100\sqrt{5}+(-1)^{j(-}150(-1)^{i}10\sqrt{5})\sqrt{110+10\sqrt{5}}})}$

$(0\leq i, j, l\leq 1)$ . ここで $\mathrm{f}|T([2, \omega])=C_{000}\mathrm{f}$ をみたす $S_{(2,2)}^{0}(0_{F}, \mathit{1})$ の primitive form $\mathrm{f}$ をと
る. このとき

$K_{\mathrm{f}}=\mathrm{Q}(\sqrt{4900-100\sqrt{5}+(150-10\sqrt{5})^{\sqrt{110+10\sqrt{5}}}})$ ,

$K_{\mathrm{f}}^{+}=\mathrm{Q}(\sqrt{110+10\sqrt{5}})$ ,

$$ で $K_{\mathrm{f}}$ は $\mathrm{f}$ の Hecke field であり, $K_{\mathrm{f}}^{+}$ はすべての有理素数 $P$ に対応する Hecke 作用
素の固有値 $C_{\mathrm{f}}((P)_{F})$ で生成される $K_{\mathrm{f}}$ の部分体である. (このとき $K_{\mathrm{f}}$ の $\mathrm{Q}$ 上の Galois
closure は 128次体である) ここで

$D_{K_{\mathrm{f}}/\mathrm{Q}}=5^{4}\cdot 29^{2}\cdot 131\cdot 139$ ,
$D_{K_{\mathrm{f}}^{+}/\mathrm{Q}}=5^{2}\cdot 29$ ,

$N(D_{K_{\mathrm{f}}}/K_{\mathrm{f}}+)=131\cdot 139$ .

いま Table 4.1の範囲の split prime ideal $\mathfrak{p}$ について, それに対応する Hecke 作用素
$T(\mathfrak{p})$ の固有値 $C_{\mathrm{f}}(\mathfrak{p})$ によって生成される, $0_{K_{\mathrm{f}}^{+}}$

を含む $K_{\mathrm{f}}$ の order

A $(\mathfrak{p})=0_{K_{\mathrm{f}}}++C\mathrm{f}(\mathfrak{p})\mathit{0}_{K_{\mathrm{f}}^{+}}$

を考え, その conductor

$c(\Lambda(\mathfrak{p}))=(D_{K_{\mathrm{f}}/K^{+}\mathrm{f}}(C_{\mathrm{f}}(\mathfrak{p}))\cdot D_{K\mathrm{f}/K_{\mathrm{f}^{-1}}}+)1/2$

をとってみる. (これは $K_{\mathrm{f}}^{+}$ の ideal である) それの norm をとったものの表が Table 42
である.
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このとき Table 42の範囲のすべての単項な split prime ideal $\mathfrak{p}$ について

19 $|N(c(\Lambda(\mathfrak{p})))$

をみたしている. よって各 $c(\Lambda(\mathfrak{p}))$ は (19) のいずれかの素因子で割れている.
これをもう少し詳しくみてみる. いま

$\mathfrak{P}_{19}=c(\Lambda([83,30+\omega]))$

とおくと, これは $K_{\mathrm{f}}^{+}$ の prime ideal で, (19) $+$ は

(19) $=\mathfrak{P}_{19}\mathfrak{P}_{19}\prime \mathfrak{P}_{19}’$

;

と分解される. ここで刺 9’ $\mathfrak{P}_{19}’’$ は

$\mathfrak{P}_{19}\mathfrak{P}’19=[19,4+(1+\sqrt{5})/2]\cdot \mathit{0}_{K^{+}\mathrm{f}}$ ,

$\mathfrak{P}_{1}’’9=[19,14+(1+\sqrt{5})/2]\cdot \mathit{0}_{K_{\mathrm{f}}}+$

で決まる $K_{\mathrm{f}}^{+}$ の prime ideal である. そして実は Table 42の範囲のすべての単項な
split prime ideal $\mathfrak{p}$ について

$\mathfrak{P}_{19}|c(\Lambda(\mathfrak{p}))$

をみたしていることがわかる.
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Table 4.1. $\mathrm{Q}(\sqrt{401})$ の split prime ideal $\mathfrak{p}$ に対する $T(\mathfrak{p})|_{s_{(2,2}^{0}})(0_{\mathrm{Q}(\sqrt{401})^{\mathit{1})}}$, の固有多項式
$X^{8}+a_{1}X^{7}+\cdots+a_{7}X+a_{8}$ の係数:
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Table 42. $\mathrm{Q}(\sqrt{401})$ の split prime ideal $\mathfrak{p}$ に対する $c(\Lambda(\mathfrak{p}))$ の norm:

$[7, 5+\omega]$ 1
$[11, 7+\omega]$ 1
$[29, 22+\omega]$ 1
$[41, 27+\omega]$ 31
$[43, 26+\omega]$ 31
$[47, 44+\omega]$ 31
$[73, 39+\omega]$ $3^{4}$

$[83, 30+\omega]$ $*$ 19
$[89, 60+\omega]$ 41
$[103, 85+\omega]$ $23^{2}$

$[109, 74+\omega]$ 19 $\cdot 29$

$[113, 23+\omega]$ 1
$[149, 55+\omega]$ $5^{2}$

$[151, 92+\omega]$ 29
$[173, 110+\omega]$ 41

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{19}^{6}[2,\omega]1[5, \omega]119^{2}31112119471919411119^{2}379240^{139}971111917192193191199$

$[179,107+\omega]$

$[181, 21+\omega]$

$[197, 45+\omega]$

$[223, 31+\omega]$

$[229, 57+\omega]$

$[239, 206+\omega]$

$[241, 167+\omega]$

$[257, 122+\omega]*$

$[263, 201+\omega]$

$[337, 172+\omega]*$

$[379, 103+\omega]*$

$[383, 205+\omega]*$

$[397, 197+\omega]*$

$[421, 304+\omega]*$

$[487, 70+\omega]$ $*$

$[499, 264+\omega]*$

$[643, 474+\omega]*$

$*$ : 単項 ideal
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