
Regularized Siegel-Weil formula について
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Siegel-Weil formula とは Eisenstein 級数と theta 積分の問の等式で, こ
れは Eisenstein 級数が絶対収束するという仮定の元でWe旧こよって示さ
れた [W]. この等式を Eisenstein 級数の絶対収束域の外へ拡張したもの
のひとつが, Kudla と Rallis による regularized Siegel-Weil formula であ
る [KR2]. 彼等は Eisenstein 級数の留数がある種の theta 関数の積分と
定数倍を除いて –致することを示したわけだが, 両者の比までは決定する
ことができなかった. しかし Eisenstein 級数や $L$ 関数の特殊値の研究の
ためには, この比を決定することが不可欠である. これは池田により二次
形式に関するある種の仮定の元で決定され [Ik2], 今回はその仮定も外す
ことができたので報告したい.

1 主定理

最初に主定理を正確に述べるために, いくつか記号を導入する. $k$ を数
体とし, そのアデール環を A とする. $(Q, U)$ を $k$ 上の $m$ 次元二次形式の
空間とする. つまり $Q={}^{t}Q\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{m}(k)$ で, $U=k^{m}$ は縦ベクトルの空間
とする. $H=O_{Q}$ を $Q$ の直交群, $G=\mathrm{S}\mathrm{p}_{n}$ をシンプレクティック群とす
ると, $G$ と $H$ は reductive dual pair をなす. よって自明でない character

$\psi$ : $\mathrm{A}/karrow \mathbb{C}^{1}$ を固定すると, $G(\mathrm{A})\mathrm{x}H(\mathrm{A})$ の Weil 表現 $\omega_{Q}$ が Schwartz
空間 $S(U^{n}(\mathrm{A}))$ 上に実現される. $\Phi\in S(U^{n}(\mathrm{A}))$ に対して, theta 関数を

$(g, h; \Phi)=\sum_{Uu\in n(k)}\omega_{Q}(g, h)\Phi(u)$
, $g\in\overline{G(\mathrm{A})},$

$h\in H(\mathrm{A})$

によって定義し, さらにその積分

$I_{Q}(g, \Phi)=\int_{H(k)\backslash H(\mathrm{A}});(g, h\Phi)dh$
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を考える. この積分が任意の $\Phi$ に対して絶対収束する条件は, Weil によっ

て知られている [W]. すなわち,

$S(U^{n}(\mathrm{A}))\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{c}=$ { $\Phi|I_{Q}(g,$ $\Phi)$ は任意の $g$ に対して絶対収束}

とおくと,

$S(U^{n}(\mathrm{A}))_{\mathrm{a}}\mathrm{b}\mathrm{C}=S(U^{n}(\mathrm{A}))\Leftrightarrow\{$

$Q$ は anisotropic,
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ たは $m-r>n+1$

となる. 但し $r$ は $Q$ の Witt index とする.
$P$ を $G$ の Siegel 放物型部分群, $\overline{K}_{G}$ を $\overline{G(\mathrm{A})}$ の標準的な極大コンパク

ト部分群とする. $S(U^{n}(\mathrm{A}))$ の $\overline{K}_{G}$-finite な元のなす空間を $S_{0}(U^{n}(\mathrm{A}))$ で

表す. $\Phi\in S_{0}(U^{n}(\mathrm{A}))$ に対し, 退化主系列表現の正則切断を

$f_{\Phi}^{(s)}(g)=|a(g)|^{S}-s0\omega_{Q(}g)\Phi(0)$

で定める. 但し $s_{0}=(m-n-1)/2$ で, $g\in\overline{G(\mathrm{A})}$ を

$g=pk$ , $p=((_{0}^{a}$ ${}^{t}a^{-1)}*,$ $\zeta)\in\overline{P(\mathrm{A})},$
$k\in\overline{K}_{G}$

と岩澤分解したときに

$|a(g)|=|\det a|$

とする. この時, Eisenstein 級数

$E(g, f_{\Phi}^{(}s))= \sum_{(\gamma\in P(k)\backslash ck)}f\Phi((S)\gamma g)$
, $g\in\overline{G(\mathrm{A})}$

は ${\rm Re}(s)>(n+1)/2$ のとき絶対収束し, 全平面に有理型解析接続される.
我々はこの Eisenstein 級数の $s=s_{0}$ での挙動に興味がある.
さて $0<s_{0}\leq(n+1)/2$ (つまり $n+1<m\leq 2n+2$ ) と仮定する. こ

の時 $E(g, f_{\Phi}^{(S}))$ は $s=s_{0}$ で高々 simple pole を持つことが知られている.
さらに $m-r\leq n+1$ と仮定し $m’=2n+2-m$ とおくと, $m’$ 次元二次形

式 $(Q’, U’)$ で $Q$ と同じ Witt 類に属するものが存在する. この $Q’$ を $Q$

の complementary と呼ぶ. ここで $Q’$ が isotropic (つまり $m-r<n+1$ )

ならば, $S(U^{rn}(\mathrm{A}))\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{c}\subset<S(U^{\prime n}(\mathrm{A}))$ となる. -方 $S(U^{\prime n}(\mathrm{A}))\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{c}\neq 0$ であ

ることも容易に分かる. この時 theta 積分 $I_{Q’}(g, \Phi’)$ を $S(U^{\prime n}(\mathrm{A}))\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{c}$ 上
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の $H’(\mathrm{A})$ 不変な写像とみなし, この写像を $S(U”(\mathrm{A}))$ 全体に $H’(\mathrm{A})$ 不

変に –意的に拡張することができる. この拡張を実現するのが, Kudla と

Rallis による regularized theta 積分

$I_{\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{G},Q^{\prime()}}g,$$\Phi’=C_{\alpha}^{-1}IQ’(g,$ $\omega_{Q^{\prime())}}\alpha\Phi^{J}$

である [KR2]. ここで $\alpha$ はある種の Hecke 作用素でゼロでない “固有

値” c。を持ち, $\omega_{Q’}(\alpha)\Phi’\in S(U\prime n(\mathrm{A}))\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{c}$ となるものである. ([KR2] では

Hecke 作用素ではなく微分作用素を用いているため, $k$ は実素点を持つと

仮定する必要がある) この時, 主定理は以下のように述べられる.

Theorem. $n+1<m\leq 2n+2,$ $m-r\leq n+1$ と仮定する. この時
$\Phi\in s_{0}(U^{n}(\mathrm{A}))$ に対し,

${\rm Res}_{s=s0}E(g, f^{()}\Phi)S=c_{K}I\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{G},Q’(g, \pi^{Q}\pi_{K}\Phi)Q’$

が成り立つ. 但し

$\pi_{Q}^{Q’}$ : $S(U^{n}(\mathrm{A}))arrow S(U^{\prime n}(\mathrm{A}))$

$\pi_{K}$ : $S(U^{n}(\mathrm{A}))arrow S(U^{n}(\mathrm{A}))$

は $G(\mathrm{A})$ 準同型で次のように定義される:

$\pi_{Q}^{Q’}\Phi(u)’=\int M_{r_{0}},n(\mathrm{A})\Phi dx$ ,

$\pi_{K}\Phi(u)=\int_{K}\Phi(ku)dk$ .

但し座標は

$Q=$ , $r_{0}=m-n-1$

ととり, $K$ は $H(\mathrm{A})$ のよい極大コンパクト部分群である. また $c_{K}$ は Haar
測度の正規化から定まる定数で, 池田 [Ik2] によって具体的に計算されて
おり, ある種の $L$ 関数の特殊値等によって表せる.

Remark. $k$ が総実, $m$ が偶数ならば, この定理は Kudla と Rallis による
regularized Siegel-Weil formula [KR2] の精密化になっている. また $Q’$ が

anisotropic のときは既に池田 [Ik2] によって示されている.
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2 Fourier-Jacobi係数
主定理を証明するために, 両辺の Fourier-Jacobi 係数を比較することを

考える. 実際 $Q’$ が anisotropic のときは, このような方針で主定理は示
されている [Ik2].
最初に Fourier-Jacobi 係数の理論を復習する [Ikl]. $G=\mathrm{S}\mathrm{p}_{n}$ の部分群
を次のように定める:

$V=\{v(x, y, z)=|x,$ $y\in k^{n-1},$ $z\in k\}$ ,

$Z=\{v(\mathrm{O}, 0, Z)\in V|z\in k\}$ ,

$L=\{v(x, 0,0)\in V|x\in k^{n-1}\}$ ,

$G_{1}=\{|\in \mathrm{S}_{\mathrm{P}_{n-1}}\}$ ,

この時 $V$ は Heisenberg 群でその中心は $Z$ である. 各 $S\in k^{\cross}$ に対し,
$V(\mathrm{A})$ の Schr\"odinger 表現 $\omega_{S}$ で central character が $z\vdasharrow\psi(ZS/2)$ となる

ものが, Schwartz 空間 $S(L(\mathrm{A}))$ 上に実現される. 具体的には, $\phi\in S(L(\mathrm{A}))$

に対し

$\omega_{S}(v(X, y, Z))\phi(t)=\emptyset(t+x)\psi((\mathcal{Z}+2t^{t}y+x^{t}y)s/2)$

と表せる. さらに $\overline{G_{1}(\mathrm{A})}$ は $V(\mathrm{A})$ に共役で作用しているので, $\omega_{S}$ を自然

に $V(\mathrm{A})xc_{1}(\mathrm{A})$ の $S(L(\mathrm{A}))$ 上の Weil 表現に拡張できる. $\overline{K}_{G_{1}}$ を $G_{1}(\mathrm{A})$

の標準的な極大コンパクト部分群とし, $S(L(\mathrm{A}))$ の $\tilde{K}_{G_{1}}$ -finite な元のな
す空間を $S_{0}(L(\mathrm{A}))$ とおく. $\phi\in S(L(\mathrm{A}))$ に対し, theta 関数を

$\theta_{S}^{\phi}(vg1)=\sum_{t\in L(k)}\omega_{s()\emptyset}vg1(t)$
, $v\in V(\mathrm{A}),$

$g_{1}\in\overline{G_{1}(\mathrm{A})}$

によって定義する.
$A$ を $\overline{G(\mathrm{A})}$ 上の保型形式とする. $S\in k^{\cross}$ と $\phi\in S_{0}(L(\mathrm{A}))$ に対し,

$G_{1}(\mathrm{A})$ 上の轡型形式を

$\mathrm{F}\mathrm{J}_{s(g1}^{\phi}$ ; $A$ ) $= \int_{V(k)\backslash V}(\mathrm{A})dA(vg1)\overline{\theta^{\emptyset}(Sg_{1}v)}v$
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で定める. これを $A$ の Fourier-Jacobi 係数と呼ぶ.
まず Eisenstein 級数の留数の Fourier-Jacobi 係数だが, これは池田に

より計算されている.

$Q=$
と仮定してよ $\langle$ , 対応する直交分解を $U=k\oplus U_{1}$ で表す. また $\overline{G_{1}(\mathrm{A})}$ 準
同型

$S(U^{n}(\mathrm{A}))\otimes S(L(\mathrm{A}))arrow S(U^{n}1-1(\mathrm{A}))$

$\Phi\otimes\phirightarrow\Psi(\Phi, \phi)$

を

$\Psi(\Phi, \phi;u)=\int_{x}\in L(\mathrm{A})\Phi\overline{\phi(x)}dx$

によって定義する.

Proposition ( $[\mathrm{I}\mathrm{k}2$ , Proposition 7.3]). 簡単のため $n\geq 3$ と仮定する.
この時 $\phi\in S_{0}(L(\mathrm{A}))$ と $\Phi\in s_{0}(U^{n}(\mathrm{A}))$ に対し,

$\mathrm{F}\mathrm{J}_{S}^{\phi}(g_{1}; {\rm Res}_{s=s0}E(f_{\Phi}(s)))=\int_{H_{1(\mathrm{A})\backslash (\mathrm{A})}}H)$$\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{s}s=s0E(g1, f_{\Psi(}^{(}s)\omega_{Q}(h)\Phi,\phi)dh$

が成り立つ.

次に theta 積分の Fourier-Jacobi 係数を計算する. $(Q, U)$ を $m$ 次元
二次形式で $m\leq n$ と仮定する. $Q$ が anisotropic ならば, theta 積分の
Fourier-Jacobi 係数は [Ik2, \S 6] で計算されている. 我々は isotropic な $Q$

に対して regularized theta 積分の Fourier-Jacobi 係数

$\mathrm{F}\mathrm{J}_{S}^{\phi}(g1;I_{\mathrm{R}\mathrm{E}}\mathrm{G},Q(\Phi))$

$=c_{\alpha}^{-1} \int_{V(k)\backslash (\mathrm{A}}v)\int_{H(k)\backslash }H(\mathrm{A}))\Theta(vg1, h;\omega Q(\alpha)\Phi)\overline{\theta_{S}\emptyset(vg_{1}}dhdv$.

を計算したい. [Ik2, Lemma 6.1] にあるように,

$\int_{V(k)\backslash V(\mathrm{A}}))(vg_{1}, h;\omega Q(\alpha)\Phi)\overline{\theta_{S}\emptyset(vg1}dv$

$= \sum_{(\gamma\in H_{1}k)\backslash H(k)u\in}\sum_{)U_{1}\mathcal{R}-1(k}\omega Q1(g1)\Psi(\omega_{Q()}\gamma h\omega Q(\alpha)\Phi, \phi;u)$
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となることはすぐに計算できる. 次にこれを $H(k)\backslash H(\mathrm{A})$ 上積分する. し

かし, この積分は (条件収束はしているが) 項ごとには絶対収束しないと
いう困難が生じる. つまり

$\int_{H(k})\backslash H(\mathrm{A})H_{1}(k)\sum_{\backslash H(k)}=\int_{H}1(k)\backslash H(\mathrm{A})=\int_{H_{1}(\mathrm{A})\backslash }H(\mathrm{A})\int H_{1(}k)\backslash H1(\mathrm{A})$

と式変形したいのだが, $Q$ が anisotropic でない限りそれは正当化され
ない. よって $Q$ が isotoropic ならば, regularized theta 積分の Fourier-
Jacobi 係数を計算しきることはできない. この困難を回避するために

は, さらに Fourier 係数を調べる必期がある. $\beta\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n-1}(k)$ に対し,
$\mathrm{F}\mathrm{J}_{S}^{\phi}(\mathit{9}1;I_{\mathrm{R}}\mathrm{E}\mathrm{G},Q(\Phi))$ の $\beta$ 番目の Fourier 係数 $\mathrm{F}\mathrm{J}_{s}^{\phi},(\beta g_{1}; I\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{G},Q(\Phi))$ は,

$C_{\alpha}^{-1} \int_{H(k}.)\backslash H(\mathrm{A})[_{\gamma\in H_{1}}(k\sum_{H)\backslash (k)^{t}u}\sum_{Q_{1}u=2\beta}\omega_{Q1}(g1)\Psi(\omega Q.(\gamma h)\omega_{Q(\alpha})\Phi, \emptyset;u)]\wedge dh$

となる. すると, この積分は rank $\beta\geq m-1$ ならば, 項ごとに絶対収束す
ることが示せる. 従って上の式変形は正当化することができて,

$\mathrm{F}\mathrm{J}_{S,\beta}^{\phi}(g1;I\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{G},Q(\Phi))$

$=c_{\alpha}^{-1} \int_{H_{1}(k)}\backslash H(\mathrm{A})Q_{1}u=2\beta(\sum\omega Q1(g_{1})\Psi(\omega_{Q}(h)\omega_{Q}\alpha {}^{t}u)\Phi, \phi;u)dh$

$= \int_{H_{1}(\mathrm{A}})\backslash H(\mathrm{A})\int_{H_{1}}(k)\backslash H1(\mathrm{A})t_{uQ_{1}}(\sum_{u=2\beta}\omega Q_{1}g1, h_{1})\Psi(\omega_{Q()\Phi}h, \emptyset;u)dh1dh$

$= \int_{H_{1}}(\mathrm{A})\backslash H(\mathrm{A})I\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{G},Q1,\beta(g1, \Psi(\omega Q(h)\Phi, \phi))dh$

と計算することができる. さらに [Ik2, Proposition 62] と同様に計算を
進めると, 次を得る.

Proposition. $(Q, U)$ を $m$ 次元二次形式として $n+1<m\leq 2n+2$ ,

$m-r<n+1$ と仮定する. $(Q’, U’)$ を $Q$ の commplementary とする. $Q’$

は isotropic だから,

$Q’=$

39



としてよい. $Q_{1}=Q_{1}’\oplus \mathcal{H}^{r_{0}}$ とおく. この時 $\beta\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}n-1$ (初で rank $\beta\geq$

$m’-1$ となるものに対し,

$\mathrm{F}\mathrm{J}_{s}\emptyset,(\beta g_{1;I_{\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{G}}},QJ(\pi^{Q}Q’\pi_{K}\Phi))$

$=c_{K1}^{-1}c_{K} \int_{H_{1}}(\mathrm{A})\backslash H(\mathrm{A})\prime I\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{G},Q_{1},\beta(g1, \pi_{Q_{1}}^{Q’}\pi_{K_{1}}\Psi(1\omega_{Q()}h\Phi, \phi))dh$

が成り立つ.

さて $\Phi\in S0(Un(\mathrm{A}))$ に対して,

$A(g)=A(g, \Phi)={\rm Res}_{Ss}=0E(g, f_{\Phi}(s))-cKI_{\mathrm{R}}\mathrm{E}\mathrm{G},Q’(g, \pi_{Q}\pi K\Phi Q’)$

とおき, $A=0$ を $n$ に関する帰納法で示す. $Q’$ が anisotropic のときは, 既
にこれは池田によって示されている [Ik2]. また $Q’\simeq \mathcal{H}$ ならば, 直接計算
で示すことができる. (両辺とも Levi が $\mathrm{G}\mathrm{L}_{1}\mathrm{X}\mathrm{S}\mathrm{p}n-1$ となる $\mathrm{S}\mathrm{p}_{n}$ の放物
型部分群からの Eisenstein 級数の特殊値になる) よって $Q’$ は isotropic,
$m’\geq 3,$ $n\geq 3$ , かつ $n+1<m\leq 2n-1$ と仮定してよい. $S\in k^{\cross}$ と

$\beta\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n-1}(k)$ で rank $\beta\geq m’-1$ となるものに対して, 上の命題と帰納
法の仮定により,

$\mathrm{F}\mathrm{J}_{S,\beta}^{\phi}(g1;A)=0$

となることが分かる. さらに次の補題を示すことができる.

Lemma. $S\in k^{\cross},$ $\beta\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n-1}(k)$ とする. $A$ を $\overline{G(\mathrm{A})}$ 上の保型形式とす
る. 任意の $\phi\in S_{0}(L(\mathrm{A}))$ と $f\in \mathcal{H}(G(\mathrm{A}))$ に対し, $\mathrm{F}\mathrm{J}_{S,\beta}^{\phi}(g_{1}; \rho(f)A)=0$

と仮定する. 但し $\mathcal{H}(G(\mathrm{A}))$ は $G(\mathrm{A})$ の Hecke 環で, $\rho$ は右移動を表す.
この時

$B=\in \mathrm{s}_{\mathrm{y}\mathrm{m}_{n}}(k)$

とすると, $A$ の $B$ 番目の Fourier 係数 $A_{B}$ はゼロ.

ゆえに任意の $B\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n}(k)$ で rank $B\geq m’$ となるものに対して,
$A_{B}=0$ となることが分かる.
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3 保型形式のランク

主定理を示すためには, $A=A(\Phi)$ の大域的なランクと局所的なランク
を比較する必要がある [H]. $\Phi^{0}=\otimes_{v}\Phi_{v}0\in S_{0}(\underline{U}^{n}(\mathrm{A}))$ と $k$ の有限素点 $v$

を固定し, $\Phi^{0}$ の $v$ 成分だけを動かす. つまり $G_{v}$ 準同型

$S(U_{v}^{n})arrow A(G)$

$\Phi_{v}rightarrow A(\Phi)$ , $\Phi=\Phi_{v}\otimes\otimes v’\neq V\Phi_{V}0$,

を考える. ここで $A(G)$ は $\overline{G}(\mathrm{A})$ 上の保型形式のなす空間である. さて

自然な $G_{v}$ 準同型

$S(U_{v}^{n})arrow \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}\tilde{\frac{G}{P}}v\chi_{Q}v$

。
$|\det|^{s_{0}}$

$\Phi_{v}\mapsto[g-*\omega Qv(g)\Phi v(\mathrm{o})]$

の像を $R_{n}(U_{v})$ とおく. 但し $\chi_{Q_{v}}$ : $\overline{P}_{v}arrow \mathbb{C}^{1}$ は $Q_{v}$ から定まる character
とする. 同様にして $R_{n}(U_{v}’)\subset \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\tilde{P}_{v}}^{\overline{G}_{v}}\chi_{Q_{v}}|\det|^{-s_{0}}$ も定義する.
まず Kudla, Rallis, Sweet による退化主系列表現の結果 [KR1, $\mathrm{S}$] を用

いると, Eisenstein 級数の玉糸 ${\rm Res}_{s=s_{0}}E(f_{\Phi}^{(_{S}}))$ は

$S(U_{v}^{n})arrow R_{n}(U_{v})arrow^{0}M_{v}^{*}(_{S})R_{n}(U_{v}’)arrow A(G)$ (1)

を経由することが示せる. 但し $M_{v}^{*}(s_{0})$ は正規化された絡作用素から誘導
される写像である. -方 Rallis による invariant distribution theorem [R]

より, regularized theta 積分 $\mathrm{I}_{\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{G},Q};(\pi_{Q}^{Q’}\pi K\Phi)$ は

$S(U_{v}^{n})arrow\pi_{Q_{v}}^{Q’}\pi_{K}vVs(U_{v}’n)arrow R_{n}(U_{v}’)arrow A(G)$ (2)

を経由する. さらに (1) と (2) は定数倍を除いて–致することも示すこ
とができる. ゆえに $A(\Phi)$ は

$S(U_{v}^{n})arrow R_{n}(U_{v}’)arrow A(G)$

を経由することが分かる. -方 $R_{n}(U_{v}^{;})$ は $G_{v}$ の既約表現で, そのランク

は $m’$ であることが知られている [KR1, $\mathrm{S}$]. よって $f\in S(\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(nk_{v}))$ で,

その Fourier 変換 $\hat{f}$ は

{ $x\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n}(k_{v})|$ rank $x\geq m’$ }
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に support を持ち, $f$ は $R_{n}(U_{v}’)$ にゼロで作用しないものが存在する. こ

の時, 任意の $B\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n}(k)$ と $g=((g_{v}’), \zeta)\in G(\mathrm{A})$ で $g_{v}=1$ となるもの
に対し,

$(\rho(f)A(\Phi))B(g)=\hat{f}(B)A(\Phi)_{B}(g)=0$

となる. 実際 rank $B\geq m’$ ならば $A(\Phi)_{B}=0$ で, rank $B<m’$ ならば
$\hat{f}(B)=0$ となる. さらに $G(k)$ は $G_{v}$ で dense だから $\rho(f)A(\Phi)=0$ で,
$f$ は瑞 $(U_{v}’)$ にゼロで作用せず $R_{n}(U_{v}’)$ は既約だから, 結局 $A(\Phi)=0$ と
なり主定理を得る.
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