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1 はじめに

近年, 数学, 物理学, 工学, オペレーションズリサーチ, 数理経済学などの分野
で扱われる非線形問題の研究が盛んになるにつれ, 凸集合や凸関数といった凸に関
する言葉を耳にすることが多くなってきている. 凸の概念は線形と非線形の中間に
位置するものであり, 凸集合や凸関数などの凸性をもったものの性質ならびにその
周辺を研究する分野が凸解析学である.

方, 不動点の存在を仮定し, あるプロセスを経てその不動点を求める方法を不
動点近似法という. その近似法は非線形問題の解を求める近似法に刺激され進歩し
てきている. 凸解析学と不動点近似法は, 数学の中で比較的若い分野ではあるが,
コンピュータの急速な進歩とともに, 種々の非線形問題の研究と関連しながら, そ

の必要性を増してきている. 本研究では, Banach 空間を視野にいれながら Hilbert
空間における maximal monotone operator の resolvent の収束定理と凸最小化問題
の解の近似法を考える.

$E$ を実 Banach 空間とし, $f$ を $E$ から $(-\infty, +\infty]$ に値をとる proper で凸な下
半連続関数とする. このとき,

$\min\{f(x):x\in E\}$ (1)

という凸最小化問題を考える. このような $f$ に対して $E$ 上の集合値写像 $\partial f\subset E\cross$

$E^{*}$ を $x\in E$ に対して,

$\partial f(x)=\{x^{*}\in E^{*} : f(y)\geq f(x)+\langle x^{*}, y-X\rangle, y\in E\}$
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で定義し, これを $f$ の劣微分と呼ぶ. $v$ が $\partial f$ のゼロ点, つまり $\partial f(v)\ni 0$ を満た

すならば $v$ が $f$ の最小値を与えることが分かる.
$E$ 上の集合値写像 $A\subset E\cross E^{*}$ が, 任意の $(x, x^{*}),$ $(y, y^{*})\in A$ に対して

$\langle x-y, X^{*}-y\rangle*\geq 0$

を満たすならば monotone であると言う. さらに, monotone 写像 $A$ がmaximal で
あるとは $A$ が直積空間 $E\cross E^{*}$ の monotone 集合として極大であるとき, つまり
$B\subset E\cross E^{*}$ が monotone 写像で $A\subset B$ ならば $A=B$ であることをいう. proper
で凸な下半連続関数 $f$ : $Earrow(-\infty, +\infty]$ に対して, その劣微分 $\partial f$ は maximal
monotone 写像になることが知られている [24].

$E$ の元 $x$ に対して,

$J(x)=\{x^{*}\in E^{*} : \langle x, x^{*}\rangle=||x||^{2}=||x^{*}||^{2}\}$

が定義されるが, この $J$ を $E$ 上の duality 写像という. $\partial(\frac{1}{2}||\cdot||^{2})(x)=J(x)$ であ

り, $E$ が Hilbert 空間であれば $J=I$ (恒等写像) である [24].
$A\subset E\cross E$ とする. $A$ が増大作用素であるとは, 任意の $(x_{1}, y_{1}),$ $(x_{2}, y_{2})\in A$

に対してつねに $\langle y_{1}-y_{2}, j\rangle\geq 0$ となる $i\in J(x_{1}-x_{2})$ が存在するときをいう. さ

らに, $A\subset E\cross E$ が m- 増大作用素であるとは, $A$ が増大作用素であって任意の
$r>0$ に対して $R(I+rA)=E$ が成り立つことをいう. 特に, $E$ が Hilbert 空間で
あれば $A\subset E\mathrm{x}E^{*}$ が maximal monotone 写像であることと m- 増大作用素である
ことは同値であり, もちろん, $\partial f$ も m- 増大作用素になる. $A$ が m- 増大作用素で
あるならば, $r>0$ に対して, $A$ の resolvent が

$\text{み}=(I+rA)-1$

で定義される.
(1) の解を求めるよく知られた方法として, Martinet [10] によって導入された Prox-I

imal point algorithm というものがある. このアルゴリズムは, resolvent $J_{r}$ に関係
がある. すなわち, $H$ を Hilbert 空間とするとき,

$J_{r}x= \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{f(z)+\frac{1}{2r}||z-x||2$ : $z\in H\}$

である (Moreau [11] を参照せよ).
proximal point algorithm とは, $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ とするとき, $x_{0}\in H$ を初期点と

し,
$x_{n+1}=J_{r_{n}}x_{n}(n=0,1,2, \cdots)$
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で帰納的に点列 $\{x_{n}\}$ を生成し, (1) の解を求める点列的構成法のことである (Rock-
afellar [14] を参照せよ).

方, 我々は, 非拡大写像 $T$ の 2つの不動点近似法を知っている. $E$ を Banach
空間とし, $T$ を $E$ から $E$ への非拡大写像とする. -つは Halpern [4] によって導
入された点列的近似法

$x_{0}=x\in H,$ $x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})TX_{n}(n=0,1,2, \cdots)$

と, あとは Mann [9] によって導入された

$x_{0}=x\in H,$ $x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})TX_{n}(n=0,1,2, \cdots)$

の近似法である. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ である. 詳しくは [24] を参照.
ここでは, Halpern と Mann によって導入された点列的不動点近似法のアイデア

を用いて, resolvent の収束定理と (1) の解を求める点列的構成法を議論するのが
つの目的である. Halpern による構成法では強収束のかたちで収束定理が得られ,

Mann による構成法を用いると, 弱収束のかたちで収束定理が得られる. 第 4節で
は今後の問題が 4つあげられている.

2 準備

$E$ を Banach 空間とし, $E^{*}$ をその共役空間とする. $x\in E$ における $x^{*}\in E^{*}$ の

値を $\langle x, x^{*}\rangle$ で表す.
$E$ の凸性の modulus $\delta$ は, $0\leq\in\leq 2$ となる $\in \mathrm{i}$ に対して,

$\delta(\in)=\inf\{1-\frac{||_{X+}y||}{2}$ : $||x||\leq 1,$ $||y||\leq 1,$ $||x-y||\geq\epsilon\}$

で定義される. Banach 空間 $E$ が–様凸であるとは $\epsilon>0$ に対して $\delta(\in)>0$ がつね

に成り立つときをいう. $U=\{x\in E:||x||=1\}$ としよう. このとき, $x,$ $y\in U$ に

対して極限
$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||X||}{t}$

..
.

:
(2)

を考える. $E$ のノルムが Gateaux 微分可能であるとは, 任意の $x,$ $y\in U$ に対し

て, (2) がつねに存在するときをいう. $E$ のノルムが–様に Gateaux 微分可能であ
るとは, 任意の $y\in U$ に対して, (2) が $x\in U$ に関して–様に収束するときをい

う. $E$ のノルムが Fr\’echet 微分可能であるとは, 任意の $x\in U$ に対して, . (2) が

$y\in U$ に関して–様に収束するときをいう. $E$ が Gateaux 微分可能なノルムを持て
ば, $E$ 上の duality 写像は–価写像になる. $E$ が–様に滑らかであるとは (2) が $U$

の元 $x,$ $y$ に関して–様に収束することをいう.
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補助定理 2.1 $x,$ $y\in E$ とする. このとき, 次の (1) と (2) は同値である.
(1) すべての $r\geq 0$ に対して, $||x||\leq||x+ry||$ である ;
(2) $\langle y, f\rangle\geq 0$ となる $f\in J(x)$ が存在する.

この補助定理を用いて, 増大作用素の特徴づけを行うことができる.

定理 22次の条件 (1) と (2) は同値である.
(1) $A\subset E\cross E$ は増大作用素である ;
(2) すべての $r\geq 0$ と $(x_{i}, y_{i})\in A(i=1,2)$ に対して, つねに

$||x_{1}-x_{2}+r(y_{1}-y2)||\geq||x_{1}-X_{2}||$

が成り立つ.

$A\subset E\cross E$ を増大作用素とする. このとき, $A$ の resolvent $J_{r}$ はすべての $r>0$
に対して,

$J_{r}x=\{z\in E:z+rAz\ni x\}$ (3)

で定義されるが, このみは–価写像である ([24] を参照). (3) からもわかるよう
に,

$J_{r}=(I+rA)-1$ $(r>0)$

である. このみ $(r>0)$ から, $A$ の吉田近似といわれる

$A_{r}= \frac{1}{r}(I-J_{r})(r>0)$

も定義できるが, み, $A_{r}$ については次の性質が成り立つ.

定理 23 ( $J_{r},$ $A_{r}$ の基本的性質) $A\subset E\cross E$ を増大作用素とし, $r>0$ とする. こ

のとき, 次の (i), (ii), (iii), (iv) が成り立つ.
(i) $||J_{r}x-Jry||\leq||x-y||$ $(\forall x, y\in R(I+rA))$ ;
(ii) $A_{r}$ は–価の増大作用素であり, かつ

$||A_{r}x-A_{r}y|| \leq\frac{2}{r}||x-y||$ $(\forall x, y\in R(I+rA))$ ;

(iii) $(J_{r}x, Ar^{X})\in A(\forall x\in R(I+rA))$ ;
(iv) $||A_{r}x||\leq|Ax|$ $(\forall x\in D(A)\cap R(I+rA))$ である. ただし, $|Ax|= \inf\{||z||$ :
$z\in A_{X\}}$ である.
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$E$ を Banach 空間とし, $A\subset E\cross E$ を増大作用素とする. このとき, すべての
$r>0$ に対して,

$\overline{D(A)}\subset R(I+rA)$

が成立するならば, $A$ は値域条件 (range condition) を満たすといわれる.
このとき, $A^{-1}0=\{x\in D(A) : 0\in Ax,\}$ と $A$ の resolvent $J_{r}$ の不動点の集合の

間には次の関係がある.

補助定理 24 $E$ を Banach 空間とし, $A\subset E\cross E$ を増大作用素とする. このと

き, すべての $r>0$ にたいして,

$F(\text{み})=A^{-1}0$

である.

これを用いて次の補助定理を証明することができる.

補助定理 25 $E$ を Banach 空間とし, $A\subset E\cross E$ を値域条件を満たす増大作用素
とする. このとき, $x \in\bigcap_{r>0}R(I+rA)$ に対して, 次の (i), (ii) が成立する.

(i) $t_{n}arrow\infty,$ $y= \lim J_{t_{n}}x$ となる $\{t_{n}\}$ が存在すれば, $y\in A^{-1}\mathrm{o}$ である.

(ii) $E$ が–様凸であり, $t_{n}arrow\infty,$ $s_{n}arrow\infty,$ $y= \lim_{narrow\infty}JtnX,$ $y= \lim_{narrow\infty}J_{Sn}x$ となる

$\{t_{n}\},$ $\{s_{n}\}$ が存在すれば, $y=z$ となる.

次の定理は, Halpern タイプの強収束定理を証明するときに有用である.

定理 26($rarrow\infty$ のときの $J_{r}x$ の収束性) $E$ を–様 Gateaux 微分可能なノルムを
もつ–様凸な Banach 空間とし, $A\subset E\mathrm{x}E$ を値域条件を満たす増大作用素とす
る. $C$ を $E$ の空でない閉凸集合で,

$\overline{D(A)}\subset C\subset\cap r>0R(I+rA)$

を満たすものとする. このとき, $\mathrm{O}\in R(A)$ ならば, 任意の $x\in C$ に対して悪義 $J_{r}x]$

が存在して, その極限は $A^{-1}0$ に属する.

次に $rarrow\infty$ のときの $J_{r}x$ の収束先について, 少々考察を加える.
$E$ を Banach 空間とし, $C,$ $D$ を部分集合とする. $P..Carrow D$ が sunny である
とは, $x\in C$ に対して, $Px+t(x-P_{X})\in C,$ $t\geq 0$ ならば,

$P(Px+t(x-Px))=Px$

がつねに成り立つことである.
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補助定理 2.7 $E$ を–様凸な Banach 空間とし, $C$ を $E$ の凸集合とする. また $C_{0}\subset$

$C$ とし, $P$ を $C$ から $C_{0}$ の上への retraction とする. このとき, 任意の $x\in C$ と

$y\in c_{0}$ に対して, $\langle$x–PX, $J(Px-y)\rangle$ $\geq 0$ がつねに成り立つならば, $P$ は nonex-
pansive であり, かつ sunny である.

次の定理は Mann タイプの弱収束定理を証明するときに有用である.

定理 28 $E$ を Fr\’echet 微分可能なノルムを持つ –様凸な Banach 空間とし,

$C$ を $E$ の閉凸集合とする. $\{T_{1}, T_{2,3}T, \cdot. \}$ を $C$ から $C$ への非拡大写像の列とし,
$\infty\cap F(T_{n})\neq\emptyset$ を仮定する. $x\in C$ とし, $S_{n}=T_{nn-11}T\cdots T(n\in N)$ とする. こ

$n=1$

のとき, 集合

$n=1\cap\overline{CO}\{Smx : m\geq n\}\cap U$

は高々–点からなる. ただし $U= \bigcap_{n=1}F(T)\infty n$ である.

3 Resolvent の収束定理

この節では, Halpern と Mann の不動点近似法のアイデアを用いて, resolvent の

収束定理を証明する. 次の定理は Halpern タイプの強収束定理である.

定理 31 [6] $E$ を–様 Gat\^eaux微分可能なノルムを持つ–様凸な Banach 空間とし, I
$A\subset E\mathrm{x}E$ を値域条件を満たす増大作用素とする. $C$ を $E$ の空でない閉凸集合で,

$\overline{D(A)}\subset C\subset\cap r>0R(I+rA)$

を満たすものとする. $x_{0}=x\in C$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})J_{r}xnn$ $(n=0,1,2, \cdots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ ,

$\lim r_{n}=\infty$ を満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は
$narrow\infty$

$A^{-1}0$ の元 $u$ に強収束する. ここで, $Px=uk:k^{\mathrm{Y}}$ $\langle$ $\text{と}$ , $P$ は $C$ から $A^{-1}0$ の上

への sunny nonexpansive retraction である.

定理 28を用いて, 次の Mann タイプの弱収束定理が証明できる.
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定理 32[6] $E$ を Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ–様凸な Banach 空間とし, $A\subset \mathrm{I}$

$E\mathrm{x}E$ を値域条件を満たす増大作用素とする. $C$ を $E$ の空でない閉凸集合で,

$\overline{D(A)}\subset C\subset\cap r>0R(I+rA)$

を満たすものとする. $x_{0}=x\in C$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{n}X_{n}+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}xn$ $(n=0,1,2, \cdots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は
$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1,$ $\lim_{narrow}\inf$ $r_{n}>0$

を満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ のある元

$u$ に弱収束する.

定理 3.1の直接的結果として, 次の定理を得ることができる.

定理 33 $E$ を Hilbert 空間とし, $A\subset E\cross E^{*}$ を maximal monotone 写像とする.

$x_{0}=x\in E$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}xn(n=0,1,2, \cdot ‘ \cdot)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$,

$\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は

$A^{-1}0$ の元 $u$ に強収束する. ここで, $Px=u$ とおくと, $P$ は $E$ から $A^{-1}0$ の上へ

の距離射影である.

定理 32の直接的結果として, 次の定理を得ることができる.

定理 3.4 $E$ を Hilbert 空間とし, $A\subset E\cross E^{*}$ を maximal monotone 写像とする.

$x_{0}=x\in E$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{nn}X+(1-\alpha_{n})]r_{n}nx(n=0,1,2, \cdots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim\sup\alpha_{n}<1,$ $\lim_{narrow}\inf_{\infty}$ $r_{n}>0$ を
$narrow\infty$

満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に弱

収束する.

定理 33および定理 34 を用いて, 凸最小化問題の解を求める proximal point

algorithm を議論することができる.
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定理 35 $E$ を Hilbert 空間とし, $f$ : $Earrow(-\infty, +\infty]$ を proper で下半連続な凸関
数とする. $x_{0}=x\in E$ とし,

$y_{n}= \arg\min_{Hz\in}\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z-X_{n}||^{2\}}$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})y_{n}(n=0,1,2, \cdots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ ,

$\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすものとする. このとき, $(\partial f)^{-1}0\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$

は $(\partial f)^{-1}0$ の元 $u$ に強収束する. ここで, $u$ は $x$ に–番近い minimizer である.
さらに,

$f(X_{n+1})-f(u) \leq\alpha_{n}(f(_{X})-f(u))+\frac{1-\alpha_{n}}{r_{n}}||y_{n}-u||||yn-X_{n}||$

が成り立つ.

定理 36 $E$ を Hilbert 空間とし, $f$ : $Earrow(-\infty, +\infty]$ を proper で下半連続な凸関
数とする. $x_{0}=x\in E$ とし,

$y_{n}= \arg\min_{Hz\in}\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z-X_{n}||^{2\}}$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}X_{n}+(1-\alpha_{n})yn(n=0,1,2, \cdots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は
$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1,$ $\lim_{narrow}\inf$ $r_{n}>0$ を

満たすものとする. このとき, $(\partial f)^{-1}0\neq\emptyset$ であるならば, {x訂 は $(\partial f)^{-1}0$ の元
$u$ に弱収束する. さらに,

$f(X_{n+1})-f(u) \leq\alpha_{n}(f(X_{n})-f(u))+\frac{1-\alpha_{n}}{r_{n}}||yn-u||||y_{n}-x_{n}||$

が成り立つ.

4 問題

$E$ を Banach 空間とし, $E^{*}$ をその共役空間とする. これ以降, $E$ と $E^{*}$ に回帰
的であることと狭義凸であることを仮定する.
まず始めに Banach 空間における maximal monotone 写像に対する resolvent の

定義をする. $A\subset E\cross E^{*}$ を maximal monotone 写像とする. このとき $x\in E$ と

$r>0$ に対して
$J(x_{r}-x)+rAx_{r}\ni 0$
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を満たす $x_{r}$ は–意に存在する. この $x$ と $r$ によって決まる $x_{r}$ を $J_{r}x=x_{r}$ として
$J_{r}$ を $A$ の resolvent という. みの不動点と $A$ のゼロ点の間には

$F(J_{r})=A^{-1}0$

の関係があり閉凸集合になる. $J_{r}$ は–価であるが, $E$ が Banach 空間である限り
$J_{r}$ が nonexpansive 写像になるかどうかは分からない. -方, $A\subset E\cross E$ が増大作
用素であるときの resolvent の定義

$\hat{J}_{r}x=\{z\in E:Z+rAz\ni X\}$

においてはみは–価になり nonexpansive 写像にもなる. さらに $E$ が Hilbert 空間.
であればみ $=\hat{]}_{r}$ である

我々は Kamimura-Takahashi によって初めて導入された 2つの点列的近似法を
maximal monotone 写像の resolvent の収束問題を解くことに応用したいのである.
すなわち Halpern タイプの近似法

$x_{0}=x\in E,$ $x_{n+1}=\alpha_{n^{X+()}}1-\alpha_{n}$み。xn $(n=0,1,2, \cdots)$

と Mann タイプの近似法

$x_{0}=x\in E$ , $x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})J_{r}X_{n}n(n=0,1,2, \cdots)$

を考え, (1) の凸最小化問題の解をこれらの近似法によって解明したいのである. た

だし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1],$ $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ である.

問題 4.1 $E$ を–様凸で–様に滑らかな Banach 空間とし, $- A\subset E\cross E^{*}$ を maximal
monotone 写像とする. $x_{0}=x\in E$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})J_{r}X_{n}n(n=0,1,2, \cdots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ ,

$\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすものとする. このとき, $\{x_{n}\}$ が有界で, $A^{-1}0\neq\emptyset$ である

ならば, $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に強収束するだろうか.

問題 42 $E$ を–様凸で–様に滑らかな Banach 空間とし, $A\subset E\cross E^{*}$ を maximal
monotone 写像とする. $x_{0}=x\in E$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})J_{r}x_{n}n(n=0,1,2, \cdots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{7_{n}^{\mathrm{B}}\}\subset(0, \infty)$ は
$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1,$ $\lim_{narrow}\inf r_{n}\infty>0$ を

満たすものとする. このとき, $\{x_{n}\}$ が有界で, $A^{-1}0\neq\emptyset$ であるならば, {x訂は
$A^{-1}0$ の元 $u$ に弱収束するだろうか. .’.

213



問題 4.1および問題 42を解く前に, 次の 2つの問題を解くことが先決かも知れ
ない.

問題 43 $E$ を–様凸で–様に滑らかな Banach 空間とし, $f$ : $Earrow(-\infty, +\infty]$ を

proper で下半連続な凸関数とする. $x_{0}=x\in E$ とし,

$y_{n}= \arg\min_{\in zH}\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z-X_{n}||^{2\}}$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})y_{n}(n=0,1,2, \cdots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim_{n}\alpha_{n}=0,\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ ,

$\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$ を満たすものとする. このとき, $\{x_{n}\}$ が有界で, $(\partial f)^{-1}0\neq\emptyset$ であ

るならば, $\{x_{n}\}$ は $(\partial f)^{-1}0$ の元 $u$ に強収束するだろうか.

問題 44 $E$ を–様凸で–様に滑らかな Banach 空間とし, $f$ : $Earrow(-\infty, +\infty]$ を

proper で下半連続な凸関数とする. $x_{0}=x\in E$ とし,

$y_{n}= \arg\min_{Hz\in}\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z-x_{n}||^{2\}}$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}X_{n}+(1-\alpha_{n})yn(n=0,1,2, \cdots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は $\lim\sup\alpha_{n}<1,$ $\lim_{narrow}\inf$ $r_{n}>0$ を

満たすものとする. このとき, $\{x_{n}\}$ が有界で, $(\partial f)^{-1}0narrow\infty\neq\emptyset$ であるならば, $\{x_{n}\}$

は $(\partial f)^{-1}0$ の元 $u$ に弱収束するだろうか.

我々は次の定理を知っている.

定理 45 [7] $E$ を–様凸で–様に滑らかな Banach 空間とし, $A\subset E\cross E^{*}$ を max-
imal monotone 写像とする. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ であるならば, 任意の $x\in E$ に

たいして $J_{r}x$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に $rarrow\infty$ のとき強収束する. ここで, $Px=u$ とお

くと, $P$ は $E$ から $A^{-1}0$ の上への最短距離の点を与える写像である.
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