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1. はじめに

本稿では譲渡可能効用を持つ提携形ゲームの種々の 1 点解を縮小ゲームによる $-$

貫性という性質を用い特徴付ける。次のような状況を考えてみる : 複数の参加者 (プ

レイヤー) 全員が協力してある額の利益を得た。この全利益を参加上間にいかに配分

すべきであろうか ?譲渡可能効用を持つ提携形ゲームは、この配分問題を、プレイヤ

一の部分的な集まり (提携) がどれくらいの利益を生み出すかを考慮にいれて、解く。
このゲームに、様々な公平性の観点から異なる解 (配分方法) が提唱されている。 こ

れらの種々の解を共通の基準で比較する試みがなされている。本稿で述べる縮小ゲー
ムによる–貫性はこの試みの 1つであり、種々の解の差異を縮小ゲームの差異によっ
て説明する。

2. ETP を持つ線形な値

譲渡可能効用を持つ提携形ゲーム (transferable utility game, TU-game) はプレイヤー

の集合 $N:=\{1,2,\ldots,n\}$ と雑gH’v: $2^{N}arrow \mathbb{R}(v(\emptyset)=0)$の順序対 (N ,v)で与えられる。$N$ の

部分集合 Hは 71携と呼ばれ、その捲Mftlv(S)は $S$ のメンバーが協力して得られる利益

を表している。今後、 $s=|S|$で提携 $s$ に含まれるプレイヤーの人数を表す。 ゲーム (N\tilde :v)

の解は全体提携 $N$ の提携値 v(恥を各プレイヤーにいかに分けるかという問題に関係
している。TU-ゲームすべての集合を $G$ とする。$G$上の 1点解 $([\angle_{\wedge}F)$ とは関数 $\sigma:Garrow \mathbb{R}^{N}\text{、}$

ただし、 $\sigma(N_{\mathcal{V}},)=(\sigma_{j}(N,\mathcal{V}))_{jN}\in’\sum j\in Nj)=\mathcal{V}(N)\text{で}\sigma(N,v\text{ある}$ 。
$\sigma_{j}(N_{\mathcal{V}},)\text{はゲーム}(N,v)\text{にお}$

いてプレイヤ一 j が得る利益の評価値である。
本稿で扱う値の集合を限定するためにいくつかの定義が必要である。

線形性 : $G$ 上の値\mbox{\boldmath $\sigma$}がつぎの条件を満たすとき何まf’\nearrow #形であるという :

$\sigma(N,v+\mathcal{W})=\sigma(N,v)+\sigma(N_{\mathcal{W})},(\forall(N,v),(N,w)\in G)$
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ETP : $G$ 上の値 $\sigma$がつぎの条件を満たすとき $ETP$(equaI treatmentproperty)を持つとい

う:

$v(S\mathrm{u}\{i\})=\mathcal{V}(s\cup\{i\})(\forall S\subset N-\{i,i\})$ を満たすゲーム $(N,v)\in G$ に対して
$\sigma_{i}(N,v)=\sigma j(N,\mathcal{V})(i,j\in N(i\neq i))$である。

本稿では ETP を持つ線形な値のみを扱う。 この ETP を持つ線形な値は次の補題が
示すように、 簡単な形を持っている。

補題 1. (Ruiz $et$ al. 1998) 値\mbox{\boldmath $\sigma$} が ETP を持ちかつ線形であるのは、 次の (1)を満たす

重みの集合 $\{(m_{n,s})s=\mathrm{l},\ldots,n-\iota|n=2,\ldots\}$ が存在するときかつその時のみである :

$\sigma_{i}(N,v)=\frac{v(N)}{n}..+\sum m_{n,s}v(S:is\in s\neq N\subset Ns)-.\sum_{\neq S\emptyset,N}\frac{s}{n}mS.s\subset Nn,sv(S)(\forall(N,v)\in G,\forall i\in N)$
(1)

(1)$\text{式にお^{いて}重み}((m_{n,s})_{S}=1,\ldots,n- 1|n=2,\ldots\}$ は任意の値を取ってもよい。 この ETP を

持つ線形な値と関連するものとして最小二乗値 (Least Square value) がある。 最小二
乗値は (Ruiz $et$ al. 1998) によって次のように定義されている。

重み $\{(m_{n,s})_{S1,\ldots,-}=n1|n=2,\ldots\}$は非負であり、各 $n=2,\ldots$に対して $m_{n,s}(s^{=}1,\ldots,n-1)$ の少な

くとも 1つが正とする。重み $m$ を持つ最小二乗値 L辞は次の問題の最適解として定義
される :

Minimize $. \sum_{s_{\dot{S}\neq N}S\subset N}m_{n,S}(v(S)-\sum_{j\in S}xj)\vee 2$ subject to $\sum_{j\in N}X_{j}=v(N)$

ni $\grave{\lambda}\supset$ち、

$LS_{i}^{nt}(N,v):= \frac{v(N)}{n}+-\sum_{s=}^{n1}-1m1n,S[_{S:iS}S\neq N-\sum_{\in\subset N}m_{n,S}v(s).\sum_{S\otimes,N}s\cdot \mathrm{k}\neq \mathrm{s}\subset N\frac{s}{n}mn,s^{\mathcal{V}}(S)]$
$(\forall i\in N)$

である。 この式と (1)式と比較すれば、 ETP を持つ線形な値\mbox{\boldmath $\sigma$} において、 重み $m$ が非

負でありさらに

$\sum_{\pi 1}^{n-1},\iota,S=1$ $(n=2,\ldots)$ (2)
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を満たせば、 $\sigma$ は最小二乗値とみなせる。

ETP を持つ線形な値のいくつかの例を与える。最小二乗値であるものもないものも
ある。

例 2. 重み $m$ により、 (1)式で与えられる値は次のようなる。

(i) $m_{n,s}= \frac{1}{n-s}(n=2,\ldots;s=1,\ldots,n-1)$であればシャープレイ値となり、

(ii) $m_{t,S},= \frac{1}{2^{n- 2}}(n=2,\ldots;S=1,\ldots,n-1)$ であれば最小 — 乗準仁 (Least Square

prenucleolus, Ruiz et al. 1996) であり、

(iii) $m_{n,s}= \delta_{\backslash k}.\frac{n-1}{n-s}(n=2,\ldots;s=1,\ldots,n-1)$ であれば ENkAC-値 $(k=1,\ldots,n-1)$

(Namekata et al. $2000\mathrm{a}$) となり (だたし、 $\delta_{sk}=_{1}(s=k)_{\text{、}}\delta_{sk}=0$ (S\neq k)である) 、

(iv) $m_{n,s}= \frac{1}{(s+1)(n-s.)}$

.

$(n=2,\ldots;s=1,\ldots,n-1)$であれば団結値 (Solidarity value,

Nowak $et$ al. 1994) となる。

(2)式が成立するかをチ $\supset \mathrm{i}$ ックすることにより、 シャープレイ値、最小二乗準仁、

ENkAC-雨は最小二乗値であるが、 団結値は最小二乗値ではないことが分かる。

3. ETP を持つ線形な値の $-$貫性

ETP を持つ線形な値を縮小ゲームによる $-$貫性という性質を用いて特徴付ける。
ゲーム $(N,v)(n\geq 2)$ に対し、利得ベクトル $x\in \mathbb{R}^{N}$ と除かれるプレイヤー i が与えら

れたときの藷乞 l‘グーム $(N-\{i\},v^{X})$ は次のように与えられる : プレイヤー i は自分の利

得 $x_{i}$ を得て、 ゲームから退く。残りのプレイヤー N-{i}が新しい全体提携となり縮小

ゲーム $(N-\{i\},v)x$が形成される。 この縮小ゲームの特性関数 $\mathcal{V}^{X}$ に関しては

$v^{X}(\emptyset)=0_{\mathcal{V}},x(N-\{i\})=v(N)-X_{i}$だけを仮定する。残りの $v^{X}(S)(\emptyset\subsetneq S\subsetneq N-\{i\})$の (直は次

に述べる縮小ゲーム性を成立させるために各値ごとに定義される。

縮小ゲーム性 : $G$ 上の値 $\sigma$がある縮小ケ $-$ $.\mathrm{A}$ に関してつぎの条件を満たすときその

縮小ゲームに対して縮 4\グーム控を満たすという :

$\sigma_{j}(N-\{i\},v)\sigma(N,v)N=\sigma(j’)\mathcal{V}((N,\mathcal{V})\in G,n\geq 2,i\in N,j\in N-\{i\})$
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ある値の縮小ゲーム性は次のことを主張している : 元のゲームから 1人のプレイヤー
がこのゲームの値の自分の取り分を持ってゲームから退く、そのとき、結果として形

成される縮小ゲームにおいて、残りのプレイヤーは元のゲームと同じ値を得る。 この

ように縮小ゲーム性は–貫性の性質とみなすことができる。

2人ゲームに対する $\alpha$-標準性: $G$ 上の値 $\sigma$がつぎの条件を満たすとき 2 スグ一 A\sim ガ

$L$ て\alpha -I\Phi vであるという :

$\sigma_{j}(\{i,j\},v)=\frac{1}{2}v(\{i,j\})+\alpha[v(\{i\})-v(\{j\})]$

$x_{i}$

図 1. 2人ゲームに対する \alpha -標準性の意味。
$\text{♂^{}2}$ は 2人ゲームに対して標準的であるが、♂は 2人ゲームに対して\alpha -標準的

である。

2人ゲームに対する $\alpha$-標準性の意味は図 1に与えられている。2人ゲームにおいて $\alpha$

が小さくなればなるほど、プレイヤー間の力の差、 $v(\{i\})$ と $v(U\})$の差、 が v({ii})の分

け方に反映されない。特に、 $a=0$ の時には $v(\{i\})$ と v(U})の差に関係なく $v(\{ij\})$を等分

する。 従来の 2人ゲームに対する標準性は $\alpha--1/2$ のときである。 団結値は 1/4-標準性
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を満たすことに注意。

次の定理で (Ruiz $et$ al. 1998) による最小二乗値に関する縮小ゲームによる–貫性
の結果を述べる。 ここで、次の条件が成り立つとき、重み $m$ は $-\ovalbox{\tt\small REJECT} L$で’)るという :

$m_{n,.\backslash }$ . $=m_{n},+m_{n+\iota}+1_{S},.\sigma+1$ $(n=2,\ldots;s=1,\ldots,n-1)$

定理 3. (Ruiz et al. 1998) 重み $m$ を持つ最小二乗値は、重み $m$ が–貫しているならば、
1/2-標準性と次の縮小ゲームに対して縮小ゲーム性を満たす $G$ 上の–意な値である :
$S\subset N-\{i\},$ $S\neq\emptyset,N-\{i\}$ に対して

$v^{X}(S):= \frac{m,1s+1}{1n_{n,.\mathrm{S}}+m_{n},+1s},,[v(S\cup\{i\})-x]i\frac{m_{n,s}}{m_{n,s+}+m_{n,S},\iota}+v(S)$

シャープレイ値と最小二乗準仁と $\mathrm{E}\mathrm{N}^{\mathrm{I}}\mathrm{A}\mathrm{C}$-千と $\mathrm{E}\mathrm{N}^{\mathrm{n}- 1}\mathrm{A}\mathrm{c}$-説の重み $m$ は-貫してい

るが、 $\mathrm{E}\mathrm{N}^{k}\mathrm{A}\mathrm{C}-\text{値}(k=2,\ldots,n-2)$ の重み $m$ は–貫していない。

ここで、 $\mathrm{E}\mathrm{T}\mathrm{P}$ を持つ線形な値のたあに ‘ 次のタイプの縮小ゲームを考察する。

$0\leq p_{\backslash }.\leq 1,0\leq q.\sigma\leq 1,r.>0\sigma$ とし、 $\emptyset\subsetneq S\subsetneq N-\{i\}$ に対して、

$v^{X}(S):=r_{\backslash }.$ (3)

この縮小ゲームは次のような意味を持つ。縮小ゲーム $(N-\{i\},v^{\kappa})$ における提携 $S$

の提携値を評価するために、提携 $s$ はプレイヤ $-i$ を、 (1) 提携の大きさを変えずに、
または (2) 提携の人数を 1人増やすことにより、 取り込もうとする。 しかし、 (1)

置き換えるための、 または、 (2) 増やすための、候補者 $l$ は $N-\{i\}\text{から無作為に_{、}す}$

なわち、確率 1/$(\mathrm{n}$-1 $)$で選ばれる。 この候補者 1が提携 $s$ に属さなければ (図 2の上の

図を参照)
、

(1) 提携 $S$ は確率 $p_{S}$で提携の大きさを変えずにプレイヤ $-i$ を取り込むこ

とはできず、 $(N-\{i\},’)$ における提携値は元の $v(S)$ のままであり、 また、 (2) 提携 $s$

は確率 $1-p_{S}$ でプレイヤー 1を説得して彼の代わりにプレイヤ$-i$ を取り込むことがで

きず、 $(N-\{i\},v)X$ における提携値は $v(S\cup\{l\})$ である。 候補者 $I$ が提携 $S$ に属せば (図

2 の下の図を参照)
、

(1) 確率 $q_{s}$ でプレイヤー i はプレイヤー l と置き換わり提携
$S\cup\{i\}-\{l\}$ を形成し、 (2) 確率 $1-q_{S}$でプレイヤー i は提携 $S$ に加わり $S\cup\{i\}$ を形成す

る。 プレイヤー i が利得 $x_{i}$ を持ってゲーム (N,v)から退く時、 縮小ゲーム ($N-\{i\},\varphi_{)}$ に

おいて提携 $S$ はその残り、すなわち、 (1) $v(S\cup\{i\}-\{l\})-X_{j}$または (2) $v(S\cup\{i\})-X_{j}$
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$0$

(1) 確率 $p_{s}$ で (2) 確率 $1-p_{S}\mathrm{I}^{\backslash }\backslash$

$\square$

(1) 確率 $q_{s}$ で (2) 確率 $1-q_{s}\mathrm{I}^{\backslash }\backslash$

図 2. 提携 $S$ がプレイヤー i を取り込もうとする方法

を得る。 従って、 ($N-\{i\}^{j)}$, における提携 $S$ の期待提携値 $v^{X}(S)$は (3)で与えられる。 た

だし、 $r_{s}$ はある値で、 1に等しくなければ、厳密な意味での期待値ではない。

$p_{s}$ と $q_{s}$の 3つの解釈を述べる :(i) $p_{s}=_{q_{S^{=_{p}}}}$ (一定)
、

(ii) $p_{s}=q_{\sigma}.= \frac{n-s-1}{n-1}\text{、}$ (iii)

$p_{s}=q"= \frac{n-s-1}{\prime n}\circ$ (1) 提携 $s$が提携の大きさを変えないか (2) -人だけ人数を増や

すか、 を決定するために、あるプレイヤーが無作為に選ばれ (1) か (2) を選ぶ。 も

し、 どの選ばれたプレイヤーも確率 $p$ で (1) を選び、確率 1ずで (2) を選べば、 (i)

が得られる。 もし、 $S$ のメンバーは (2) を選び、 $S$ 以外のメンバ一が (1) を選び、

プレイヤー i がこの決定過程から除外されているならば、 (ii) が得られる。 もし、 $s$

のメンバーとプレイヤ一 i が (2) を選び、 それ以外が (1) を選べば、 (iii) が得られ

る。

このとき次のことが成立する。

定理 4. (Namekata $et$ al. $2000\mathrm{b}$ ) シャープレイ値、最小二乗準仁、 団結値は表 1のよ

うに係数乃 $q,$ $r$ を定めれば (3)の縮小ゲームに対して縮小ゲーム性を満たし、 2人ゲー

ムに対する $m_{2,1}/2$-標準性を満たす $G$ 上の-意の値である。
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表 1. 縮小ゲーム (3)における係数 $p,$ $q,$ $r$ の値

定理 4によりシャープレイ値と最小二乗準仁と団結値が同じ土俵の上、特に、同じ
タイプの縮小ゲーム (3)の係数の違い、で比較可能となった。 まず、シャープレイ値と

最小二乗準仁では $n\tau_{2,1}=1$ であるゐで、 2人ゲームに対する 1/2-標準性を満たすが、 $-$

方、 団結値では $m_{2,1}=1/2$ であるので、 2人ゲームに対する 1/4-標準性を満たす。

まず、シャープレイ値と最小二乗準仁を比較する。表 1のシャープレイ値の上の行
で $\alpha=1/2$ とおいたものと最小二乗準仁の行を比較する。違いは $p1,$ $q1,$ pn-2, qn-2, $rs$ であ

る; シャープレイ値では $r_{s}=1$ であるが、最小二乗準仁では rs=l+l/(n-2)である。また、

表 1のシャープレイ値の下の行で $\alpha^{--}n-2$ とおいたものと最小二乗準仁の行を比較する。

違いは $p_{s}$ と $q_{s}$ である ; シャープレイ値の方は (ii) の解釈であり、最小二乗準仁の方
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は (i) の解釈である。
次に、 シャープレイ値と団結値を比較する。表 1のシャープレイ値の上の行で $\alpha^{--}1$

とおいたものと団結値の上の行を比較する。違いは $p_{n- 2},$ $q,-2,$ rn-2である ; さらに、 シ

ャープレイ値は 2人ゲームに対する 1/2-標準性を満たすが、団結値は 2人ゲームに対

する 1/4-標準性を満たす。 また、 表 1のシャープレイ値の下の行で $\sigma--n-1$ とおいたも

のと団結値の下の行を比較する。違いは、 2人ゲームに対する標準性に加え、$p_{1},$ $q_{1},$ $r_{S}$

である。

最後に、 従来知られていなかった団結値に関する結果を系として述べる。

系 5. 団結値は次の (4) と (5)の縮小ゲームに対して縮小ゲーム性を満たし、 2人ゲーム

に対する 1/4-標準性を満たす $G$ 上の–意の値である。

$v^{x}(S)=\{$

$\frac{n-s-1}{n-1}v(S)+\frac{1}{n-1}\sum_{l\in_{\iota}\sigma}[v(s\mathrm{U}\{i\}-\{l\})-x]j$ for $s\neq n-2$ ,

$\frac{n-s-1}{n-1}v(S)+\frac{1}{n}\sum_{j\prime\in Ns\cup 1\}}v(S-\cup\{l\})$ (4)

for $\mathrm{s}=n-2$ .
$+ \frac{1}{n-1},\sum_{\in S}[v(s\cup\{i\}-\{l\})-xi]+\frac{n-2}{n}[\mathcal{V}(S\cup\{i\})-x_{i}]$

$v^{X}(S)=$
$+ \frac{n-s-1}{n(n-1)},\sum_{\in S}[\mathcal{V}(s\cup\{i\}-\{l\})-X_{j}]+\frac{s(s+1)}{n(n-1)}[\mathcal{V}(s\cup\{i\})-X_{i}]$

4. おわりに

本稿では、 ETP を持つ線形な値、特に、 シャープレイ値、最小二乗準仁、団結値を

縮小ゲームによる –貫性という性質で特徴付けた。定理等の証明は省略した。証明は

参考文献を参照されたい。
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