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1. INTRODUCTION

次の空間 1次元非線形 Schr\"odinger方程式

(1)

を考える。本講演で考察する問題は、 $\phi$がどのような条件の下で、解 $u$

が実解析的になるかという問題である。 $\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{y}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}_{-}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{h}[5]$ により、初期
値 $\phi$が $||e^{a1x}|\phi||<\infty$ を満たす時、解 $u$ は、 $t\neq 0$ で実解析的になること
がわかっている。 –方、Hayashi-Kato [3], Taniguchi-Kato[7] において、
$||(x\partial_{x})^{k}\phi||\leq CA^{l}l!$ が任意の自然数 $l$ で満たされれば、 (1) は $t\neq 0$ で

時空間変数に関し実解析的になることを示している。ただし、 $||\cdot||$ は、

(1) の初期値問題を解くことができる適当な Sobolev ノルムである。
本講演では、後者と同様のことを解析接続を用いて示すことを目標

とする。 主結果は以下の通りである。簡単のため、 $f(u)=u^{2}$ とする。
初期値 $\phi$ に次の条件を仮定する。

$\mathrm{A}_{\mathrm{S}\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{m}_{\mathrm{P}}}\mathrm{t}\mathrm{i}\circ \mathrm{n}1$ . 初期値 $\phi$ はその Fourier変換 $\hat{\phi}$がある正数 $A>0$ に

対し $\Omega_{A}=\{\xi\dashv- i\eta\in \mathbb{C};0<\eta<A\xi QrA\xi<\eta<0\}$ で正則で、

$\sup_{0\leq a\leq A}||\langle\xi\rangle\hat{\phi}(\xi-ia\xi)||_{L}2‘<\infty$ ,

かつ、 任意の $\epsilon>0$ に対し、

$\sup_{\epsilon<a<A-\epsilon}||\partial\epsilon\phi(\xi-ia\xi)||L^{2}‘<\infty$ .

ここで、 $\langle\xi\rangle=(1+\xi^{2})1/2$ .

Theorem 1. 上記 $Assumpti_{\circ n}l$ を仮定する。そのとき、 ある $T>0$が

存在して (1) の解 $u$が $C([0, T];H^{1})$ で–意的に存在し、 さらに $\exists B>0$

が存在し、 $u$は同 $<Bt$ において実解析的。

Remark 1. この結果は部分的なものであり、 この条件の下で解 $\tau\iota$ は $\mathbb{R}$

上で実解析的であると期待される。以下の証明では、 $B$ を任意に大き
くとることはできない。
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Remark 2. $Hayashi- Kato[3],$ $\tau_{a}niguchi- Kato[7]$ では、空間次元が 1次
元の場合には初期値の条件として原点以外 (あるいはある 1点以外) は
解析的を仮定している。Assumptionlでは、複数の点が解析的でなく
てもよい。

2. 証明の方針

証明は以下の 3つのステップで行なう。
(ステップ 1)
(1) を解くことは、次の積分方程式を解くことに帰着される。

(2) \^u $(t, \xi)=e^{it\xi^{2}}\hat{\phi}(\xi)+i\int_{0}^{t}e^{i}\hat{u}(t-s)\xi^{2}*\hat{u}(s,\xi)dS$.

もし、 \^u $(t, \xi)$が $\Omega_{A}$ まで解析接続できると仮定すると形式的に方程式 (2)
は次のようになる。

(3) \^u $(t,\xi-ia\xi)=e^{it(\epsilon)}\epsilon-ia2\hat{\emptyset}(\xi-ia\xi)$

$+i(1-ia) \int_{0}^{t}e^{i(t-}\hat{u}s)(\epsilon-ia\xi)^{2}*\hat{u}(s,\xi-ia\xi)dS$ .

$\tilde{u}_{a}(t, \xi)=\hat{u}(t, \xi-ia\xi)$ とおくと、 積分方程式

(4)

$\tilde{u}_{a}(t,\xi)=e^{it(-i\epsilon)}\xi a2\hat{\emptyset}(\xi-ia\xi)+i(1-ia)\int_{0}^{t}e^{(S}-ia\epsilon)2\tilde{u}_{a}it\neg)(\xi*\tilde{u}_{a}(s,\xi)ds$,

が得られる。 (4) の解を次のように逐次近似で求める。

(5) $\tilde{u}_{a}^{(0)}(t,\xi)=e-i)2\hat{\phi}it(\epsilon a\epsilon(\xi-ia\xi)$ ,
(6)

$\tilde{u}_{a}^{(N)}(t,\xi)=e^{it}-ia\xi)2\hat{\phi}(\xi(\xi-ia\xi)$

$+i(1-ia) \int_{0}^{t}e^{i}(t-\theta)(\epsilon-ia\xi)2(N-\tilde{u}_{a}\tilde{u}1)_{*}(aN-1)(s,\xi)d_{S}$.

各 $0<a<A$ について、 関数空間
$X_{a}=\{f(t,\xi)\in C([0, T], L^{2}\mathrm{I}||||f|||_{X_{a}}<\infty\}$

を用意する。 ここで、

$|||f|||x_{a}= \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}0\leq t\leq T\max\{||e^{4at|}\langle\xi|\xi\rangle f(t,\xi)||_{L^{2}}‘’||e^{4at|\xi}\partial\epsilon|f(t,\xi)||L^{2}‘\}$

とする。 各 $0<a<A$ に対し、積分方程式 (4) を解く。 これは、通常の
縮小写像の原理を用いて解くことができる。
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(ステップ 2)
$U(t, \xi-ia\xi)=\tilde{u}_{a}(t,\xi)$ と置き、 $U(t, \zeta)$ が $\Omega_{A}$ で正則であることを示

す。 このために、次の 2つの補題を用意する。

Lemma 1. $g(\zeta)=g(\xi-ia\xi)$ が $\Omega_{A}$ で正則かつ $0<a<A$ に対し、
$g(\xi-ia\xi),$ $\partial_{\xi}[g(\xi-ia\xi)],$ $\xi g(\xi-ia\xi)\in L_{\xi}^{2}$ とする。 このとき、

$F( \xi,a)=(1-ia)\int_{-\infty}^{\infty}g((\xi-\eta)-ia(\xi-\eta))g(\eta-ia\eta)d\eta$

に対して、 $\tilde{F}(\zeta)=\tilde{F}(\xi-ia\xi)=F(\xi, a)$ と定めると $\tilde{F}(\zeta)$ は $\Omega_{A}$ で正則。

Lemma 2. $K$ を $\Omega_{A}$ のコンパクト集合とすると、 $0\leq t\leq T$ に対し、
$\tilde{u}_{a}^{(N)}(t, \xi)$ は $K$ 上一様収束する。

(証明は略)

(ステップ 3)
ステップ 2の結果から、解の積分表示

$u(t,x)= \frac{1}{2\pi}\int_{-\infty}^{\infty}e^{it\epsilon x}\hat{\emptyset}(\xi)e2i\xi d\xi+\frac{i}{2\pi}\int_{-\infty}^{\infty}\int_{0}^{t}e^{i(t}-S)\epsilon 2\hat{u}*\hat{u}(s,\xi)edix\epsilon sd\xi$

において、 $|x|<\exists Bt$ なら $\xi$ に関する積分路を $\Gamma_{a}=\{\xi-ia\xi;\xi\in \mathbb{R}\}$ に

取り換えることができて

(7) $u(t,x)=(1-ia)/2 \pi\int_{-\infty}^{\infty}e^{it(}-i2\hat{\phi}\epsilon a\xi)(\xi)edix(\xi-ia\epsilon)\xi$

$+i(1-ia)2/2 \pi\int_{-\infty}^{\infty}\int_{0}^{t}e^{i(}-S(\epsilon_{-}ia\epsilon)2)t)*\hat{u}(s,\xi-ia\xi e^{i(\xi}\hat{u}-ia\epsilon)dxsd\xi$ ,

と表すことができる。第 1項は、 $|e^{if(ia\xi)}\epsilon-2|=e^{-2at\xi^{2}}$ だから積分路の変
更ができることは明らか。第 2項は、 $t$ に関する積分を $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{-6}$ と $\int_{t-\delta}^{t}l_{arrow}^{arrow}$

分けて考える。 $\int_{0}^{t-\delta}$ においては、 $|e^{i(-s)}t(\epsilon-ia\epsilon)^{2}|\leq e^{-2(t-}S)a\xi 2\leq e^{-2\delta a\xi^{2}}$

だから、 $\forall x\in \mathbb{R}$ に対し、積分路の変更ができる。 $\int_{t-\delta}^{t}$ においては、 $|\hat{u}*$

\^u $(s, \xi-ia\xi)|=e-4aS|\xi|\mathrm{x}|L^{1}-function|\leq e^{-4a(t-\delta})|\epsilon|\mathrm{x}|L^{1}-functi_{on|}$

だから、 $|ax\xi|<|4a(t-\delta)\xi|$ すなわち、 $B=4$ ととれば、 $|x|<Bt$ で

積分路の変更ができる。
(7) において、 $x$ に関して定義域を $x$ の複素近傍に拡張することがで

きるから $|x|<Bt$で実解析的であることがわかる。
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