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1. はじめに

物理システムにフィードバック制御が加えられたとき, システムの入力にフィ一ドバッ

クループによる時間遅れが生じることがある. 一般にこの遅れをむだ時間と呼び, 通常遅

れの小さい場合が解析の対象となっている. 一般に時間遅れを含むシステムは, その解は

遅れ時間に対応する初期状態 (関数) により支配され, その解は関数空間上にあるため,

無限次元空間上で解の挙動を把握することが重要となる.
近年, 機械工作機のダイナミクスと切削面の空間パターンとの関係に興味が持たれて

いる $[1, 2]$ . この様な工作機は切削対象全体を刃の 1軸方向の移動に対して時間的に周期
的に移動させる. この時, 切削刃のダイナミクスが大きな時間遅れを含む力学系で表され
ることが知られている. このダイナミクスにより切削面のパターンに種々の紋様が現れ,
刃のダイナミクスとどの様な関係があるかが, 上に述べた無限次元空間上の解の挙動との
関係で興味深いものとなっている.

Giacomelli らは時間遅れを含む系の力学的挙動を時間・空間に拡張した状態空間で議論
するアイデアを提案した $[3, 4]$ . 彼らの研究は元来 $\mathrm{G}\mathrm{L}$ 方程式で記述されるような分布系
の実験的現象を時間遅れ系として理解することを目的として行われたが, 逆に時間遅れ系
を時空状態空間上で解釈することの可能性を与えた点に注目できる. その解析の方法は
限られた族の方程式群にのみ有効であるが, アイデア自体は方法に限定されたものでは
ない. .

筆者らは従来より時間遅れフィードバックを用いてカオスアトラクタ一に埋め込まれた
不安定周期解の安定化すなわちカオス制御を実験的に検討してきた $[5, 6]$ . その大域的な
安定化のプロセスを理解することを目的として, 時間遅れフイ一ドバック制御が加えられ
た振動子の振動の時系列を, 時間および空間を状態空間とする系に展開することを試み
た [7]. 本報告ではその解の挙動を時空状態空間上で解釈する方法について述べ, その方
法の数理的理解を試みると共に, 解析法の方向性について述べる.

2. 時間遅れ系の時空間展開

Giacomelli らが提案した, ある種の時間遅れ系に対して適用可能な状態空間の時空状態
空間への展開について述べる $[3, 4]$ .

階の時間遅れを含む系
$\dot{y}=f(y, y_{d})$ (1)

を考える. この系において $y_{d}=y(t-\mathcal{T})$ は遅れ成分を表す. ここで, $\tau$ は時間の遅れを

表す. この系において時間変数 $t$ は

$t=\sigma+\theta\tau$ (2)
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で表すことができる. この時, 時間変数 $t\in \mathbb{R}$ は遅れ\tau =Tで--定ならば $(\sigma,\theta)\in \mathrm{R}\cross \mathrm{N}$

で等価的に表すことができる. これは, 模式的に見れば遅れ $\tau=T$ において図 1のような

時系列データの状態空間への展開と見ることができる.

図 1: 時空状態関数平面への展開

階の時間遅れを含む力学系について, Giacomelli らが, 系が Hopf 分岐を起こす前後
でこの様な時空状態空間への展開を実行し, ある種の系について Ginzuburg-Landau 方程
式に変形できることを示した [4]. さらにこれらにおいては移動リアプノブ指数 [8] の適用
が可能であり, 元の系の力学的特徴が時空状態空間でも評価できることが示された.

3. 時間遅れフィードバック制御によるカオス制御と状態空間の時空間展開

従来より実験的に検討してきた, 磁気弾性振動系の時間遅れフィードバック制御による
不安的周期解の安定化の実験結果について述べる $[5, 6]$ . 実験システムの概要を図 2に示
す. このシステムはカオスを発生する周期外力磁気弾性システムに, 現在のシステムの状
態とメモリーに記憶した安定化したい不安定周期解の周期だけ前の状態との偏差を取り,
それを負帰還させる連続時間フィードバック制御則 [9] を実現したものである. 現在では
この制御則の拡張法も提案されている [10]. さらにその安定化についても理論的検討がな
されている [11, 12, 13]. しかしながら, 解の安定性についての議論は可能であるが, 安
定に至る, あるいは安定性を失うメカニズムについては現時点でも明快な説明が与えられ
ているとは言い難い.
図 2に示したシステムを厳密に時空状態空間上でモデル化することは困難であるので,

ここでは実験データを遅れ時間\tau =Tを用いて $(\sigma, \theta)$ に直接展開し, その時空的変化を観
察する方法を取る. 図 2に示したシステムにおいて, 制御を開始すると, カオス状態にあ

るシステムが安定化される. 図 $3(\mathrm{a})$ に変位の変化の時系列データを示す. この時系列デー
タを前述の $(\sigma, \theta)$ に展開し, その等高線分布を取ったものが図 $3(\mathrm{b})$ である. さらに, これ

らを 3 $\mathrm{D}$プロットしたものを図 $3(\mathrm{c})$ に示す. これらから, 制御入力の有無に係わらず位相
間で伝搬していく波動状の変化があることがわかる. カオス制御の結果, カオスアトラク

タに内在する不安定周期解の安定化が達成されると状態は周期 Tの周期状態になるため,

振幅の等高線は時間的にほとんど変化しない. 安定化後に見られる等高線の変化はその振

80



図 2: 磁気弾性系カオスの時間遅れフィードバックシステム (実験システム)

幅の微少な変化があるためである. これらから考えると, 安定化の達成は位相\mbox{\boldmath $\sigma$}軸に対し

て波形が定在する状態であり, 波動状の変化が残存している状態では安定化されない.
図 4は同じシステムで, カオス状態が–度安定化されたように見受けられた後再びカオ

ス状態となる場合の変化を示している. 一度収束した状態は時間波形で分かるように 2周
期の波形である. この場合制御入力は消滅しておらず, 等高線, 3 $\mathrm{D}$プロットでは, ゆっ
くりとした波の伝搬が残っている. この波は節のある定在波に近い状態にあるが, 時間と
共に状態が不安定となり, 再度カオス的波動伝搬に至っていることがわかる.
以上の結果から分かるように, 時間遅れフィードバックによるカオスアトラクターに埋
め込まれた不安定周期軌道の安定化の問題は, $(\sigma, \theta)$ 時空状態空間では振動による波動の
発生消滅と関係あるように見受けられる. 安定性を示す指数などを用いた定量的な検討
は今後の課題となるが, これまで平衡点近傍での議論しかできなかった時間遅れ系の挙動
を, 振動の伝搬およびその安定性という観点で大域的に検討できる可能性を示している.
著者らは波動の安定性に関する議論を Duffing 振子が空間的に結合された系に対して行っ
ており, その波動の空間的な引き込み関数の議論がこの問題にも適用できる [7, 14, 15].

4. 遅れ時間時系列の時空展開の数理的理解

時間遅れ系の関数空間への展開を現象論で議論することは, 現象の直感的理解を助ける
が, それ以上の発展を求めることは難しい. そこで, 上述した議論を数理的に考える道具
立てについて以下に述べる.

41 遅れ時間時系列の関数空間への展開

時間遅れ $\tau$ を含む系の状態空間は次のように与えられる.

$\mathrm{c}=\mathbb{C}([-\mathcal{T}, \mathrm{o}], \mathrm{R}n)arrow L[0, \infty)\in X$ (3)

ここで Xは Banach 空間である. このとき, 時空展開は次のように定義できる.

$l_{x}=\{\{f_{i}\}, fi\in X, \forall i, i\in N\}$ (4)

ここで, $\iota_{x}\in X$ : Banach 空間である.

81



(C)

図 3: 時間遅れフィードバック制御された磁気弾性体の挙動とその時空状態空間への展開
(1)

このとき, $\mathrm{p}$
-ノルムが有限, すなわち

$( \sum_{i=0}^{\infty}||fi||^{p}x)1/p<\infty$ (5)

ならば,
$l_{X}^{p}\Leftrightarrow L^{p}[0, \infty)\in X$ (6)

の対応関係が得られる.
方, 制御理論にリフティングという概念がある [16, 17, 18]. これは連続時間信号を

$l_{L^{p}[0,\tau]}$ 上の離散関数列 $\{f_{i}\}$ と見なしてシステムの記述および制御を実現する理論で, 連
続時間系に対するサンプル値制御理論の理論的裏付けを与えている. 本稿で述べた時空展
開の理解にはこの理論が助けとなる.

42 時空展開写像 $W_{\tau}$

時空展開に関わる関数空間は次のように定義される. いま,

$t=\sigma+\theta_{\mathcal{T}}0\leq\sigma<\tau$ (7)
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図 4: 時間遅れフィードバック制御された磁気弾性体の挙動とその時空状態空間への展開
(2)

とする. ここで, $\theta\in \mathbb{N}$ である. さらに,

$\hat{f_{i}}(\sigma)=f(\sigma+\theta_{\mathcal{T})}$ (8)

で与えると, $f$ は $L^{p}[0, \infty)$ で定義される連続関数, $\hat{f}$ は $l_{L^{p}[\tau]}0$, で定義される無限離散関
数列となる. この時, 両空間でノルムの定義が同–ならば二つの Banach 空間の間に位相
同形な写像が定義できる. すなわち,

$\hat{f}=W_{\tau}^{\cdot}f$ (9)

が与えられ, もし, システムが遅れ\tau に対して線形ならば, $W_{\tau}$ は逆写像 $W_{\tau}^{-1}$を有する.

43 システムダイナミクスと時空展開

$IP[0, \infty),$ $l_{L}\mathrm{p}[0,\tau]$ における解の収束および安定性を考える. すなわち, $W_{\tau}$ が時不変性
を有すれば安定解が存在することになる. 時不変性を有するための条件は以下のようにな
ることが前出の論文で示されている.
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$\bullet$ 遅れ作用素を $D_{\tau}$ , システムダイナミクスを $G$ : $L^{p}arrow L^{p}$ とするとき, $G$ が時不変
ならば $D_{\tau}$ が可換で $D_{\tau}G=D_{\tau}G$

. $\cdot$...
$\bullet$ シフト作用素 Sに関して $W_{\tau}D_{\tau}=SW_{\tau}$ が成立する.

$\bullet$ Convolution が定義できる.

一般に, 実験で検討している時間遅れ系は $p=2$ の Hilbert 空間であると考えてなん
ら支障は無い. 従って, $L^{2}[0, \infty.),$ $l_{L^{2}[0},\tau]$ におけるダイナミクスは, $\hat{f}$ を Fourier 展開し
た無限次元ベクトルで表現できる. すなわち

$\hat{f}.(\sigma)\vee.\cdot..\cdot..\cdot..\cdot::’.:\cdot=m=-\sum_{\infty}^{\infty}‘ a_{m}ejm\sigma/\tau,$ $\sigma\in[0, \tau)$ (10)

と与えられる.
ここで, 無限次元ベクトルを $[\cdots a_{-1}a_{01}a\cdots]$ で与え, $G$ : $IParrow L^{\mathrm{p}}$ に $W_{\tau}$を作用さ

せる. さらに, システムダイナミクス $G$ を作用素と見なすとき, その作用は $G$ が線形な
らば\mbox{\boldmath $\omega$}m $=\omega+2\pi m/\tau$ でブロック対角化可能となり,

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}[\cdots\hat{G}(j\omega_{-1})\hat{G}(j\omega)\hat{G}(j\omega_{1}). . .]$

と表現できる. これは, システムの応答を遅れの各成分が存在する空間の間の写像とし
て独立に扱うことができることを示している. –方, システムが非線形ならば, ブロック
対角化ができない. そのため, 関数空間の間の写像をいかに把握するかが重要な課題と
なる.

これまで時間遅れを有する非線形なシステムに関して, 平衡点近傍における局所線形領
域での議論に限って, Floquet 解の安定性を用いた議論があった. しかしながら, これは
大域的な写像のダイナミクスを理解することはできないことは言うまでもない. 本報告で
述べている関数空間の写像として $\hat{G}$ を扱うことができれば, 時間遅れ系のダイナミクス
がより理解しやすいものとなると考えられる.

5. おわりに

本報告では, 時間遅れを含む系の無限次元ダイナミクスを連続位相・離散時間に時空状
態空間に展開する方法について説明した. その結果, 時系列では理解が難しい時間遅れ
の影響を受けたダイナミクスを, 分布空間の波動現象として捉えることができることを,
Duffi皿 g 振子のカオス軌道に埋め込まれた不安定周期軌道の時間遅れフィードバック制御
による安定化の実験結果に基づいて説明した.
続いて, 時空状態空間で現象論で理解できる安定化について, 数理的に説明するための

枠組みを制御理論で確立したリフティングの考え方に従って示した. しかしながら, 本質
的に非線形なシステムに遅れが加えられている場合には, 関数空間の間の写像を表現する
こ $k$’が重要な課題となわ, 遅れに関する関数空間の力学理論をどのように適用, あるいは
構築するか重要であることが示された.
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