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1 導入

無限次元空間上の測度論は1950年代の ProkhoroV_{、}SaZonoV_{、} Minlos 等の仕事
([14,15,12]) により独立した研究分野として確立された。 この分野のことを簡単に言
えば、 「有限次元空間で有効な Lebesgue 測度は、 無限次元空間上では存在しない。
無限次元空間上に Lebesgue 測度にできるだけ近し歯質をもった測度をつくることが
究極の目的である。」 ということになるだろう。 しかし、 無限次元という性質上、 有
限測度が主な研究対象となる。 (もちろん、 無限測度に関する研究もあるが ([18])。)
そこで、 中心的な役割を果たす、 目標とする測度は、 Lebesgue 測度そのものではな
く、 Gauss 確率測度になる。 Gauss 測度は、 有限次元空間での定義をそのまま無限
次元 Hilbert 空間上においても拡張して定義できるが、 実は、 これはシリンダー測
度であって、 σ‐加法性を満たす通常の測度になっていない。従って、 この Gauss シ
リンダー測度がどのような条件のもとで測度に拡張可能になるかが、 重要な問題と
なる。 1962年、  GroSS([5]) が可測ノルムという概念を導入した。 これは Gauss シリ
ンダー測度を測度に拡張するための条件である。 1971年、 Dudley‐Feldman‐LeCam
ら ([3]) が更に広い範囲でのシリンダー測度について測度化可能となる必要十分条件
として可測ノルムを定義した。 この2つの概念は極めて近いが微妙に異なる。 この
ことについて、 Badrikian‐Chevet  ([1]) がすべてのシリンダ一測度について同値では
ないかという Conjecture を提示した。 これは1984年、 著者め—人である  Maeda[8]
により、 否定的に解決されている。 —方、 この2つの概念が—致するようなシリン
ダー測度はどのようなものになるかが問題としてでてくる。 これについても、 Maeda
により、 一般化された回転不変なシリンダー測度までの範囲は明らかになっている。
(最大の場合はまだ、 未解決であるが。) この2つの可測ノルムの周辺は複数の条件
があり、 それらについての問題が議論されている。 比較的、 最近のものでは、  Yan_{、}

 G_{0}ng([17,4]) による条件がある。 この論文の中では、 6つの条件について調べる。
1998年、 Maeda‐Hagihara により、 Gauss シリンダー測度に関しては2つの意味で
可測であるが、 あるシリンダー測度については D.F.L の意味で可測で Gross の意味
では可測にならないような例が示された。 更に、 1999年、 Maeda‐Shibuya‐Bandou
によって、 1984年の例と上記の6つの条件との関係、 吏に、 回転不変、 回転準不変
の場合での関係についての結果を得た。 この論文においては、 1984年に作られたノ
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ルムとシリンダー測度、 1998年に作られたノルムとシリンダー測度、 更に新しいノ

ルムとシリンダー測度を作って Gauss シリンダー測度との関係をからめながら  、6

つの条件との関係を調べていく。結果としては、 Gauss シリンダー測度に関しても、
1984年の例のノルムは可測にならないこと、 また、 1998年の例のシリンダー測度と
6つの条件の関係等に新しい結果を得たので、 これらを報告する。

2 準備

この論文では、  X を Banach 空間、  X' を  X の位相的双対空間とし、  (\cdot, \cdot.) を  X' と
 X の natural pairing とする。 また、  B(X) を  X 上の Borel  \sigma‐algebra とする。 .  H

を実可分 Hilbert 空間、  <\cdot,  \cdot> を  H 上の内積、  FD(H) を  H の有限次元部分空間全

体、‐  \mathcal{F} を  H 上の有限次元部分空間への直交射影の全体とする。 また、  I で恒等写像
を表すことにする。

 Z が、  \xi_{1},  \xi_{2},  \ldots,  \xi_{n}\in X',  D\in B(R^{n}) に対して、 次のように表されるとき、 シリ

ンダー集合という。

 Z
.  =\{x\in X;((\xi_{1}, X), (\xi_{2}, x), \ldots, (\xi_{n}, x))\in D\}

 \xi_{1},  \xi_{2},  \ldots,  \xi_{n} を固定したときのシリンダー集合全体、  \mathcal{R}_{\xi_{1},\xi_{2}},\ldots 愈は  \sigma‐algebra にな
’

るが、 シリンダー集合全体、  \mathcal{R}. は  \sigma‐algebra になるとは限らない。
また、 Hilbert 空間上のシリンダー集合は、 直交射影を使って次のように表すこと

ができる。

 Z=\{x\in H;Px\in F\}  (P\in \mathcal{F}, F\in B(PH))

次にシリンダー測度を定義する。

定義21(シリンダー測度)  \prime \mathcal{R} 上に定義された関数  \mu が次の条件を満たすとき、 シ
リンダー測度であるという。

(i)  \mu :  \mathcal{R}arrow[0,1]
(ii)  \mu の  \mathcal{R}_{\xi_{1},\xi_{2},\ldots,\xi_{n}} への制限は確率測度

次に Hilbert 空間上で重要な役割を果たす Gauss シリンダー測度を定義する。

定義22(Gauss シリンダー測度) 集合関数  \gamma :  J\mathcal{R}arrow[0,1] が次のような形で表さ
れるとき、 Gauss シリンダー測度であるという。

 |x|^{2}

  \gamma(Z)=(\frac{1}{\sqrt{2\pi}})n\int_{F}e^{-}\overline{2}d_{X}
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ただし、  Z=\{x\in H;Px\in F\}_{、}n=\dim PH_{、}dx は  PH 上の Lebesgue 測度と
する。

注意1  H が無限次元空間のとき、  \gamma は有限加法的測度であるが、 σ‐加法的測度ではな

 \underline{|x|^{2}}
レ)  \circ 一般に Gauss シリンダ一測度は、パラメータ  t を使って、   \gamma_{t}(Z)=(\frac{1}{\sqrt{2\pi t}})n\int_{F}e2t^{2}-dx
と表され、  t=1 のとき、標準的 Gauss シリンダー測度というが、 この論文では、特
に断らない限り、 単に Gauss シリンダー測度で標準的 Gauss シリンダー測度を表す
ことにする。

次に、 Gauss シリンダー測度を含み、 その1つの特性である回転不変性をもつシ
リンダー測度の全体、 さらに、 これを—般化した回転準不変シリンダー測度等の定

義をする。

定義23(回転不変シリンダー測度)  \mu を  H 上のシリンダー測度とする。  U を  H 上
のユニタリ作用素の全体とする。

 \mu(C)=\mu(u(C))  (u\in U, C\in R_{H})

が常に成り立つとき、  \mu を回転不変シリンダー測度という。

ただし、  \prime \mathcal{R}_{H} を  H 上のシリンダー集合全体とする。

定義24(回転準不変シリンダ一測度) 任意の  \epsilon>0 に対して、 ある  \delta>0 で、
 \mu(C)<\delta\Rightarrow\mu(u(C))<\epsilon(u\in U, C\in \mathcal{R}_{H}) を満たすようなものが存在すると

き、  H 上のシリンダー測度  \mu は回転準不変シリンダー測度であるという。

次に、 この論文の主題である可測ノルムの定義をする。

定義25(Gross の可測ノルム) 任意の  \in>0 に対して、 ある  P_{0}\in \mathcal{F} が存在して、
 P\perp P_{0} となるどんな  P\in F に対しても、

 \mu(\{x\in H;||PX||>\in\})<\in

が成り立つとき、  ||\cdot|| は  \mu ‐可測 (Gross) であるという。

上の定義は次のように書きかえることができる。

 ||\cdot|| は  \mu‐可測 (Gross)
 \Leftrightarrow

任意の  \epsilon>0 に対して、 ある  G\in FD(H) が存在して、  F\perp G となるどんな

 F\in FD(H) に対しても、
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 \mu(\{N_{\xi}\cap F+F^{\perp}\})\geq 1-\epsilon

ただし、  N_{\epsilon}=\{x\in H;||x||<\epsilon\},  F^{\perp} は  F の直交補空間とする。

無限次元 Hilbert 空間上では、 Gauss シリンダー測度  \gamma は可算加法的測度ではな

い。 そこで、 初めの位相よりも弱い位相を導入する新しいノルムを考え、 これに関
する完備化空間の中ではじめの空間上のシリンダー測度を埋め込み写像による像測
度として考える。 これが可算加法的となるための十分条件を求めたのが、 L.Gross で
ある。

定義26(Abstract Wiener Space)  \gamma を  H 上の Gauss シリンダ一測度、  ||\cdot|| を
 H 上の  \gamma ‐可測 (Gross) なノルム、  B を  ||\cdot|| に関する  H の完備化、  i を  H から  B へ
の埋め込み写像とするとき、  (i, H, B) を Abstract Wiener Space という。

Gross が可測ノルムを定義した後、 Dudley‐Feldman‐LeCam が別の可測ノルムを
定義した。 この可測ノルムはシリンダー測度を可算加法的測度に拡張するための必
要十分条件となるものである。

定義27(D.F.L の可測ノルム) 任意の  \epsilon>0 に対して、 ある  G\in FD(H) が存在
して、  F\perp G となるどんな  F\in FD(H) に対しても、

 \mu(\{_{X\in H;}||x-F^{\perp}||<\in\})\geq 1-\epsilon

が成り立つとき、  ||\cdot|| は  \mu ‐可測 (D.F.L) であるという。

上の定義も次のように書きかえることができる。

 ||\cdot|| は μ‐可測 (D.F.L)
 \Leftrightarrow

任意の  \epsilon>0 に対して、 ある  G\in FD(H) が存在して、  F\perp G となるどんな

 F\in FD(H) に対しても、

 \mu(\{P_{F}(N_{\epsilon})+F^{\perp}\})\geq 1-\epsilon

ただし、  P_{F} は  H から  F への直交射影とする。

したがって、 2つの可測ノルムの条件を比較すると、 D.F.L の可測ノルムの条件
よりも Gross の可測ノルムの条件の方が強い条件であることが分かる。
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3 可測ノルムを取り囲む条件とその関係

ここでは、 Gross の可測ノルムの条件、 D.F.L の可測ノルムの条件を取り囲む条件
とその関係を紹介する。

定理3.1  H を実可分ヒルベルト空間τ  \mu を  H 上のシリンダー測度、  ||\cdot|| を  H 上で
定義されたノルム、  B を  ||\cdot|| に関する  H の完備化とする。 このとき、次の  (i)\sim(vi)
に対して、  (i)\Rightarrow(ii)\Rightarrow(iii)\Rightarrow(iv)\Rightarrow(v)
\Leftrightarrow(vi) が成り立つ。

(i)  I に強収束する  F の任意の列  P_{n} が、 任意の  \epsilon>0 に対して、

  \lim\mu(\{x\in H;||P_{n^{X}}-Pmx||>\epsilon\})=0
  n,marrow\infty

を満たす。

(ii)  ||\cdot|| は μ‐可測 (Gross) である。

(iii)  I に強収束する増加列  P_{n}\in \mathcal{F} で、 任意の  \epsilon>0 に対して、

  \lim\mu(\{x\in H;||P_{n^{X}}-Pmx||>\epsilon\})=0
  n,marrow\infty

を満たすものが存在する。

(iv)  I に強収束する増加列  P_{n}\in \mathcal{F} で、

  \lim_{Narrow\infty}\lim_{\infty narrow}\mu(\{_{X}\in H;\sup_{k1\leq\leq n}
||Pk^{X}||>N\})=0
を満たすものが存在する。

(V)  ||\cdot|| は  \mu ‐可測 (D.F.L) である。

(vi)  i(\mu) は測度に拡張できる。
ただし、  i は  H から  B への埋め込み写像で、  i(\mu)=\mu\circ i-l とする。

証明 はじめに、  (iii)\Rightarrow(iv) を示す。
.

(iii) より、  I に強収束する  \mathcal{F} の単調増加列  \{P_{n}\} で任意の  \epsilon>0 に対して、 ある  n_{0}

が存在して、  n,  m\geq n_{0} ならば、

 \mu(\{x\in H;||P_{n^{X}}-Pmx||>\epsilon\})<\epsilon

となるものが存在する。 三角不等式より  k\geq n_{0} なる任意の  k に対して、

 ||P_{k}x||\leq||P_{n_{。}}x||+||P_{k}x-Pxn。||

が成り立つので、  n>n_{0} のときには、 次が成り立つ。

  \sup_{n_{0}\leq k\leq n}||Pkx||\leq||P_{n_{。}}x||+\sup_{n0\leq k\leq n}||PkX-
P_{n_{。}^{X}}||
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ここで、  N を任意の自然数とする。 このとき、   \sup_{n_{0}}\wedge\leq kn||P_{k}x\dagger|>.  N ならば、

 ||P_{n0^{X}}||> \frac{N}{2} または、   \sup_{n_{0}\leq k\leq n}||P_{k}x-P_{n_{0}}x||>\frac{N}{2} となる。 :  \cdot-  . .
これより、 次の包含関係が成り立つ。

  \{\sup_{1\leq k\leq n}||P_{k^{X}}||>N\}\subset\{\sup_{1\leq k\leq n0}||P_{k}
x||>N\}\cup\{\sup_{\leq n}||P_{k^{X}}||n_{0}<k>N\}
  \subset\{\sup_{1\leq k\leq n0}||P_{k}x||>N\}\cup\{||P_{n_{0}^{X}}||>\frac{N}
{2}\}\cup\{\sup_{n_{0}<k\leq n}||P_{k}X-P_{n0^{X}}||>\frac{N}{2}\}
簡単のために、   \{\sup_{k1\leq\leq n}||P_{k}x||>;N\} で、   \{x\in H\sup_{1<k\leq\neg'.n}||P_{k}x||>N\} を表すことにす

る。

測度をとると、
‐‐∼  \cdot  \cdot-\cdot\cdot-  \cdot .  N_{\sim\langle}..—..  ..-  \cdot .

  \mu(\{\sup_{1\leq k\leq n}||P_{k}X||>N\})\leq\mu(\{\sup_{1\leq k\leq n0}
||P_{k}x||>N\})+\mu(\{||P_{n_{0}^{X}}||>. \}\wedge)\overline{2}
 + \mu(\{\sup_{\leq n_{0}<kn}||P_{k}X-Pn_{0}x||>\frac{N}{2}\})

  \leq\mu(\{\sup_{\leq 1k\leq n0}||P_{k}x||>\frac{N}{2}\})+\mu(\{||P_{n}0^{X}||>
\frac{N}{2}\})
 + \mu(\{\sup_{no<k\leq n}||P_{k}X-Pn_{0}x||>\frac{N}{2}\})

という式が成り立つ。 ここで、
 N_{\sim} .  \underline{n_{0}} ..-

  \mu(\{\sup_{1\leq k\leq n0}||P_{k}x||>\frac{v}{2}\})1\leq\sum_{k=1}
\mu(\{||PkX||>\frac{v}{2}\})1
 = \sum_{1k=}^{n_{0}}(\mu\circ P_{k}-1)(|t_{k}|>\frac{N}{2})

となる。

ただし、  t_{k}\in R^{\ell_{k}},  \ell k=\dim P_{k}(H) とする。

 (\mu\circ P_{k}^{-1}) は有限次元空間上の測度であるから、 各  k に対して、

 ( \mu oP^{-1}k)(|tk|>M_{k})<\frac{\epsilon}{2^{k}} となる  M_{k} が存在する。

  \underline{M}>\max\{M_{1}, M_{2}, \ldots, M_{n_{0}}\} とおけば、  N>M に対して、
2

 -

 N_{\sim 1} ,  -\cdot\cdot-  \cdot .  Ns\backslash .. —  \cdot .

  \mu(\{\sup_{1\leq k\leq n0}||P_{k}x||>\wedge\overline{2}. \})<\epsilon ,  \mu(\{||P_{n_{0}^{X}}||>\wedge\overline{2}. \})<\in
が成り立つ。

 N
また、 —  >\epsilon となるように  N をとれるので、 (iii) より、

2
 N_{\sim\backslash } ..-  \wedge\Gamma  1I-  -

  \mu(\{\sup_{<n_{0}k\leq n}||P_{k^{X}}-P_{n_{0}}X||>\wedge\overline{2}. \})<\mu
(\{\sup_{n_{0}<k\leq n}||P_{k}x-PX|n_{0}|>\epsilon\})<\epsilon
となる。 よって、 これらを式に代入すれば、 任意の  \epsilon>0 に対して、 ある自然数  M

と  n_{0} が存在して、  N>M,  n>n_{0} ならば、

  \mu(\{\sup_{1\leq k\leq n}||P_{k^{X}}||>N\})<3\epsilon
が成り立つ。
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 (i)\Rightarrow(ii) は Baxendale [2] を参照
 (ii)\Rightarrow(iii) は Baxendale [2] を参照
 (iv)\Rightarrow(vi) は Gong [4] を参照
 (v)\Leftrightarrow(vi) は Dudley‐Feldman‐LeCam [3] を参照 口

定理32  \mu を  H 上の回転準不変シリンダー測度とする。 このとき、 定理3.1の (i)
 \sim(vi) はすべて同値である。

系1  \gamma を  H 上の Gauss シリンダー測度とすると、 定理3.1の (i)  \sim(vi) はすべて同
値である。

系   2.\mu を  H 上の回転不変シリンダー測度とすると、 定理3.1の (i)  \sim.  (.vi) はすべて
同値である。

4  \ell^{2} 空間上のいくつかの例

ここでは、 Hilbert 空間を具体的な  \ell^{2} 空間とし、 具体的にシリンダー測度とノル

ムを構成して、 定理3.1の条件との関係を調べる。

 (\ell^{2})^{*} を弱位相  \sigma((\ell^{2})^{*}, \ell 2) をもった  \ell^{2} の代数的双対空間とし、  \mathcal{I} を  \{e_{n}\}_{n1,2}=,\ldots を

含む  \ell^{2} の代数的基とする。 ただし、  e_{n}=(0,0, \ldots, 0,1,0, \ldots) とする。  (\cdot, \cdot) を  (\ell^{2})^{*}
と  \ell^{2} の natural pairing とする。  n 番目

測度の構成
 (\ell^{2})^{*} 上に次のような  a,  b をとり、 これに対し、 Dirac 測度  \delta_{a},  \delta_{b} を考える。 それか

ら導入される  \ell^{2} 上のシリンダー測度を  \mu_{a},  \mu_{b} とする。

 a\in(\ell^{2})^{*}s.t(a, e_{n})=1,  n=1,2,  \ldots  (a, e_{\alpha})=0,   e_{\alpha}\in \mathcal{I}\backslash \{e_{n}\}_{n=}1,2,\ldots
 b\in(\ell^{2})^{*}s.t(a, e_{n})=n,  n=1,2,  \ldots  (a, e_{\alpha})=0,   e_{\alpha}\in \mathcal{I}\backslash \{e_{n}\}_{n=}1,2,\ldots

 \mu_{a}(\{x\in\ell 2;(<\xi 1, X>, <\xi_{2}, x>, \ldots, <\xi_{n}, X>)\in D\})
 =\delta_{a}(\{x\in(\ell^{2})^{*}; ((\xi_{1}, x), (\xi_{2}, x), \ldots, (\xi_{n}
, x))\in D\})

 \mu_{b}(\{x\in\ell 2;(<\xi 1_{)}X>, <\xi 2, x>, \ldots, <\xi_{n}, X>)\in D\})
 =\delta_{b}(\{x\in(\ell^{2})^{*}; ((\xi_{1}, x), (\xi_{2}, x), \ldots, (\xi_{n}
, x))\in D\})

ただし、  \xi_{1},  \xi_{2},  \ldots,  \xi_{n}\in\ell^{2} ,  D\in B(R^{n}) とする。

ノルムの構成
まず、 open,convex,absorbing,circled な集合、  U_{1},  U_{2)}U_{3} を次のように定義する。

非負実数列 {βn},{λ訂を次のように定める。  \{\beta_{n}\} は正の実数列で単調増加で、  \beta_{n}arrow
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 \infty(narrow\infty) とし、  \{\lambda_{n}\} は  \lambda_{2m}=0_{、}\lambda_{2m-1}>0 で、  \{\lambda_{2m-1}\} は単調増加列で、  \lambda_{2m-}

 arrow\infty(marrow\infty) とする。

 \Gamma_{1}を\{\pm\beta_{n}(e_{1}+e_{2}+\ldots+e_{n});n=1,2, \ldots\}の convex hull,

 \Gamma_{2}を\{\pm\lambda_{n}(e_{1}+e_{2}+\ldots+e_{n});n=1,2, \ldots\}の convex  hul1_{、}

 \Gamma_{3} を  \{\pm\lambda_{n}(e_{1}+2e_{2}+\ldots+ne_{n});n=1,2, \ldots\} の convex hull

とし、  B_{1} を  l^{2} 上の開単位球、  B_{2} を開集合  \{x=(x_{n})\in\ell^{2};\sqrt{\sum_{n_{-1}^{-}}^{\infty}(\frac{x_{n}}{n})^{2}}<1
\} とし、

 U_{1}=\Gamma_{1}+B_{1},  U_{2}=\Gamma_{2}+B_{1},  U_{3}=\Gamma_{3}+B_{2} とする。

このとき、  U_{1},  U_{2},  U_{3} ,  B_{2} の gauge として、  ||*||_{1},  ||\cdot||_{2},  ||\cdot||_{3},  ||\cdot||_{4} を定義する。

 \mu_{a} と  ||\cdot||_{2} は、 1984年、 D.F.L の意味で可測になるが Gross の意味では可測にな

らない例として作られ、 1999年、 この測度とノルムは定理3.1の条件の (iii) から (vi)
は満たすが  (i)_{、}(ii) は満たさないことが示された。  \mu_{b} と  ||\cdot||_{3} は、 1998年、  \gamma に関し
ては両方の意味で可測になるが、  \mu_{b} については D.F.L の意味で可測になり、 Gross

の意味で可測にはならない例として作られた。 1984年の例と  \gamma との関係、 1998年の
例と定理3.1の条件との関係の結果を紹介する。

定理4.1  |H|_{2} ιま γ‐可測ではない。

証明  p^{2} 上の正規直交基底を次のように定義する。

 f_{1}=e_{1} ,

 f_{2}= \frac{e_{2}+e_{3}}{\sqrt{2}},  f_{3}= \frac{e_{2}-e_{3}}{\sqrt{2}} ,

 f_{4}= \frac{e_{4}+e_{5}}{\sqrt{2}},  f_{5}= \frac{e_{4}-e_{5}}{\sqrt{2}},  f_{6}= \frac{e_{6}-e_{7}}{\sqrt{2}} ,

 f_{7}= \frac{e_{6}+e_{7}}{\sqrt{2}},  f_{8}= \frac{e_{8}-e_{9}}{\sqrt{2}},  f_{9}= \frac{e_{10}-e_{11}}{\sqrt{2}} ,  f_{10}= \frac{e_{12}-e_{13}}{\sqrt{2}},  \ldots

 f_{1}  = \frac{e_{2n}+e_{2+1}n}{\sqrt{2}} ,

 \overline{2}^{n(n+)1}1+
 f_{1}  = \frac{e_{n(n-1)()3}+2^{-}enn-1+}{\sqrt{2}} , . . . ...  f_{1}  = \frac{e_{n(1)}-n+en(n+1)+1}{\sqrt{2}}f \overline{2}n(n+1)+2  \overline{2}n(n+1)+n

 \ovalbox{\tt\small REJECT} を  f_{1},f_{2}f\ldots,f_{m} の張る  \ell^{2} の有限次元空間部分空間への直交射影とすると、 明ら

かに、  P_{m} は  I に強収束する。

任意の  N,k に対して、

 f_{j+1},f_{j+}2,\ldots,f_{j+k} がすべて   \frac{e_{i}-e_{i+1}}{\sqrt{2}} の形のものになるような  j>N がとれる。
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このとき、  f_{j+1},f_{j+}2,\ldots,f_{j+k} の張る空間を  F とすると、  F\cap\Gamma_{2}=\{0\} となるので、

 ||P_{jk^{X}}+-PjX||_{2}=|P_{j+k}x-Pjx| が成り立つ。

 \{x\in\ell^{2}; |P_{j}+kx-P_{j}X|>\epsilon 0\}

 = \{x\in\ell^{2};\sum_{1i--}| \ovalbox{\tt\small REJECT} k<f_{ji}+, x>|^{2}
>\epsilon_{0}\}
 =\{x\in P2;\sqrt{x_{j+1^{2}}+xj+2+2+X_{j}+k^{2}}>\epsilon_{0}\}
 =\ell^{2}\backslash \{x\in\ell^{2};\sqrt{x_{j+1^{2}}+xj+22++X_{j}+k2}
\leq\epsilon 0\}
 \supset\ell^{2}\backslash {  X\in\ell^{2};|Xj+1|\leq\epsilon_{0}\ovalbox{\tt\small REJECT} 1つ|_{X|}j+2 ≤ε0かつ. . .  |x_{j+k}|\leq\epsilon_{0} }

 ( \int_{-\epsilon 0}^{\epsilon 0}\frac{1}{\sqrt{2\pi}}ed-\frac{x^{2}}{2}x)
<k\Xi_{0} となるように  k をとると、

 \gamma(\{_{X}\in\ell^{2};|Pj+k^{-}P_{j^{X}}|>\epsilon_{0}\})\geq 1-\epsilon_{0}
このことから、 ある  \epsilon_{0}>0_{、} 任意の  N に対して、  n>m>N で、

 \gamma(\{x\in\ell^{2};||P_{n}x-P_{m}X||_{2}>\epsilon 0\}\geq 1-\epsilon 0 を満たすものが存在する。

従って、  \gamma について定理の3.1の (i) の条件が成り立たないことが示された。そこで、系
1により、  ||\cdot||_{2} は  \gamma ‐可測でないといえる。 口

定理4.2  ||\cdot||_{3} は  \mu_{b} について (iii) を満たす。

証明  P_{n} を  e_{1},  e_{2},  \ldots,  e_{2n+1} の張る  \ell^{2} の有限次元部分空間への直交射影とする。 明
らかに、  P_{n} は  I に強収束する。

 n>m とすると、 (  P_{n} —Pのは  e2m+2,  e2m+3,  \ldots,  e_{2n+1} の有限次元部分空間への直交

 射影となる。_{}1
 k= とおくと、

1 1

 \lambda_{2m+1}  \lambda_{2n+1}
 k\{(2m+2)e_{2m}+2+\cdots+(2n+1)e_{2n+1}\}

 =k\{e_{1}+2e_{2}+\ldots+(2n+1)e_{2n+1}\}-k\{e_{1}+2e_{2}+\ldots+(2m+1)e_{2m}+
1\}

 = \frac{k}{\lambda_{2n+1}}[\lambda_{2n+}1\{e_{1}+2e_{2}+\ldots+(2n+1)e_{2n+1}\}
]
 + \frac{k}{\lambda_{2m+1}}[-\lambda 2m+1\{e_{1}+2e_{2}+\ldots+(2m+1)e_{2m+}1\}]

  \frac{k}{\lambda_{2n+1}}+\frac{k}{\lambda_{2m+1}}=1 なので、

 k\{(2m+2)e_{2m}+2+\cdots+(2n+1)e_{2n}+1\}\in\Gamma_{3}\subset U_{3}
よって、

 ||(2m+2)e_{2m}+2+ \cdots+(2n+1)e_{2n}+1||_{3}<\frac{1}{k}=\frac{1}{\lambda_{2m+
1}}+\frac{1}{\lambda_{2n+1}}
 \lambda_{2n+1}arrow\infty(narrow\infty) なので、
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任意の  \epsilon>0 に対して、 次のような条件を満たす  N が存在する。

 n,  m>N のとき、

 ||(2m+2)e_{2m}+2+\cdots+(2n+1)e_{2n+1}||3<\epsilon

 \mu_{b} は  e_{2m+2},  \ldots,  e_{2n+1} の張る空間での Dirac 測度  \delta_{(2m+2)+}e_{2}m+2+\ldots(2n+1)e2n+1 なので、

任意の  \epsilon>0 に対して

  \lim\mu_{b}(\{x\in\ell^{2};||P_{n}x-P_{m}X||3\leq\epsilon\})=1  \square 
  n,marrow\infty

したがって、  ||\cdot||_{3} は  \mu_{b} について、  (i)_{、}(ii)^{は満}.たさないが_{、}  (iii)\sim(vi) は満たす

ことが分かった。

 ||\cdot||_{2} を少し変形した  ||\cdot||_{1} について、 得られた結果を紹介する。

定理43  ||\cdot||_{1} は  \mu_{a} について iii) を満たす。

証明 瑞を  e_{1},  e_{2},  \ldots,  e_{n} の張る  \ell^{2} の部分空間への直交射影とする。 明らかに、  P_{n}

は  I に強収束する。 また、  n>m のとき、  (P_{n}-P_{m}) は  e_{m+1},  \ldots,  e_{n} の張る  \ell^{2} の部

分空間への直交射影となる。

 k= \frac{1}{11} とおく。

 \overline{\lambda_{m}}\overline{\lambda_{n}}+
以下は、 定理42の証明と同様に示せる。 口

 ||\cdot||_{3^{、}}||\cdot||_{4} と  \mu_{a} について、 定理3.1の条件との関係を考える。

定理44  ||\cdot.||_{3^{、}}||\cdot||_{4} は  \mu_{a} について (iii) を満たす。

証明 任意の  \epsilon>0 に対して、 次の条件を満たす  N が存在する。

 n,  m>N のとき、

  \sum_{j=m+1}n(\frac{1}{j})\leq\epsilon^{2}2
PP』を  e_{1},  e_{2},  \ldots,  e_{n} の張る  \ell^{2} の部分空間への直交射影とすると、 鑑は  I に強収束す
る。  n>m とすれば  (P_{n}-P_{m}) は  e_{m+1},  \ldots,  e_{n} の張る  \ell^{2} の部分空間への直交射影
となる。

 \mu_{a} は  e_{m+1},  \ldots,  e_{n} の張る空間では Dirac 測度、  \delta_{e_{m+1}+}\ldots+e_{n} である。

ここで、  n>m>N とすると、

 ||e_{m+1}+\ldots+e_{n}||4=Ay^{n}-\mapsto^{2}1()\underline{1}\leq\epsilon なので

 \mu_{a}(\{x\in H;||P_{n}x-P_{m}X||4\leq\epsilon\})
 =\mu_{a}(\{y\in(P_{n}-P_{m})\ell 2;||y||4\leq\epsilon\})
 =\delta_{e_{m+1+}}\ldots+en(\{y\in(Pn-P_{m})\ell 2|;|y||_{4}\leq\epsilon\})
 =1 口
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次に、 上で定義したシリンダー測度と4つのノルムについて、定理3.1(i) から  (v. i)
の条件との関係を表で表す。 O印のところは、 そのノルム、 測度について、 条件を
満たすところ、  \cross 印のところは満たさないところで、 空欄のところは現時点では分
かっていない。

 ||\cdot||_{4} は、 γ‐可測である代表的なノルムであるが、  U_{3}=\Gamma_{3}+B_{2}\supset B_{2} なので、

 ||\cdot||_{4} と  \mu_{a},  \gamma の関係と  ||\cdot||_{3} と  \mu_{a},  \gamma の関係が同じ結果になっている。

 ||\cdot||_{1} が  \gamma‐可測になるのか、 ならないのか、 また、  ||\cdot||_{3},  ||\cdot||_{4} が Gross の意味で

 \mu_{a}‐可測になるのか、 ならないのか等を考えて、 空欄を埋めることが、 今後の課題で
ある。

ここで、 次のような conjecture を紹介する。

conjecture (Kuo)

 ||\cdot|| が  \gamma‐可測ならば   \sum_{n=1}||e_{n}||^{2}<\infty となる  \{e_{n}\} が存在するのか ?

これについては、  ||\cdot||_{1} は   \sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||_{1}2<\infty となるように  .\{\beta_{n}.\} がとれるので、

 ||\cdot||_{1} が  \gamma‐可測でないとすると、 conjecture の直接的な答えではないが、 ツー可測と

  \sum_{n=1}^{\infty}||e_{n}||^{2}<\infty という条件が無関係であるといえる。

また、 シリンダー測度  \mu で、  \mu‐可測 (D.F.L) なノルムをもたないものが存在する
ことは既に知られている。 もし、  ||\cdot||_{3},  ||\cdot||_{4} が  \mu_{a}‐可測 (Gross) でないとすると、

 \mu‐可測 (Gross) なノルムをもたないようなシリンダー測度  \mu が存在する可能性もあ
る。
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