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1. 序

(X, $||\cdot||x$ ) をバナッハ空間とし, $B[X]$ は $X$からそれ自身への有界線形作用素全体
の成す通常の作用素ノルム $||\cdot||_{B[X}$ ]をもつバナッハ環を表す. $\mathbb{Z}$ はすべての整数全
体の集合を表し, $\mathrm{N}$ は非負の整数全体の集合を表す. $\mathfrak{P}=\{.P_{j} : j\in \mathbb{Z}\}$ は $B[.\lambda^{\Gamma}]$ に属
する射影作用素の列で次の条件を満たすとする :

$(\mathrm{p}_{-}1)$ $P_{j}PP_{\mathit{1}}=\delta_{j},{}_{\mathrm{o}}P_{\mathrm{j}}$ $(\forall j, n\in \mathbb{Z})$ . ここで, $\delta_{j,n}$は Kronecker のデルタ関数を
表す.

(P-2) $\bigcup_{j\mathrm{j}}\in \mathrm{z}^{P(X})$ で生成される線形部分空間は $X$で稠密である.
$(\mathrm{P}_{-}3)$ すべての $j\in \mathbb{Z}$ に対して, $P_{j}(f)=0$ ならば $f=0$ である.

各 $7l\in \mathrm{N}$ に対して, $M_{n}$は $\{P_{j}(X):|j|\leq n\}$で生成される $X$の線形部分空間を表
す. これは Xの閉線形部分空間である.

$\mathfrak{T}_{n}$ を Xから Mnへの有界線形作用素 Tで, すべての $f\in M_{n}$に対して $T(f)=f$
であるものの全体の集合とする. 換言すれば, これは Xから M,の上への有界線
形射影作用素全体の集合である. また, 賜は $B[X]$ の閉線形多様体である, すな
わち, 臨は $B[X]$ の閉部分集合で任意の $S,$ $T\in$ \tau 計任意のスカラー\alpha に対して,
$\alpha S+\langle 1-\alpha$ ) $T\in \mathfrak{T}_{n}$が成り立つ. 従って, 特に $\mathfrak{T}_{n}$は閉凸集合であ.

本講演の目的は, 適当な条件の下で $\mathfrak{T}_{n}$による最良近似と $M_{n}$ による最良近似度に
関するいくつかの否定的な特性について考える. 応用として, マルチプライヤー作用
素, 合成績作用素の最良近似及び斉次バナッハ空間における三角多項式による最良
近似について述べる. 詳細な取り扱いについては, [14], [15] を参照. また, ノルム空
間における最良近似理論の解説については, [16] を参照.

2. 射影作用素による最良近似

$(\Omega, \mu)$ を確率測度空間とする. $\mathfrak{T}=\{T_{t} : t\in\Omega\}$ 及び鼠 $=\{U_{t} : t\in\Omega\}$ を $B[X]$ の

一様有界な族ですべての $f\in X$ とすべての $T\in B[X]$ に対して, 写像 $trightarrow T_{t}TU_{t}(f)$

が\Omega 上で強\mu -可測であるとする. 任意の $T\in B[X]$ に対して

$\Phi_{T}(f)=\Phi_{T}(\mathfrak{T},\mathrm{u},\cdot f)=\int_{\Omega}T_{t}\tau Ut(f)d\mu(t)$ $(\forall f\in X)$
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と定義する. この右辺の積分は, Bocher 積分として常に存在して\Phi T\in B[X] で,

$||\Phi_{T}||_{B[]}X\leq AB||\tau||_{B\mathrm{f}1}X$

が成り立つ. ここで,

$A= \sup\{||Tt||_{B1^{x}}] : t\in\Omega\}<\infty$ (1),

$B= \sup\{||U_{t}||B1^{X}] : t\in\Omega\}<\infty$ (2)

である. $B[X]$ の部分一言に対して, その可換子環を言’で表す. すなわち,

$\#=\{S\in B[X] : ST=Ts, \forall T\in \mathfrak{F}\}$ .

今後, 次の条件を仮定する:
$\mathfrak{P}\subseteq \mathfrak{T}’)$ (3)

$\mathfrak{P}\subseteq \mathrm{u}^{r}$ , (4)

$T_{t}U_{t}=I$ $(\forall t\in\Omega)$ . (5)

ここで, Bは恒等作用素を表す.
補題 1 $\tau_{\in}B[X]$ とする. もし $T\in \mathfrak{T}’\cup$『ならば, \Phi T=Tである.
証明すべての t\in \in \Omega に対して, $\tau_{t}\tau_{=}\tau\tau_{t}$と仮定する. このとき, (5) によって, 任

意の $f\in X$に対して,

$\Phi_{T}(f)=\int\Omega I_{\Omega}(\tau\tau t)U_{t}(f)d\mu(t)=TI(f)d\mu(t)=T(f)$

が成立する. すべての $t\in\Omega$に対して, $U_{t}\tau_{=}TU_{t}$ である場合も同様である.
各 $n\in \mathrm{N}$ に対して.

$S_{n}= \sum nP_{j}$

$j=-n$

と定義する. このとき, $S_{n}$は筐 nに属し, (3) と (4) によって,

$S_{n}\in \mathfrak{T}’’\mathrm{n}\mu$ $(\forall n\in \mathrm{N})$ . (6)

補題 2 $T\in \mathfrak{T}_{n}$ならば, $\Phi_{T}\in$ 賜である.
証明 $f\in X$ とする. $TU_{t}(f)$ は $M_{n}$に属するから,

$TU_{t}(f)=S_{n}(TU_{t}(f))$ $(\forall t\in\Omega)$

である. 従って, (6) によって,

$\Phi_{T}(f)=\int_{\Omega}T_{t}(S_{n}(TU_{t}(f)))d\mu(t)=\int_{\Omega}s_{n}(T_{t^{TU(}}\iota f))d\mu(t)$
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$=S_{n}( \int_{\Omega}T_{t}TUt(f)d\mu(t))=s_{n}(\Phi_{T(}f))$

が成立する. 故に, $\Phi_{T}$は $X$から Mnへの写像である. また, 任意の $g\in M_{n}$に対して,
再び (6) によって

$U_{t}(g)=U_{t}(s_{n}(g))=S_{n}(U_{t}(g))$ $(\forall t\in\Omega)$

であるから,

$T(U_{t}(g))=\tau(S_{n}U_{t}(g))=S,Ut(g)=U_{t}(g)$ $(\forall t\in\Omega)$

である. 故に, (5) によって,

$\Phi_{T}(g)=\int_{\Omega}T_{t}TU_{t}(_{\mathit{9})(t}d\mu)$

$= \int_{\Omega}T_{t}U_{t}(g)d\mu(t)=\int_{\Omega}I(g)d\mu(t)=g$ $(\forall g\in M_{n})$ .

よって, $\Phi_{T}$は臨に属する.
各 $n\in \mathrm{N}$ に対して,

$\mathfrak{T}_{n}^{*}=\{T\in \mathfrak{T}_{n} : \Phi_{T}Pj=0, \forall j\in \mathbb{Z}, |j|>n\}$

とおく. このとき, これは閉凸集合になり, 条件 (P-1), (6) 及び補題 1によって., $S_{n}$

は鱗に属する.
補題 3 $T\in$ 鱗ならば, $\Phi_{T}=s_{n}$ である.

証明 $T\in \mathfrak{T}_{n}$は

$\Phi_{T}P_{j}=0$ ($\forall j\in Z$, 化|>n) (7)

を満たすとする. $\Phi_{T}$ と $S_{n}$は共に X上の連続な線形写像であるから, 条件 (P-2) に
鑑み

$\Phi_{T}(P_{j}(f)\rangle=s_{n}(P_{j}(f)) (\forall f\in X, \forall j\in \mathbb{Z})$

を示せば十分である. もし団 $\leq n$ ならば, $S_{n}(P_{j(f}))=P_{j}(f)$ でありそして補題 2
によって, $\Phi_{T}(P_{j}(f))=P_{j}(f)$ が成り立つ. また, $|j|>n$ ならば, 条件 (P-1), (7) に
よって

$S_{n}(P_{j(f)})= \sum nP_{k}(P_{j(f}))=\sum n\delta_{k},{}_{j}P_{j(f)}=0=\Phi\tau(P_{j}(f))$

$k=-n$ $k=-n$

となる.
$\mathfrak{M}$ を $B[X]$ の部分集合とする. 各 $S\in B[X]$ に対して,

$E_{9n}(s)= \inf\{||S-T||B1X\mathrm{I} : T\in \mathfrak{M}\}$
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と定義し, これを頒に関する Sの最良近似度という. この下限が皿のある作用素
Uで到達されるとき, すなわち,

$U\in\Re l,$ $E_{\mathfrak{M}}(s)=||S-U||B[x]$

となるような Uが存在するとき, $U$を頒に関する Sの最良近似という.
定理 1 $S\in$ 鼠’とする. このとき,

$||S-s,||_{B}1^{\mathrm{x}}1\leq ABE_{\mathfrak{T}_{n}^{*}}(S)$ (8)

が成り立つ. 特に, $AB\leq 1$ ならば $S_{n}$は鱗に関する Sの最良近似である.
証明 $f\in X,T\in$ 鱗とする. このとき, 補題 3と (5) によって,

$(S-S_{n})(f)=(s- \Phi_{\tau})(f)=\int_{\Omega}(S-Tt\tau Ut)(f)d\mu(t)$

$= \int_{\Omega}(T_{t}UtS-\tau tTU_{t})(f)d\mu(t)=\int_{\Omega}(T_{tt}SU-\tau_{tt}\tau U)(f)d\mu(t)$

$= \int_{\Omega}(T_{t}(s-T)Ut)(f)d\mu(t)=\Phi_{ST}-(f)$

が成立する. 従って,

$||S-s|n|B[X]=||\Phi_{S-T}||B[x]\leq AB||S-\tau||B[X]$

となり, (8) が成り立つ.
系 1 $\alpha$をスカラーとするとき,

$||\alpha I-S_{n}||_{B1^{x}}$ I $\leq ABE_{\mathfrak{T}_{\mathfrak{n}}}\cdot(\alpha I)$

が成り立つ. 特に, $AB\leq 1$ ならば $S_{n}$は鮪に関する\alpha Iの最良近似である.
$\mathfrak{B}=\{V_{t} : t\in\Omega\}$ を $B[X]$ の–様有界な族で各 $f\in X$に対して, 写像 $t\mapsto V_{t}(f)$

は\Omega 上で強\mu -可測であるとする. また, $\chi$は\Omega 上の\mu -可積分な関数とし $W\in B[X]$ と
する. このとき,

$( \chi*W)(f)=\int_{\Omega}\chi(t)V_{t}(W(f))d\mu(t)$ (9)

は常に Bocher積分として存在する (cf. [6], [8]). これを\mbox{\boldmath $\chi$} と Wからつくられる合成
積作用素という. $\chi*W\in B[\lambda^{\Gamma}]$ であり,

$||\chi*W||_{B[x}]\leq C||x||_{1}||W||_{B1^{x\mathrm{I}}}$

が成立する. ここで,

$C= \sup\{||Vt||B[x1 : t\in\Omega\}<\infty$ , $|| \chi||_{1}=\int_{\Omega}|\chi(t)|d\mu(t)<\infty$
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である.

系 2 $\mathfrak{B}\subseteq \mathrm{u}^{J},$ $w\in \mathrm{u}’$ とする. このとき,

$||\chi*W-s_{n}||_{B1^{x}}]\leq ABE_{\mathfrak{T}_{n}}^{\prec}\cdot(\chi*W)d$

が成り立つ. 特に, $AB\leq 1$ ならば $S_{n}$は鱗に関する\mbox{\boldmath $\chi$}*Wの最良近似である.

3. 最良近似度に関する否定的特性

この節では, 最良近似度に関してある望ましい性質をもつ作用素の構成が不可能
であることについて考える. そのために, 任意の $f\in X$に対して,

$F_{-} \lrcorner..lr\backslash ’.\prime 1=\underline{F}_{\lrcorner}l-\lambda_{-}\overline{\prime\vee}\backslash \Gamma\overline{7}.f^{)},=\underline{\inf}\int \mathrm{L}||\prime r_{-\ovalbox{\tt\small REJECT}\rfloor_{X}}=$ .
$g\sigma_{\underline{-}\mathrm{J}^{f_{\mathcal{R}}}arrow\}_{-}}*-$

— $-$

と定義し, これを M’に関する fの最良近似度という. $\{E_{n}(f):n\in \mathrm{N}\}$ は $n$ と共に

単調に減少し, 条件 (P-2) によって,

$\lim E_{n}(f)=0$ $(\forall f\in X)$ (10)
$narrow\infty$

である. En(のの $0$ に近づく速度の大きさと fの持つある種の滑らかさの性質とは
関係が深い (cf. [8], [9], [10], [11], [12], [13]).
以下, 本節では

$\lim\sup||S_{n}||_{B}[X]=+\infty$ (11)
$narrow\infty$

と仮定する.

定理 2各 $n\in \mathrm{N}$ に対して, $L_{n}\in$ 鱗とする. このとき, ある $fo\in X$が存在して
$\{||L.’(f_{0})||x\}$ は非有界である.

証明系 1で\alpha =0の場合を考えると,

$||S_{n}||_{B}1^{X}]\leq AB||L_{n}||B1X1$ $(\forall n\in N)$

が成立する. 従って, (垣) と–様有界性の定理から望む結果を得る.
定理 3各 $n\in \mathrm{N}$ に対して, $L_{n}$は $X$から $M_{n}$への有界な線形作用素で団 $>n$ とな
るすべての $j\in \mathbb{Z}$ に対して, $L,P_{j}=0$ とする. このとき, $[0, \infty)$ 上で定義された非

負の連続関数 pで\rho (0) $=0$ 及び

$||L_{n}(f)-f||x\leq\rho(E_{n}(f))$ $(\forall f\in X, \forall n\in \mathrm{N})$ (12)

を満たすものは存在しない.
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証明 $\rho$ : $[0, \infty)arrow[0, \infty)$ は連続で p(0) $=0$ と (12) を満たすとする. このとき,
(10) と (12) によって,

$\lim_{narrow\infty}||L_{n}(f)-f||_{X}=0$ $(\forall f\in X)$ .

再び, (12) によって,

$||L_{n}(g)-g||x\leq\rho(E_{n}(g))=\rho(0)=0$ $(\forall g\in M_{n}, n\in \mathrm{N})$

であるから, L,は窺に属する. これは定理 2と矛盾する.

系 3各 $n\in \mathrm{N}$ に対して, L、は定理 3の通りとする. このとき,

$||L_{n}(f)-f||_{X}\leq KE_{n}(f)$ $(\forall f\in X, \forall n\in \mathrm{N})$

となる定数 $K>0$ は存在しない.

4. 応用

任意 $f\in X$に対して, その $\{P_{j}\}$ に関する (形式的な) フーリエ級数

$f$
$\sum\infty P_{j}(f)$ (13)

$j=-\infty$

を考える. 従って, 各 $n\in \mathrm{N}$ に対して, $S_{n}$はフーリエ級数 (13) の第 $n$ 部分和作

用素である. $T\in B[X]$ が X上のマルチプライヤー作用素であるとは, スカラー列
$\{\tau_{j} : j\in \mathbb{Z}\}$ が存在してすべての $f\in X$ に対して,

$T(f)$ $\sum\infty\tau_{j}P_{j}(f)$

$j=-\infty$

が成り立つことである. そして, 次の表示法を用いる:

$T$
$\sum\infty\tau_{j}P_{j}$ .

$j=-\infty$

(cf. [1], [6], [7], [19]). $M[X]$ は $X$上のすべてのマルチプライヤー作用素全体の集合

を表す. これは I及び $S_{n}(\forall n\in \mathrm{N})$ を含む $B[X]$ の可換な閉部分環である.

今後, \Omega は可分な位相空間で\mu は\Omega 上のボレル確率測度とする. $\mathfrak{T}=\{T_{t}$ : $t\in$

$\Omega\},\mathrm{U}=\{U_{t} : t\in\Omega\}$ は $M[X]$ に属する縮小作用素の列で,

$\tau_{t}$

$\sum\infty e_{j}(t)P_{j}$
$(\forall t\in\Omega)$ , (14)

$j=-\infty$

123



$U_{t}$
$\sum\infty f_{j}(t)P_{j}$

$j=-\infty$

$(\forall t\in\Omega)$ (15)

とする. ここで, $\{\mathrm{e}_{\mathrm{j}} : j\in \mathbb{Z}\},$ $\{f_{j} : j\in \mathbb{Z}\}$ は, 共に\Omega 上のスカラ--{直連続関数列で

$e_{j}(t)f_{j}(t)=1$ $(\forall j\in \mathbb{Z}, t\in\Omega)$ (16)

を満たすとする. (14) によって, すべての $g\in P_{j}(X)(\forall j\in \mathbb{Z})$ に対して,

. $\lim_{tarrow u}||\tau_{t}(\mathit{9})-T_{u}(g)||x=\lim_{tarrow u}|e_{j}(t)-fj(t)|||g||_{X}=0$ $(\forall u\in\Omega)$

である. よって, 条件 (P-2) と驚の–様有界性により各 $f\in X$に対して, 写像
$t-\rangle T_{t}(f)$ は\Omega 上で強連続である. 同様に, 各 $f\in X$に対して, 写像 $trightarrow U_{t}(f)$ も $\Omega$

上で強連続である. 従って, 任意の $f\in X,$ $T\in B[X]$ に対して, 写像 $t\mapsto T_{t}TU_{t}(f)$

は\Omega 上で強連続である. また, (14), (15), (16) 及び (P-3) に鑑み, 条件 (3), (4) 及び
(5) が成り立つ. よって, 結局, 上記の設定の下で前節までに得られたすべての結果
が成立する.

さて, 以下では, 関数列 $\{e_{\mathrm{j}}\},$ $\{f_{j}\}$ は

$\int_{\Omega}e_{j}(t)f_{j}(t)d\mu(t)=0$ $(\forall j, k\in \mathbb{Z},j\neq k)$ (17)

を満たすとする.
補題 4 $\mathfrak{T}_{n}^{*}=\mathfrak{T}_{n},$ $\forall n\in \mathrm{N}$ .
証明すべての $T\in$臨が (7) を満たすことを示せば十分である. $j\in \mathbb{Z},$ $|j|>n,$ $f\in$

$X$ とする. このとき, (14), (15), (17) によって

$\Phi_{T}(P_{j}(f))=\int_{\Omega}T_{t}TU_{t}(Pj(f))d\mu(t)$

$= \int_{\Omega}(T_{t}T)(PjUt(f))d\mu(t)=\int_{\Omega}\langle\tau_{t}T(fj(t)P_{j}(f))d\mu(t)$

$= \int_{\Omega}f_{j}(t)T_{t}(\tau P_{j(}f\rangle)d\mu(t)=\int_{\Omega}f_{j}(t)T_{t}(S_{n}(TPj(f)))d\mu(t)$

$= \int_{\Omega}f_{t}(t)s_{n}(T_{tj}\tau P(f))d\mu(t)=k=-n\sum^{n}\int\Omega)f_{j(}t)Pk(\tau_{tj}TP(f)d\mu(t)$

$= \sum_{k=-n}^{n}\int_{\Omega}f_{j}(t)e_{k}(t)Pk(\tau P_{j(}f))d\mu(t)$

$= \sum_{k=-n}^{n}\{\int\Omega\}fj(t)ek(t)d\mu(t)Pk(\tau P_{j}(f))=0$.

よって, (7) が成立する.
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定理 4 $S\in M[X],$ $n\in \mathrm{N}$ とする. このとき, snは驚 lに関する Sの最良近似で
ある.

証明すべての $t\in$ \Omega に対して, Sは $T_{t}$と可換であるから, これは補題 4と定理 1
から従う.

$\mathfrak{B}=\{V_{t} : t\in\Omega\}$ は $M[X]$ に属する縮小作用素列で

$V_{t}$
$\sum\infty v_{j}(t)P_{j}$ (18)

$j=-\infty$

とする. ここで, $\{v_{j} : j\in \mathrm{N}\}$ は\Omega 上のスカラー値連続関数列である. $\chi$ は\Omega 上の\mu -可

積分関数とし Wは $M[X]$ に属する作用素で

$W$ $\sum\infty\omega_{j}P_{j}$

$j=-\infty$

とする. このとき, (9) によって定義された合成績作用素 \mbox{\boldmath $\chi$}*Wは $M[X|$ に属し

$\chi*W$
$\sum\infty c_{j}(\mathfrak{B},x)\omega_{j}P_{j}$ (19)

$j=-\infty$

が成り立つ. ここで,

$c_{j}( \mathfrak{B},\chi)=\int_{\Omega}\chi(t)v_{j}(t)d\mu(t)$ $(\forall j\in \mathbb{Z})$

である. 従って, 定理 4から次の系を得る.
系 4各 $n\in \mathrm{N}$ に対して, $S_{\tau\iota}$は飾に関する\mbox{\boldmath $\chi$}*Wの最良近似である.
定理 5 $\alpha$をスカラーとし, $n\in \mathrm{N}$ とする. このとき, $S_{n}$は賜に関する\alpha Iの最良近

似である.

証明 これは補題 4と系 1から従う.
注意 1 $\Omega=\mathrm{R},$ $e_{j}(t)=e^{\lambda_{j}t}(\forall j\in \mathbb{Z}, t\in \mathrm{R})$ とする. ここで, $\{\lambda_{j} : j\in \mathbb{Z}\}$ はスカ

ラー列である. このとき, (14) は

$T_{t}$
$\sum\infty e^{\lambda_{j}t}P_{j}$

$(\forall t\in \mathrm{R})$ (20)
$|$

$j=-\infty$

で, $\mathfrak{T}=\{T_{t} : t\in \mathrm{R}\}$ は $B[X]$ における強連続な作用素群となる. また, 驚の生成作
用素を $G$ とし, その定義域を $D(G)$ すれば .

$G(f)$ $\sum\infty\lambda_{j}P_{j}(f)$
$(\forall f\in D(G))$

$j=-\infty$

が成立する ([6, Proposition 2] 参照).
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$\Omega=[a, b]\subseteq \mathrm{R}$ . このとき, (16) と (20) に鑑み, (15) は

$U_{t}$
$\sum\infty e^{-\lambda_{j}t}P_{j}$

$(\forall t\in[a, b])$

$j=-\infty$

となる. また, (16) 及び (17) を満たす関数列 $\{e_{\mathrm{j}}\},$ $\{f_{j}\}$ の典型的な例は次の通りで
ある:

$e_{j}(t)=e^{-im_{j}\varphi}(t)$ , $f_{j}(t)=e^{im_{\mathrm{j}}\varphi(t})$ $(\forall t\in[a, b], j\in \mathbb{Z})$ .

ここで,

$\varphi(b)=\frac{2\pi}{b-a}(t-\frac{1}{2}(b-a))$

で, $\{m_{j} : j\in \mathbb{Z}\}$ は, $j\neq k$となるすべての $j,$ $k\in \mathbb{Z}$ に対して $m_{j}\neq m_{k}$を満たす整数
列である.

次に, システム $\emptyset=\{g_{j},g_{j}^{*}\cdot\}j\in \mathrm{z}$を考える. 但し, $\{g_{j} : j\in \mathbb{Z}\}$ と $\{g_{j}^{*} : j\in \mathbb{Z}\}$ は

それぞれ $X$ と $X^{*}$ ($X$の共役空間) の中の要素列で次の条件を満たすとする (cf. [5],
[18] $)$ :

(G-1) $\{g_{j} : j\in \mathbb{Z}\}$ で生成される線形部分空間は $X$で稠密である.

(G-2) すべての $j\in \mathbb{Z}$ に対して, $g_{j}^{*}(f)=0$ ならば $f=0$ である.

(G-3) $g^{*}j(g_{n})=\delta j,n$ $(\forall j,n\in \mathbb{Z})$ .
このとき,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(f)=gj*(f)g_{j}$ $(\forall j\in Z,f\in X)$

と定義すれば, $\mathfrak{P}=\{P_{j} : j\in \mathbb{Z}\}$ は条件 (G-1), (G-2) 及び (G-3) を満足する. 従っ

て, この設定の下で定理 4, 系 4及び定理 5が適用される.

最後に, Xが斉次バナッハ空間の場合を考えよう. 即ち, $X$は次の条件を満たす関
数空間である (cf. [3], [6], [17], [20]):

(H-1) $X$は $L_{2\pi}^{1}$の線形部分空間でそれ自身ノルム $||\cdot||x$を持つバナッハ空間である.

(H-2) ある定数 $K>0$ が存在して, llflh $\leq K||f||x(\forall f\in X)$ である.

(H-3) 右移動作用素を $T_{t}(f)(\cdot)=f(\cdot-t)(\forall f\in X)$ によって定義するとき, 各
$t\in \mathrm{R}$ に対して $T_{t}$は $B[X]$ に属する等距離的作用素である.

(H-4) 任意の $f\in X$に対して, 写像 $trightarrow T_{t}(f)$ は $\mathrm{R}$ 上で強連続である.
斉次バナッハ空間の典型的な例は次の通りである
$C_{2\pi}(\mathrm{R}$ 上の周期 $2\pi$を持つ連続関数全体のなすバナッハ空間で, 各 $f\in C_{\mathit{2}\pi}$のノル

ムは

$||f||_{\infty}= \max\{|f(t)| : |t|\leq\pi\}$

である);
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$L_{2\pi}^{\mathrm{p}},$ $1\leq p<\infty(\mathrm{R}$ 上で周期 $2\pi$を持ち, 且つ $[-\pi, \pi]$ で $P$乗絶対ルベーグ可積分
関数全体のなすバナッハ空間で, 各 $f\in L_{2\pi}^{\rho}$のノルムは

$||f||_{p}=( \frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}|f(t)|^{p}dt)1/p$

である). その他の例については, [6] (cf. [3], [17], [20]) を参照.
さて,

$(\Omega, \mu)=([-\pi, \pi],$ $\frac{1}{2\pi}dt)$ , $e_{j}(t)=e-ijt$ , $f_{j}(t)=g_{j}(t)=e^{i}jt$ ,

$g_{j}^{*}(f)= \hat{f}(j)=\frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}f(t)e^{-i}jt_{dt}$

(fの第 $n$ 次フーリエ係数) とする (注意 1参照). このとき, M,は $n$ 次以下の三角
多項式全体から成る $X$の閉線形部分空間であり, $\mathfrak{T}_{n}$は Xから M弛の上の有界線形射
影作用素の全体から成る $B[X]$ の閉線形多様体である. また, $U_{t}=T_{-t},$ $||T_{t}||_{B1x1}=$

$||U_{t}||B[x]=1(\forall t\in[-\pi, \pi])$ である. $\mathfrak{B}=\mathfrak{T},$ $\chi\in L_{2\pi}^{1}$とする. このとき,

$( \chi*I)(f)(x)=\frac{1}{2\pi}\int_{-\pi}^{\pi}x(t)f(x-t)dt$ $(\forall f\in X)$

である. 従って, 系 4及び定理 5から次の結果が得られる.
定理 6 $n\in \mathrm{N},$ $\chi\in L_{2\pi}^{1},$ $\alpha$ をスカラーとする. このとき, 次の事が成立する :
(a) $S_{n}$は $\mathfrak{T}_{n}$ に関する\mbox{\boldmath $\chi$}*Iの最良近似である.
(b) s,は \tau 7に関する\alpha Iの最良近似である.

補題 4によって, $\mathfrak{T}_{n}^{*}=$ 賜であるから, 3節で得られた結果は, $C_{2\pi}$における三角多
項式による最良近似度に関する否定的特性を与える古典的なKharsh丑 adze-LozinsH

の定理 Faber の定理, Berman の定理 ([2, 第 6章 5節], [4, 第 7章 3節] 参照) を
般の斉次バナッハ空間の場合へ拡張する (詳細は [15] 参照).
最後に, 定理 6(a) における関数\mbox{\boldmath $\chi$}の幾つかの例を挙げる. これらは, 合成績線形
近似法を取り扱う際に重要な役割を果たす ([16, 第 6,7章参照).

$1^{\mathrm{O}}$ (Fei\’er) $\alpha>0,$ $\in \mathrm{N}$ とし,

$\chi(t)=Fm,\alpha(t)=\sum^{m}\frac{A_{m-|\mathrm{j}|}^{(\alpha)}}{A_{m}^{(\alpha)}}e=j=-mijt1+2\sum_{j=1}\frac{A_{m-j}^{(\alpha)}}{A_{m}^{(\alpha)}}m\cos jt$ .

ここで

$A_{m}^{(\beta)}== \frac{(\beta+1)(\beta+2)\cdots(\beta+m)}{m!}$ , $\beta>-1$ .

$\text{特}[]_{\mathrm{c}}^{r}$ ,

$F_{m}(t)=F_{m},1(t)= \sum(j=m-m1-\frac{|j|}{m+1})e=1+2\sum_{j}^{m}ijt=1(1-\frac{j}{m+1})\cos jt$
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$= \frac{1}{m+1}\{\frac{\sin\frac{1}{\mathit{2}}(m+1)t}{\sin\frac{1}{\mathit{2}}t}\}^{\mathit{2}}$.

$2^{\mathrm{O}}$ (Riesz) $m\in \mathrm{N},$ $\kappa,$
$\lambda>0$ とし,

$\chi(t)=r_{m},(\kappa,\lambda t)=j=-m\sum(1-|m\frac{j}{m+1}|\kappa)\lambda e^{ijt}$ .

$3^{\mathrm{O}}$ (de la Vall赫 Poussin) $m\in \mathrm{N}$ とし,

$\chi(t)=v_{m}(t)=1+2\sum_{j=1}^{m}\frac{(m!)^{2}}{(m-j)!(m+j)!}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\dot{r}^{t}=\frac{(m!)^{\mathit{2}}}{(2m!)}(2\cos\frac{1}{2}t)2m$ .

$4^{\mathrm{O}}$ (Jackson) $m\in \mathrm{N}\backslash \{0\},$ $r\in \mathrm{N}\backslash \{0,1\}$ とし,

$\chi(t)=j_{m},r(t)=cm,rm^{r}\{F_{m}-1(t)\}rC_{m,r\{\frac{\sin\frac{1}{2}mt}{\sin\frac{1}{2}t}}=\}^{2r}$.

ここで, 定数 $c_{m,r}>0$ は

$j_{\hat{m},r}(0)= \frac{1}{\pi}\int_{0}^{\pi}j_{m,r}(t)dt=1$

となるように選ぶ. 特に,

$j_{m}(t)=j_{m,\mathit{2}}(t)=um \{2F_{m-}1(t)\}2\{=C_{m}\frac{\sin\frac{1}{2}mt}{\sin\frac{1}{2}t}\}^{4}$ .

ここで,

$c_{m}=c_{m,2}= \frac{3}{m(2m^{\mathit{2}}+1)}$ .

$5^{\mathrm{o}}$ (Feje’r-Korovkin) $m\in \mathrm{N}$ とし,

$\chi(t)=K_{m}(t)=A_{m}|\sum^{m}\lambda(mj)ej=0\dot{l}\mathrm{j}t|^{\mathit{2}}$ .

ここで,

$\lambda_{m}(j)=\sin(\frac{j+1}{m+2})\pi$ $(j=0,1,2, \ldots, m)$ , $A_{m}=(_{j=} \sum_{0}^{m}\lambda_{m}2(j))^{-1}$

$6^{\mathrm{O}}(\mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{S}^{- \mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{i}}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\iota \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{S})\lambda>0$ とし,

$\chi(t)=w_{\lambda}(t)=\sqrt{\frac{\pi}{\lambda}}\mathrm{j}=-\sum_{\infty}^{\infty}\exp\{-\frac{(t-2\pi j)2}{4\lambda}\}=\sum j=\infty-\infty e-\lambda \mathrm{j}2e^{ijt}$ .
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$7^{\mathrm{O}}(^{\mathrm{p}_{\circ \mathrm{i}}}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{n})0\leq r<1$ とし,

$\chi(t)=pr(t)=1+2\sum\dot{d}\cos jt\infty=\frac{1-r^{\mathit{2}}}{1-2r\cos t+r^{\mathit{2}}}$ .
$j=1$
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