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1 星型関数の係数評価

単位円板 $U=\{z\in \mathbb{C}:|z|<1\}$ で解析的である関数

$f(z)=Z+ \sum_{\mathit{2}k}\infty=a_{k}Z^{k}$

の全体を $A(1)$ で表す。
1960年に J. Clunie と F. R. Keogh [1] は $A(1)$ の関数 $f(z)$ に対して、次のような定
理を与えた。

【定理A 】 $A(1)$ の関数 $f(z)$ が $U$ で星型で、 $U$ を面積 $\Delta$ の領域に写像するとき、

$|a_{n}| \leq\frac{2}{n-1}(\frac{\Delta}{\pi})^{1/2}$ $(n=2,3,4, \cdots)$

が成り立つ。

また、 1962年に Ch. Pommerenke [3] が次の結果を証明した。

【定理B 】 $A(1)$ の関数 $f(z)$ が $U$ で星型で、 $U$ を面積 $\pi$ の領域に写像するとき、

$|a_{n}| \leq\frac{2}{n+1}$ $(n=2,3,4, \cdots)$

が成り立つ。

さらに、 1964年に J. Clunie と Ch. Pommerenke [2] は次のような定理を証明し
た。
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【定理C 】 $A(1)$ の関数 $f(z)$ が $U$ で $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{e}-\mathrm{t}_{0^{-_{\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}}}}\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{x}$ ならば

$|a_{n}|< \frac{(2+\sqrt{2})e}{n}M(\frac{n}{n+1})$ $(n=2,3,4, \cdots)$

が成り立つ。 ただし、 $M(r)= \max_{||=}zf|f(z)|$ である。
特に、 $|f(Z)|<1(z\in U)$ ならば

$|a_{n}|< \frac{(2+\sqrt{2})e}{n}<\frac{9.3}{n}$ $(n=2,3,4, \cdots)$

が成り立つ。

2 解析関数の係数評価

単位円板 $U$ で解析的な関数

$f(z)= \mathcal{Z}\mathrm{P}+\sum_{k=p+1}^{\infty}akz^{k}$ $(p\in \mathbb{N}=\{1,2,3, \cdots\}\rangle$

の族を $A(p)$ で表す。 定理 A、 定理 $\mathrm{B}_{\text{、}}$ および定理 $\mathrm{C}$ では関数族 $A(1)$ の関数に対する係
数評価が与えられた。 ここでは、 関数族 $A(p)$ の関数に対する係数評価を考察する。

【定理 1 】 $A(p)$ の関数 $f(z)$ に対して

$|a_{p+n}| \leq\sqrt{\frac{S(r)}{2\pi}}(\frac{4(p+n)+1}{2(p+n)rp+n})\frac{1}{\sqrt{2(p+n)+1}}$ $(n=1,2,3, \cdots)$

が成り立つ。 ただし、 $|z|<r\leq 1$ および

$S(r)= \int_{0}^{2\pi}\int_{0}^{r}\rho|f’(\rho e^{i}\theta)|^{2}d\rho d\theta$ $(0<r<1)$

とする。

【証明】 コーシーの積分表示によって、 $A(p)$ の関数

$f(z)=Z^{p}+a+z+p+1+a_{p}\mathit{2}z+p1p+\mathit{2}\ldots+a_{p+n^{Z}}+p+n\ldots$

に対して、
/ $\cdot$

$-\backslash$
1 /

$\cdot$

$f’(_{Z)}$

$(p+n)a+= \frac{1}{2\pi i}pn\int_{=|_{Z}|r}\frac{f’(z)}{z^{p+n}}dz$
$(0<|z|=r<1)$
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すなわち、

$(p+n)|a_{p+}n| \leq\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{\mathit{2}\pi}\frac{|f’(re^{i})\theta|}{r^{p+n-1}}d\theta$

が成り立つ。 したがって、

$(p+n)|a_{pn}+| \rho^{\mathit{2}}-\frac{1}{2}\leq(\mathrm{P}+n)\frac{1}{2\pi}\int_{0}^{\mathit{2}\pi}\rho^{\rho+n}\sqrt{\rho}|f’(\rho e^{:}\theta)|d\theta$

を得る。 この両辺を積分して、

$(p+n)|a_{pn}+| \int_{0}^{r}\rho^{2[p}-\frac{1}{2}d+n).\leq\rho\frac{1}{2\pi}\int_{0}’.\int_{0}^{2\pi}\sqrt{\rho}|f’(\rho e)i\theta|\rho^{\mathrm{P}}d\theta+ndp$

$\leq\frac{1}{2\pi}\{\int_{0}^{2\pi}\int^{r}0\}\rho|f’(\rho e^{:\theta})|\mathit{2}d\rho d\theta 1/2\{\int_{0}\mathit{2}\pi\int_{0}’\rho d\rho d\theta\}1/\mathit{2}\mathit{2}(\mathrm{P}+n)$

が得られる。 したがって、

$|a_{p+n}| \leq\sqrt{\frac{S(r)}{2\pi}}(\frac{4(p+n)+1}{2(p+n)rp+n})\frac{1}{\sqrt{2(p+n)+1}}$

を得る。

定理 1から $A(1\rangle$ の関数 $f(z)$ に対して、次の定理が得られる。

[定理 2 】 $A(1)$ の関数 $f(z)$ に対して

$|a_{n}| \leq\sqrt{\frac{S(r)}{2\pi}}(\frac{4n+1}{2nr^{n}})\frac{1}{\sqrt{2n+1}}$ $(n=2,3,4, \cdots)$

が成り立つ。

[注意】 定理 2では、関数 $f(z)$ の単葉性を仮定していないが、 $f(z)$ が $U$ で単葉なら
ば、 $S(r)$ は領域 $f(|z|<r)$ の面積に等しくなる。 このとき、

$|a_{n}| \leq\sqrt{\frac{S}{2\pi}}(\frac{4n+1}{2n})\frac{1}{\sqrt{2n+1}}$ $(n=2,3,4,-. .)$

が得られる。 ただし、 $S$ は領域 $f(|z|<1)$ の面積を表す。
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最後に、定理 2から

【系】 $A(1)$ の関数 $f(z)$ が $S\leq\pi$ を満たすとき

$|a_{n}| \leq(\frac{4n+1}{2\sqrt{2}})\frac{1}{\sqrt{2n+1}}$ $(n=2,3,4, \cdots)$

が成り立つ。
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