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1. はじめに

決定すべき空間が離散的であるような最適化問題は離散最適化問題と呼ばれる.
離散最適化問題を解く際に重要な役割を担うのは, その問題の上界あるいは下界の限界値

(Bound)の計算である. 限界値を求めるための最も –般的な方法は, 変数が整数であるとい
う条件を除いて, できあがった線形計画問題, すなわち線形緩和問題を解くことである.
Sinha-Zoltners [4] は線形緩和問題の最適解である $\mathrm{L}\mathrm{P}$解をもとに, より強い限界値計算法
を用いている.
本論においては, 離散最適化問題のうちの非線形ナップザック問題を解くために, モジュ
ラ法 (Modula Approach , MA) [1] に基づく, より効率の良いアルゴリズムを構築するために,
Sinha-Zoltners よりもさらに強い上界値 (UPPer bound) を計算する方法を提案する.

2. 非線形ナップザック問題

単 $-$制約をもち, 分離可能な非線形離散最適化問題は, 非線形ナップザック問題
(Nonl inear Knapsack Problem) とよばれる.

$[P^{0}]$ : Maxmize $f^{0}( \mathrm{x})=\sum_{i=1}^{n}f^{0}i(x_{i})$ (1)

subject to $g^{0}( \mathrm{x})=\sum_{i=1}^{n}gi(0\chi)i\leq b^{0}$

$x\in K_{i}^{0}$ for $i\in N$

ここで,

$\mathrm{x}=(x_{\mathrm{I}’ n},X_{\underline{7}},\ldots\chi)$ , $K_{i}^{0}=\{1,2,\ldots,k_{i}^{0}\}$ , $N=\{1,2,\ldots,n\}$

である. 一般性を失うことなしに,
$f_{i}0(x_{i})\geq 0$ for $x_{i}=1,\ldots,k_{i}^{0}$ , $i=1,\ldots,n$

$g_{i}^{0}(x_{i})\geq 0$ for $X_{i}=1,\ldots,$ $k_{i}^{0}$ , $i=1,\ldots,n$

を仮定する.
仲川 [1] は, 離散最適化問題を解くための新解法としてモジュラ法 (Modular Approach)
を提案した. モジュラ法は, 次のステップ (1) と (2) を繰り返して実行する.

(1) 変数の決定空間を縮小するように深測操作を適用する.
(2) 問題の変数の数を減らすために, 2変数を新しい 1変数に統合する.
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3. 深測操作

モジュラ法 (融) は, $s\in N,k\in K_{\backslash }^{0}$. に対する部分問題 $[P^{\mathrm{t})}:,\mathfrak{i}_{\text{、}}=k]$ に対して, 3つの深測操

作 (Fathoming test) を行い, 決定空間を縮小する.

(1) 実行可能性操作 (Feas ible Test)
(2) 限界値操作 (Bound Test)
(3) 優越性操作 (Dominance Test) (整数優越)

整数優越 (Integer Dominance) (優越性操作)

問題 $[P^{0}]$ において, $f_{\backslash }^{0}.\cdot(k^{\dagger})\geq f_{s}^{0}.(k)$ , $g_{s}^{00}$. $(k|)\leq g\backslash (k)$ となる $k^{\dagger}\in K_{\backslash }^{0}$ が存在するなら

ば, 部分解 $X_{s}=k$ は優越され, 深測される.

原問題 $[P^{0}]$ に整数優越を適用すると次式が得られる.

$[P^{A}]$ : $MaXimi_{\angle}^{\sim}e$ $f^{A}(x)= \sum_{\lrcorner}f_{\mathrm{i}}\sqrt(x_{j})$ (2)

subject to $g^{A}(x)= \sum_{i=1}^{n^{A}}g_{i}^{\Lambda}(x_{i})\leq b^{A}$ ,

$x\in K_{i}^{A}$ for $i\in N^{A}$

ここで, $N^{A}=\{1,2,\ldots, n^{A}\},$ $K_{i}^{\Lambda}=\{1,2,\ldots,k_{i}^{A}\}$ である. また, 任意の $i\in N^{A}$ に対し

て, $g_{i}^{A}(1)=0,g_{i}^{A}(1)\leq g_{i}^{4}(2)\leq\ldots\leq g^{A}i(k_{i}^{A})$である.

さらに, 次の DGR 優越 (Decreas ing Gain Rat io Dominance) を考える. DGR 優越は, 多重
選択ナップザック問題 (Multiple-choice Knapsack Problem) に対する $\mathrm{L}\mathrm{P}$ 優越と同じである.

DGR優越

$\frac{f_{i}^{A}(k)-f_{i}A(k^{\mathrm{t}})}{g_{i}^{A}(k)-g_{i}A(k^{\dagger})}\leq\frac{f_{i}^{A}(k^{\mathrm{t}1})-f_{i}A(k)}{g_{i}^{A}(k^{\dagger}|)-g_{i}A(k)}$ (3)

となる $k^{\dagger},k|\uparrow\in K_{i}A$ が存在するならば, 解 $x_{:}=k$ は優越される.

4. 上界値の計算

問題 [P勺の上界値を計算するために, 問題 $[P^{A}]$ において DGR 優越 ( $\mathrm{L}\mathrm{P}$ 優越) を適用し
て, 次の DGR 型の非線形ナップザック問題を考える.

$[P^{s}(b^{B})]$ : Maximize $f^{B}(x)= \sum_{i=\mathrm{I}}^{n^{A}}fiB(x_{i})$ (4)

$sub.j$e.ct to $g^{B}.(x)= \sum_{i|}’l=4g_{i}^{B}..(1X_{i}.)\leq b^{B}$ ,

$x\in K_{i}^{B}=\{1,2, \ldots, k_{i}^{\beta}\}$ for $i=1,$
$\ldots,$

$n^{4}$ ,

ここで,
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$f_{i}^{B}(k)<f_{i}^{B}(k+1)$ $f()r$ $k\in\{1,2,\ldots,k^{B}i-\iota\},i=1,\ldots,n^{1}$ ,

$g_{i}^{B}(k)<g_{i}^{B}(k+1)$ for $k\in\{1,2,\ldots,k_{i}^{B}-1\},i=1,\ldots,n^{\mathrm{i}}$ ,

$w_{i}(k)>w_{i}(k+1)$ $f\dot{\mathrm{e}})r$ $k\in\{2,3,\ldots,k_{i}^{\sigma}-1\},i=1,\ldots,n’$ ,

$w_{i}(k)= \frac{f_{i}^{s_{(}B}k)-fi(k-[)}{g_{i}^{B}(k)-g_{i}^{B}(k-1)}$

である.

次に, よく知られた greedy アルゴリズム (Fox [3]) を用いて, 問題 $[P^{B}(b^{B})]$ の greedy

解 $x^{\iota j}$ が得られる.

$i=1. \ldots.n\min_{\underline{\urcorner}}\{Aw_{i}(_{X_{i}^{\cup}})\}>wi.i(_{X}..+1)$, (5)

$0 \leq b^{s}-\sum_{i=1}g^{B}i(x^{c})ni<g_{i}^{B}.(_{X^{c}+}.\iota)i$

ここで $i^{*}$ は,

$w_{i}.(x_{i}^{\mathrm{U}}. +1)= \max_{n^{A}i=\mathrm{l}.\underline{?}}\ldots.\{\mathcal{W}i(x_{i}+1)\}$

で定義される. 得られた greedy 解は, 暫定解 (incumbent solut ion) を更新する. 問題
$[P^{B}(b^{B})]$ の上界値は, greedy 解 $x^{G}$ を用いて次式で与えられる.

$f^{R}= \sum_{i=1}f^{B}i(x_{i})+w.(x_{i}^{c}. +1)\hslash^{r}Gi\{bB-\sum_{=i1}g_{i}^{s}(X^{G}nA.)i\}$ (6)

次に, Sinha-Zoltners [4]が用いた, より厳密な上界値の計算式について述べる. $P$ は,

$g_{i}^{d}$. $(p)\leq h<gi.p(+A1)$ (7)

を満たすものとする. ここで,

$h=g_{i}^{gG}$. $(_{X}$ .$)+bB-i \sum g^{B}i(X_{i}^{G})i\hslash=1r$ (8)

である. 次に,

$w_{i^{\mathrm{P}\Gamma\backslash }}(x‘)(_{j},. \cdots\{i^{\mathrm{P}}\mathrm{r}= \max_{\Lambda,i=\iota}i\neq i\underline{?}..nw_{i}(X_{i}^{\mathrm{U}})\}$

(9)

および

$w_{i^{\mathrm{V}_{\mathrm{Y}\prime}}\mathit{2}i^{\mathrm{v}_{\mathrm{v}\prime}}}(XG.+1)=$

$\max_{\prime,i=|.\underline{7}.n’}..\cdot.\cdot.\cdot.\{i\wedge\neq iw_{i}(X+1c)i\}$

(10)

となる $i^{\mathrm{p}_{\Gamma \mathcal{V}}}$ と $i^{N\mathrm{v}t}$ を決定する. Sinha-Zoltners が用いた上界値の計算式は,
$f^{UB}= \max\{U^{\mathfrak{l}},U^{\underline{?}}\}$ (11)

である. ここで,

$U^{1}=f^{R}-$ { $.(X^{c}$.$+1ii)-\mathcal{W}_{i}$ Iv’
$(x_{i^{\mathrm{v}\prime}}^{c_{}}+1)\tau$ } $\{h-g_{i}.(Ap)\}$ , (12)

$U^{\underline{?}}=f^{R}-\{w_{i}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{t}(x^{G}i-wi\mathrm{p}_{\mathrm{r}\iota}).(x. +iiG1)\}\{g^{A}.(p+1)-h\}$ (13)

である.

以下において, より強い上界値の計算方法 (変数固定式上界値計算法) を提案する.

変数固定式上界値計算法
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$\text{問題}[P^{\beta \mathcal{B}}(b)]$ において,

(1) $K_{i}^{B}(i\in N)$ を 2 グループに分ける.

$K_{i}^{U}=\{k\in K_{i}^{B}|w_{i}(k)>\mathcal{W}.(_{X^{c}}. )\}ii$

$K_{i}^{L}=\{k\in K_{i}^{B}|w_{i}(k)\leq w_{i}.(X^{c_{)\}}}i$.
(2) $K_{i}^{U}(i\in N)$ に対して, 数列

$N^{U}=\{S(1),s(2),\ldots,S(n^{U})\}\subseteq N$ を

$k \in\kappa_{\mathrm{t}}’\min_{)1\prime}\{w)s1/)(k)\}\leq\min_{\mathrm{t}\backslash +\mathrm{I})},,\{w.\cdot(\backslash (l+1)k)\}k\in Kl$,

となるように決定する. 同様に, $K_{i}^{L}$ に対して, 数列

$N^{L}=\{t(1),f(2),\ldots,t(n\iota)\}\subseteq N$ を

$k \in K^{L}\max_{)1},,\{w_{t\langle}l)(k)\}\geq\max,\{w_{t}((l+1)k)\}k\in K’\mathrm{t}’\star|)$

となるように決める.
(3) $N^{U},$ $N^{L}$ に同じ要素がある場合, たとえば, $s(l^{U})=t(l^{\iota})$ の場合,

$[egg1] l^{U}<l^{L}$ であれば, $t(l^{L})$ を $N^{L}$ から除く.
$[egg2] l^{U}=l^{L}$ であれば, $N^{U}$ と $N^{L}$ の要素数の多い方から除く.

(4)問題 $[P^{A}]$ に対して固定する変数の数だけ, 前から順番に $N^{U},$ $N^{L}$ を取る. 固定された
変数に関して, その変数の代替案を順番に選択する. それぞれの代替案の組み合わせについ
て $f^{R}$ を計算し, その中の最大値を問題 $[P^{B}(bs)]$の上界値とする.

上界値計算の効率化
(4)の計算において次の定理を利用すると, 上界値の計算が効率的になる.

[定理 1] 問題 [ $P^{B}(b_{\mathrm{l}}’)1,$ $[P^{B}(b_{2}’)]$ の greedy 解をそれぞれ $\mathrm{x}1,$
$\mathrm{x}$

2 とする. もし, $b_{1}’\leq b_{2}$

’

ならば, $\mathrm{x}1\leq \mathrm{x}^{2}$である.
(証明) $\mathrm{x}$

1 は問題 $[P^{B}(b_{1}’)]$ の greedy 解であるから,

$\min_{i=1.2\ldots.n^{A}}\{w_{i}(X_{i})1\}$ $>i=1.2 \ldots.,n\max_{A}\{w_{i}(x_{i})|X_{i}\in\{_{X}i^{+}’\}1_{X_{i^{+}}^{1}}2, \ldots\ldots,k_{i}^{s}\}1$

$g_{i}(_{X_{i}^{1}})<g_{i}(X_{i^{+1}}^{\mathrm{l}})<\cdots\cdots<g_{i}(k_{i}^{\beta})$ for $i=1,\ldots,n$

したがって, $\mathrm{x}\iota\leq \mathrm{x}^{2}$ となる. (証明終り)

[定理 1] は, greedy アルゴリズムは, 問題 $[P^{B} (b_{2}’)]$の初期解として $\mathrm{x}$ 1を用いること

を示している. したがって, 問題 $[P^{A} : x_{\text{、}}=k]$ と $[P^{A} : x_{\text{、}}=k+1]$ は制約式の右辺, すなわ

ち $b^{\Lambda}-g_{s}^{\mathrm{t}}(k)$ と $b^{A}-g_{s}p(k+1)$ が異なるだけであるから, $s\in\{1,\ldots,n^{A}\}$ に対する問題

$[P^{A} : X_{s}=1],$ $[P^{\Lambda} : x_{\backslash }.\cdot=2],\ldots,$ $[P^{A} : x_{\backslash }.\cdot=k_{s}^{\Lambda}. ]$ の上界値は, 定理 1を利用すると効率的に計
算できる. この上界値の計算手法は, Marsten and Morin [5] の resource-space tour の
特別な場合である.

5. むすび

本稿では, 非線形ナップザック問題の最適解を求める際, 重要な役割を担う 『よい』上界
値を求めるための計算法 (変数固定式上界値計算法) を提案した. 同様な計算式は
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Sinha-Zoltners が用いているが, 変数固定式上界値計算法の方がより強い上界値を与える
ことを示した.
簡単な例題および実用規模の非線形ナップザック問題を解くことにより, 変数固定式上界

値計算法を用いて得られる上界値は, Sinha-Zoltners が用いた計算式による上界値よりも,
より強い上界値であることが明らかになった.
今後は, 本稿で提案した変数固定式上界値計算法を用いて, 変数及び代替案の多いため従
来は解くことができなかった非線形ナップザック問題を解く方法を開発していく予定であ
る. .
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