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1. 緒言

本文日本語の羊頭狗肉を許されたい. まず, $\mathrm{H}$-行列の理論を整理し本題に至る経緯を示す. H-
行列は Hadamardに因んだ Ostrowski [6] の命名である. Ostrowskiが H-行列を考えるようになった
きっかけは今から百年前のMinl\mbox{\boldmath $\omega$}wskiの仕事 [5] にある. 本年は H-行列百年目の節目の年とい
える. それはさておき, Ostrowskiの論文では, すべての主小行列式が正となる $\mathrm{Z}$-行列をM-行列と
定義し, さらに H-行列を導入した. 彼は別に Minkowski行列, Hadamard行列を定義した. これら

の拡張がそれぞれM-行列, $\mathrm{H}$ -行列で, その拡張は狭義優対角行列の–般化狭義優対角行列への拡
張に相当する. 1976年, Varga [7] が Jacobi overrelaxation法, SOR法の収束性とH-行列の同値性
を, 従来知見をまとめる形で論じ, Berman and Plemmons [21 はM-行列に関する多くの同値な条
件を総括した. これはそのまま, $\mathrm{H}$-行列に関する同値な条件として読み替えができる. なかでも,
Ostrowskiのつぎの定理が美しい (Satz II [5]).

定理 1 $\mathrm{c}\mathfrak{B}=_{\mathfrak{c}}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{+}=\hat{\mathrm{a}}$ .

ここに, $X$は H-行列の全体, ($\ovalbox{\tt\small REJECT}^{+}$は–般化狭義優対角行列 (GSDD行列 2) の全体の集合で, H-

行列は GSDD行列を意味する. 壕はすべての主小行列式が正の行列全体を表す. $A=(a_{ij})$ を $n$次

複素正方行列とする. $M(A)=((-1)1-\delta;j|a_{i}j|)$ ( $\delta_{ij}$ : Kroneckerの $\delta$ ) を $A$ の比較行列と呼び, $M(A)$ は

$\mathrm{Z}$-行列 (非対角成分負の行列) である.

定義 2 $A$が H-行列とは, $M(A)$が単調, すなわち, $M(A)\mathrm{x}\geq 0\Rightarrow \mathrm{x}\geq 0$ となる行列をいう.

単調な Z-行列は L-行列 (対角成分正の\sim 行列) となり, これを $\mathrm{M}$-行列という. $A$が H-行列とは,
その比較行列が単調, したがってM-行列となることである. 単調な行列は, 正則で非負成分の逆
行列をもつから,

命題 3 $A$が H-行列とは, $M(A)$が正則で $M(A)^{-1}\geq \mathrm{O}$ と同値である.

ここで, 今まであまり省みられなかった幾何学的視点から $\mathrm{H}$-行列を見ると, 新たな同値条件に
至ると同時に, 定理 1の成り立つことが直感的に理解できる. 正則行列 $A$ の列べクトルからなる
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2 これは Axelsson [1] の術語. Berman and Plemmons [2] は SGDDと呼ぶ. 先に–般化してから狭義優対角 $(\mathrm{S}$

GDD) としようとも, 狭義優対角を–般化 (GSDD) しょうとも同値である. ここでは, 語呂の良い GSDDを採
用した.
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単体錐 (simplex cone) を VA, 単位行列を $I$ と記すと,

命題 4 $A$ : $\mathrm{H}$-行列 $\Leftrightarrow \mathrm{V}I\subset \mathrm{V}M(A)$ .

この命題には定理 1に劣らぬ美しさがある. 幾何学的内容の豊富さからいえば, GSDDにはかな
わない.

定義 5 $A$ が GSDD行列とは, $M(A)_{\mathrm{X}}>0$ なる正ベクトル $\mathrm{x}$が存在することである.

これから, つぎの定理を得る [4] .

定理 6 $A\in$ 何 $+\Leftrightarrow(\mathrm{V}I)^{\mathrm{o}}\cap(\mathrm{v}A)^{\mathrm{O}}\neq\emptyset\Leftrightarrow 1\in \mathrm{V}M(A)\Leftrightarrow M(A)^{*}\succ \mathrm{O}\Leftrightarrow\tau(M(A))>0$.

$A$が GSDD行列であることと, 開単体錐 $(\mathrm{V}I\mathrm{I}^{\mathrm{o}}, (\mathrm{v}A)^{\mathrm{o}}$ があるベクトルを共有することとが同値で
ある. これは, 比較行列の単体錐が, 成分すべて 1のベクトル 1を含むこととも同値である.
$M(A)^{*}$ と $\tau(M(A))$は文献 [4] 参照. とくに,

命題 7 $n\leq 3$のとき, $A$が H-行列であることと $|M(A)|>0$ とが同値になる.

$n\geq 4$ では, この命題は成り立たない.
さて, 以上が H-行列に関する要約であって, すでに H-行列の数学的特徴は言い尽くされた感が

ある. あえて次の問題提起をするのは, H-行列の特徴づけをより直接にしたいからである.

問題 8 $\mathrm{H}$-行列となる $n$次複素正方行列を決定せよ.

この問題を同値かつ単純な問題に換言してみる. ここでは, $\mathrm{H}$ -行列を扱うから, $n$次複素正方
行列 $A$ は正則としてよい. すなわち, $A\in \mathrm{G}\mathrm{L}(n;\mathrm{C})$ . $\forall A,$ $B\in \mathrm{G}\mathrm{L}(n;\mathrm{C})$ に対して, 関係 $\sim$ を
$A\sim B\Leftrightarrow \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}|a_{ij}|=|b_{ij}|(i,j\in N)$ $\Leftrightarrow M(A)=M(B)$ と定義する. ここに, . $N=\{1,2,\cdots,n\}$ である. 関係
$\sim$ は同値関係となる. $\mathrm{G}\mathrm{L}(n;\mathrm{C})$ をこの同値関係で類別した商集合を $\mathrm{G}\mathrm{L}(n;\mathrm{c}/)\sim$ と表す. $A$ の分離
を, $A=C-R=CC(I-c^{-1}R_{C})(C\in \mathrm{G}\mathrm{L}(n;\mathrm{c}_{))}$ とすると, $H_{A}=C^{-1}R_{C}$ が $A$ の反復行列である. 弱正
則分離定理と正則分離定理を合わせたつぎの定理が成り立つ [3] .
定理 9 $A\in X\Leftrightarrow\emptyset\neq \mathrm{R}(M(A))\subset$ 鳥 R $(M(\mathcal{A}))\subset$ 翼 v $(M(A))$ .

とくに, Jacobi法のときは, $C=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(A)$ と取り, $H_{A}$ が Jacobi行列 $J_{1}(A)$である. スペクトル半径を
使って定理 9を表せば, ..

定理 10 $A\in X\Leftrightarrow\rho(J_{1}(M(A)))<1$ .

$\rho(J_{1}(A))\leq p(J1(M(A)))$であるから,

定理 11 $A\in X$のとき, $M(B)=M(A)\Rightarrow\rho(J_{1}(B))<1$ .
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これより, $B$に関する Jacobi法は収束する. 反復法は逆行列を求める –手法であるから [3] , $B$

の逆行列が Jacobi法から求まり, $p(J_{1}(B))<1$ならば沼よ正則になる.
$M(A)$が単調ならばその対角成分は正になり, $\mathrm{H}$-行列 $A$ の対角成分 $a_{ii}$ は $a_{ii}\neq 0$ $(i\in N)$である.

非零対角或分の複素正則行列の全体を $\mathrm{G}\mathrm{L}(n;\mathrm{C})^{*}$ とし, $\mathrm{L}$-行列の全体を召と記すと, $\mathrm{G}\mathrm{L}(n;\mathrm{c})/*\sim$

の完全代表系に震をとることができる. 定理 11から召で Jacobi法の収束を論ずればよ $\langle$ , 同 $-$の

同値類 (equimodular set) に属するすべての行列に関する Jacobi法の収束は代表元である比較行列
の収束で決まる. したがって, $A=M(A),$ $a_{ii}>0(i\in N)$の場合を考えれば十分である. 以後, Mよ

$\mathrm{L}$-行列と仮定すると, $\mathrm{H}$-行列 $A$ はM-行列となる. $D_{A}=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(A)$とし, $D_{A}^{-1}A$ もM-行列となることか
ら $D_{A}^{-1}A$ を $A$ と考えると, $A$ の分離として $A=I-H$ と取れ, diag$(H)=0$ , $H\geq \mathrm{O}$ である. したがっ

て, 問題 8は

問題 12 $H\geq \mathrm{O}(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(H)=0)$かつ $\rho(H)<1$ となる行列 $H$ を決定せよ.

と書き直すことができる. 以下では, 特別な場合に $H$ を決定し, 従来知られている定理と比較し
てみる.

2. 3重対角行列

反復法は, 熱伝導方程式の 2点境界値問題としての離散化から得られる, 3重対角行列 $A$ を係数

行列とする線形方程式系 $A\mathrm{x}=\mathrm{b}$の解法として重要である. そこで, つぎの場合を扱う.
( $0$ $b_{1}$ O)

$H=(_{0}^{0}a_{1}$

$.b_{1}0.$

. $a_{n- 1}.\cdot...\cdot$

$b_{n-}\mathrm{o}_{1)}0$

ここで, $a_{i}\geq 0,$ $b_{i}\geq 0,$ $a_{i}b_{i}=c^{2}(i\in N),$ $c\geq 0$ とする. $c=0$のとき, $\rho(H)=0$であるから, $\rho(H)<1$ で

ある. この例は自明な場合であって, 以下では $c>0$ とする. $H$ を $n$ 次正方行列とし, その特性多
項式を $\Psi_{n}(\lambda)$ と記すと,

補題 13 $\Psi_{n}(\lambda)=x\Psi(n^{-}1\lambda)-c^{2}\Psi_{n-}(2)\lambda$

であるから, $c>0$から, $\lambda\neq 2c$がいえ, $D=\lambda^{2}-4c^{2}(\neq 0)$ とおくと,

$\Psi_{n}(\lambda)=\frac{1}{\sqrt{D}}\{(\frac{\lambda+\sqrt{D}}{2})^{n}+1-(\frac{\lambda-\sqrt{D}}{2}1^{n+\iota}$
$,.\backslash$ ’

$\sqrt D$ [( 2 ) ( 2 ) $\rfloor$

特性方程式 $\Psi_{n}(\lambda)=0$ の n個の根は , $i$を虚数単位として,

$\lambda=\frac{1+e^{ik\omega}}{e^{ik\omega/2}}c=(^{ik/k/2}e\omega 2+e^{-i})\omega C=2C\cos\frac{k\pi}{n+1}$ $(k=1,2,\cdots,n,$ $\omega=\frac{2\pi}{n+1})$ (1)

で与えられる. したがって, $\rho(H)=|1+e^{i}"|C$ となる. ゆえに, $\rho(H)<1$ $\Leftrightarrow c<\frac{1}{|1+e^{i\omega}|}$ . 自明な場

合も取り込むと,
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命命題題 144

$H=(_{0}^{0}a_{1}$

$.b_{1}0.$

.
$a_{n-1}..$

.
$b_{n1)}\mathrm{O}0^{-}$ $(a_{i}\geq 0, b_{i}\geq 0, a_{i}b_{i}=c^{2}(i\in N), c\geq 0)$

のとき,
$p(H)<1\Leftrightarrow 0\leq c<\underline{1}$

$|1+e^{i\omega}|$

.

$c= \frac{1}{2}$のときは $\lambda=\cos\frac{k\pi}{n+1}$ $(k=1,2,\cdots,n)$であるから ’ $\rho(H)=\cos\frac{\pi}{n+1}$で既知である [2] . また,

$a,b\geq 0$のとき, $\frac{a+b}{2}\geq\sqrt{ab}$であり, さらに, $|1+e^{i\omega}|<2$であるから,

系 15 $a_{i}\geq 0,$ $b_{i}\geq 0(i\in N)$のとき, $a_{i}+b_{i}\leq 1(i\in N)\Rightarrow p(H)<1$ . とくに $a_{i}=b_{i}=c(i\in N)$のと

き, $0 \leq c\leq\frac{1}{2}\Rightarrow\rho(H)<1$ .

$a_{i}=b_{i}=c= \frac{1}{2}$ ならば $\rho(H)<1$であって, 対応する $A$ は –意には決まらないが, 整数成分にと $\hslash$

ば, $A=$ となる. これは, 既約弱優対角行列の例としてよく知られる. しかし,

既約弱優対角行列は, H-行列であるための十分条件ではあっても必要条件ではない点は注意を要
する. 命題 14から容易に既約 H-行列ではあるが, 弱僧対角でない例を作れる. $n=3$ とすると, $A$

が H-行列であるための条件が $0 \leq c<\frac{1}{\sqrt{2}}$ であるから, $c= \frac{2}{3}(\frac{1}{2}<\frac{2}{3}<\frac{1}{\sqrt{2}})$ とすれば, 弱優対角で

ない既約 H-行列 A $=$ を得る. また, 単位行列は可約 H-行列であって, 弱優対角では

あるものの既約ではない.

3. 定理 11に関する注意

もっと重要なのは, 定理 11の逆が成り立たないことである. $A$ を複素行列とする.
$\rho(J_{1}(M(A)))<1$ならば $\rho(J_{1}(A))<1$であるが, 逆はいえない. つまり, $A$ に対する Jacobi法は収束す
るのに, $M(A)$ に対しては収束しない例がある.
まず, $\rho(J_{1}(A))=\rho(J_{1}(M(A)))$ の場合, すなわち, 定理 11の逆が成り立つ例を上げる.

1) $A\in \mathrm{c}V_{2}(\mathrm{c})$ とする. $A$ は 2次の複素正方行列である. $H=(a,b\in \mathrm{c})$ となり, 固有値

の絶対値は $|\lambda|=\sqrt{|a||b|}$ となるから, $\rho(]_{1}(A))=\rho(J1(M(A)))i\grave{\grave{\mathrm{a}}}\text{成}$ り立つ.

2) $H=(_{0}^{0}a_{1}$

$.b_{1}0.$

.
$a_{n- 1}..$

.
$b_{n- 1})\mathrm{O}0$ $(a_{i}b_{i}=c(2i\in N), a_{ii}, b, c\in \mathrm{C})$ の場合 固有値は式 (1)で与えられる
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から, $p(J_{1}(A))=\rho(J_{1}(M(A)))=|1+e^{i\omega}||_{C}|\text{である}$ .

つぎに, 逆の成り立たない例を構成する. 上の 1) , 2) から, 多重対角行列に例を求めるに
は, 3次以上, 5重以上の対角行列でなければならないことが分かる. 行列 $H$ を

$H=(a, b\in \mathrm{C}, b\neq 0)$ とする. $H$ の固有値は $\lambda=-b,$ $\frac{1}{2}(b\pm\sqrt{b^{2}+8a^{2}})$ であるから,

$\mu=\frac{a}{b}(b\neq 0)$ とおくと, $|\lambda|=|b|$ または, $| \lambda|=\frac{|b|}{2}|1\pm\sqrt{1+8\mu^{2}}|$ であって, $p(J_{1}(A))<1\leq\rho(J_{1}(M(A)))$

すなわち,

$\frac{2}{1+\sqrt{1+8|\mu|^{2}}}\leq|b|<\frac{2}{\max\{2,|1\pm\sqrt{1+8\mu^{2}}|\}}$
(2)

となるように, $a,$ $b$ を決めれば所期の行列を得る. いま, $\mu=\frac{1}{i\sqrt{2}}$ とおくと条件式 (2) は

1 ,
$-$

,
$-$ $\lambdarightarrow--$ 1 $i$

$.-$ , $.\wedge\backslash$ , 1
$\frac{}{1+\sqrt{5}}\leq|b|<1$

となる $\text{ので}$ ,
$b=\overline{i\sqrt{2}}^{=-\frac{}{\sqrt{2}}}\mathrm{I}$

.
$tarrow kr\mathrm{I},$ $\#\mathrm{f}\backslash X$ $\langle$ , $a=–^{1}2$ である. したがって,

$H=(– \frac{1}{2,i}\frac{0}{\sqrt{2}}$ $- \frac{1}{2}-\frac{1}{2}0$

$- \frac{i}{0\frac{\sqrt{2}1}{2}}$)$-$ $\text{と}\gamma_{\zeta}‘ \text{り}$ , $A=(_{i^{\sqrt{2}}}^{2}1$ $211$ $i\sqrt{2}21)$ が定理 11の逆の成り立たない例である.

命題 16

$H=(a, b\in \mathrm{C}, b\neq 0)$ とすると,
$\rho(J_{1}(A))<1\Leftrightarrow|b|<\frac{2}{\max\{2,|1\pm\sqrt{1+8\mu^{2}}|\}}(\mu=\frac{a}{b})$

である.
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