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1 はじめに

級数の高精度計算を有理数を使って計算することによって、計算速度を上げる方法が多

くの人によって使われている。 この方法を使って、 1989年に Chudnovsky 兄弟による円周

率 10億桁の計算が行われた。 しかしながら、彼らは、 この計算方法の詳細を発表してい

ない。

この方法は 1998年置ら 1999年にかけて、右田等 $[11][12]$ や後等 [15] によって、級数計

算への適用の再現が行われている。

この計算法の起源を調べると 1997年にすでに B.Haible and T.Papanikolaou [3] によって

公表されていることがわかる。 この論文では、 トーナメント法とか縮約法とか呼ばれてい

るこれらの計算方法を Binary Splitting Algorithm (以降 BSA 法と略す) と呼んでいる。

この論文を読むと BSA 法は、 1976年に R. P. $\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\text{、}$ 1987年に Borwein 兄弟によって公

表され、 Chudnovsky 兄弟による円周率 10億桁の計算が行われた 1989年当時でもよく知

られた方法であったことがわかる。

B.Haible 等の論文では、次の形の無限級数

$S= \sum_{k=0}\infty(\frac{a_{k}}{b_{k}}\frac{\prod_{j=0}^{k}pj}{\prod_{j=0}^{k}qj})$ (1)

だけでなく、 さらに–般的な無限級数

$U= \sum_{k=0}^{\infty}(\frac{a_{k}}{b_{k}}(\sum_{j=0}^{\infty}\frac{c_{j}}{d_{j}}\mathrm{I}\frac{\prod_{j=0}^{k}pj}{\prod_{j=}^{k}\mathrm{o}q_{j}})$ (2)

の高速化も容易に行えることを述べている。 ここで、 $a_{k\text{、}}b_{k}\text{、}c_{k\text{、}}d_{k}\text{、}p_{k}\text{、}q_{k}$ は、 $O(\log k)$

の桁数の整数で、通常 $k$ の定数係数の多項式である。

BSA 法は、 $l_{\text{、}}m_{\text{、}}n(l<m<n)$ を正の整数としたとき、次のような手順になる。 まず、

$S_{l,m-1}= \sum_{k=\iota}^{1}m-(\frac{a_{k}}{b_{k}}\frac{\prod_{j=}^{k}\mathrm{o}p_{j}}{\prod_{j=0j}^{k}q})$ (3)
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$P_{l,m-1}= \prod_{j=l}^{m-1}pj$ (4)

$Q_{l,m-1}= \prod^{m}j=-1\iota q_{j}$ (5)

$B_{l,m-1}= \prod_{j=l}^{m-}b_{j}1$ (6)

と記する。 これを使って

$T_{l,m-1}=B_{\iota,m-1}Ql,m-1S\iota,m-1$ (7)

を定義する。 このとき、 次のような漸化式

$P_{l,n-1}=P_{\iota,m-}1P_{m,n-}1$ (8)

$Q\iota,n-1=Q\iota,m-1Qm,n-1$ (9)

$B_{l,n-1}=B_{\iota,m-1}Bm,n-1$ (10)

$T_{l,n-1}$ $=$ $B_{m,n-1}Q_{m,n}-1\tau l,m-1$

$+$ $B_{\iota,m-}1P\iota,m-1Tm,n-1$ (11)

が成り立つ。 この関係を何回も利用して、 $l=0$ から大きな $n$ までの $Q_{0,n-}1\text{、}B_{0,n-1}\text{、}$

$T_{0,n-1}$ の値を求め

$S_{\mathit{0},n-1}=, \frac{T_{0,n-1}}{B_{0_{n-}1}Q_{0,n-1}}$ (12)

として、 $S$ の近似値を計算することができる。右田等 $[11][12]$ や後等 [15] による級数計算

への適用は、 この $S$ を計算することに対応する。

さらに

$U_{l,m-1}= \sum_{k=\iota}^{1}m-(\frac{a_{k}}{b_{k}}(\sum_{j=l}^{k}\frac{c_{j}}{d_{j}})\frac{\prod_{j=}^{k}\mathrm{o}p_{j}}{\prod_{j=0}^{k}q_{j}})$ (13)

$D_{l,m-1}= \prod_{j=l}^{1}d_{j}m-$ (14)

$C_{l,m-1}=D_{l,m-1} \sum^{-1}\frac{c_{j}}{d_{j}}mj=\iota$ (15)

$V_{l,m-1}=D_{\iota_{m-}1},Bl,m-1Q\iota,m-1U_{\iota_{m-1}}$, (16)

と記するとき、 次の漸化式

$D_{l,n-1}=D_{l,m-1n-1}Dm$, (17)
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$C_{l,n-1}$ $=$ $c_{\iota,m-1}D_{m,n}-1$

$+$ $C_{m,n-1}D_{\iota_{m-}1}$, (18)

$V_{l,n-1}=Dm,n-1B_{m},n-1Qm,n-1V_{l,1}m-$

$+D_{m},{}_{n-1}C\iota,m-1Bl,1{}_{m-}Pl,m-1Tm,n-1$ (19)

が成り立つ。 この関係式から、前の $S$ と同様に、$l=0$ から大きな $n$ までの $D_{0,n-1}\text{、}Q_{0,n-1}\text{、}$

$B_{0,n-1}\text{、}V_{0,n-1}$ を求める。 この値から

$U_{0,n-1}=, \frac{V_{0,n-1}}{D_{0_{n-}1}B_{\mathit{0}_{n}1}-Q\mathrm{o},n-1}$

,
(20)

を計算し、 $U$ の近似値を計算することができる。 この計算法は、 (1) および (2) 式におい

て、 $a_{k\text{、}}b_{k}\text{、}c_{k\text{、}}d_{k}\text{、}p_{k}\text{、}$ 縣が小さな整数で、級数の値を高精度で計算する場合に効果的

である。

このような–般化によって、 Bessel 関数 $K_{0}(x)$ が BSA 法によって計算できることを意

味する。 この Bessel 関数を使って R.PBrent 等は Euler 定数を計算する方法 [14] を提案し

ているが、計算例では BSA 法でない通常の計算方法によるものである。

効率的である理由は二つある。 第–番目の理由は、長い桁数の数値が途中で出現しない

ため小さな桁数でかっ厳密な値で計算を進めることができるためである。 (15) 式は、 除数

を因数として持つ $D_{l,m-1}$ を掛けるため整数値になるので、 この除算のために長い桁数の

数値が現れることはない。 第二番目の理由は、数値の桁数が大きくなった場合、大きな桁

数の数値の乗算に FFT を用いた高速乗算法を適用できるためである。

2 BSA法による基数変換

基数変換については、 1999年の講演とその講究 [8] や後等 [16] によって BSA 法によっ

て高速に計算できる可能性が述べられている。現在の多くの計算機が内部表現として 2進

数を利用している。多倍長数値表現として 2進数表示を使うと、 メモリー効率だけでなく

計算速度もかなり速くなる。 円周率の高精度計算等の特殊な計算を除けば通常 2進数を使

う場合が多い。 このため、 2進数を 10進数への変換は、基本的で実際にもよく行われる計

算で非常に重要である。 実際にどの程度高速計算できるかを以下で調べた。

実数 $a$ を 2進数で表現すると、

$a= \sum_{0k=}2^{Nk}-$
(21)

と表現できる。 これは、 次のような形式に変形できる。

$a$ $=$ $a_{0}2^{N}+a_{1}2^{N-1}+a_{2}2^{N-2}+\cdots$
(22)

$=$ $2^{N}(a_{0}+ \frac{1}{2}(a_{1}+\frac{1}{2}(a2+\frac{1}{2}(a_{\mathrm{s}+}\cdot$ . .
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この式を、 基数 $r$ の式に–般化すると、

$a= \sum_{k=0}^{\infty}r^{N-k}$ (23)

となる。 (1) の形式に変形すると

$a$ $=$ $a_{0}r^{N}+a_{1}r^{N-1}+a_{2}r^{N-2}+\cdots$
(24)

$=$ $r^{N}(a_{0}+ \frac{1}{r}(a_{1}+\frac{1}{r}(a_{2}+\frac{1}{r}(a_{3}+\cdots$

この計算を、 10進数表現の多倍長演算プログラムで計算すれば、 10進数に変換できる。

この時の計算量は、精度を $p$ とすれば $O(p(\log p)\mathrm{s})$ の計算量で計算できる。 実際の計算で

は、 (24) の基数嫁 t、 $2^{16}$ とか $2^{32}$ になる。

(24) の級数部分を行列の乗算形式で書くと、$=$. . .

となる。 この式を計算し、 $a=r^{N_{\frac{P_{n}}{R_{n}}}}$ として、 $a$ が求められる。

逆に、基数 $r$ を 10にして、 2進数表現を使う多倍長演算プログラムで計算すれば、 2進

数に変換することになる。 この時の計算量も、 2進数 10進数の変換と同様に、 $O(p(\log p)^{3})$

の計算量で計算できる。

実際に、 この計算法を利用してすれば、以下のような時間となった。使用した計算機は

Pentium $\mathbb{I}\mathrm{I}933\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}_{\text{、}}$ Windows $2000_{\text{、}}\mathrm{C}++$コンパイラとして、 CBuilder Ver 5を利用し

た。 $\sqrt{3}$ を計算し、 それを 10進数に変換した。正確には、 $2^{32}$ 進数の数値を $10^{4}$ 進数に変

換した。

以下にその結果を表 1に示す。

表 1 2進数を 10進数に変換するための時間

163



50桁の場合 10000回、 500桁以下の場合 1000回、 5000桁以下の場合 100回、 20000桁以

下の場合 10回ループさせ、時間を測定し、 そのループ回数で割った値である。

上の結果を見ると BSA 法を使った方法は、 5(1)桁程度以上の精度では、従来の方法より

高速であることがわかる。従来の方法は、 100桁程度以下の計算で高速であることがわか

る。 2進数を 10進数に変換する演算は、 50桁程度までの精度では、平方根の計算より高

速に行うことができるが、それ以上の精度の計算では、 ここで提案した高速アルゴリズム

を使っても遅くなることがわかる。

3 指数関数の計算

RSA 法は、桁数の短い数値の関数の計算だけでなく、高精度の数値の関数計算にも適用

できる。 高精度数 $x$ を桁数の少ない上位桁部分 $x_{0}$ とそれ以外の部分銑に分ける。すな

わち、

$e^{x}=e^{x_{0}}e^{x_{1}}x=x_{0}+x_{1}$ (26)

として計算する。 $e^{x_{0}}$ は、 Taylor展開で計算するとき、 $x_{0}$ の桁数が小さいことから、高速に

計算できると期待できる。 この計算には、BSA 法が使えるので、 さらに高速に計算できる。
$e^{x_{1}}$ の部分は、 $x_{1}$ が非常に小さな数値になるので、級数は速く収束するため高速に計算

できる。

数値例として、 $e^{\pi}=23.140692632\cdots$ を計算精度 8000桁で計算する。Brent の高精度計

算ノ-一チンで使われている引数を 2分割し、小さな引き数にし、その値の関数を Taylor 展
開式で計算し、 2乗を 2分割した回数だけ行い、 元の関数値を計算する。 すなわち

$e^{\pi}=(e^{\frac{\pi}{2^{202}}})^{2^{2}}02$ (27)

を計算する。 このとき、 Pentium II $450\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}$ で 236秒に時間がかかった。 これを

$e^{\pi}=(e^{\frac{\pi}{2^{20}}})^{2^{20}}$ (28)

を上位 96桁と下位 7904桁に分割し、上位の桁の計算に BSA 法を利用した。上位桁の計
算は、 254次、下位は、 64次の Taylor展開式を使用した。 このときの計算時間は 142秒で

あった。 この値は Brent の高精度ルーチンの計算法より約 40 パーセント高速であった。

このような使い方をすれば、多くの関数が BSA 法で高速に計算できる可能性がある。
このような高精度計算方法については、後継 [16] でも述べられている。

4 まとめ

$\bullet$ BSA のアルゴリズムを使うと級数の高精度計算を高速化することができる。
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$\bullet$ 関数の計算だけでなく基数変換にもこのアルゴリズムを使うことができる。

$\bullet$ 桁数の小さな数値で構成された級数だけでなく、フル精度の計算も高速に計算できる。
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