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1 はじめに

解析関数の対数微分の周回積分が積分領域内の零点の個数を与えることは良く知られて
いる。積分経路を円周とし、その等分点を分点とした数値積分でこの周回積分を近似したと
きに得られる理論的な評価から我々は新しい反復法を提案し、数値積分誤差法 (Numerical

Integration Effor $\mathrm{M}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{d}$ ) $[5,8]$ と呼んでいる。 これまでに他の代数方程式の計算方法との比
較 [7] や、 重根、近接根に対するアプローチ [6] を報告した。

今回は大域的収束性を持つアルゴリズムについて報告する。 数値実験は「平野の改良
Newton 法」 との比較を中心に行なう。

2 準備

次の複素係数代数方程式の根を求める問題を考える。

$f(z)$ $=$ $z^{n}+a_{1}Z^{n}-1+\cdots+a_{n}$ $(a_{n}\neq 0)$ (1)

$=$ $\prod_{k=1}^{s}(_{\mathcal{Z}z_{k}}-)^{n}k$ (2)

ここで $f$ : $Carrow C_{\text{、}}z,$ $a_{k}\in C_{\text{、}}n_{k}\in Z$ は根 $z_{k}\in C$ の重複度である。
$\Gamma$ を正の向きを持つ閉曲線とする。 $\Gamma$ 内に存在する (1) の根の数を $N\in Z$ としたとき、

$N= \frac{1}{2\pi i}\oint_{\Gamma}\frac{f’(_{Z)}}{f(z)}d_{Z}$ (3)

である。 いま、 $\Gamma$ を中心 $\lambda\in C_{\text{、}}$ 半径 $\tau\in R$ の円周とする。 このとき円周を $m$ 等分した
分点は $x_{j}=\lambda+\tau e^{i\theta j}(j=0, \cdots, m-1, \theta=2\pi/m)$ である。 この分点において (3) の
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Riemann 和を取ると

$N \simeq\frac{1}{2\pi i}\sum_{j=0}^{m-1}\frac{f’(x_{j})}{f(x_{j})}(_{X_{jj}}+1^{-x})=\frac{\tau}{m}\sum_{j=0}^{m-1}\frac{f’(\lambda+\tau e)i\theta j}{f(\lambda+\tau ej)i\theta}e^{i\theta}j$ (4)

となる。 これを $T(\lambda, \mathcal{T}, m)$ と定義する。

$T( \lambda, \tau, m)=\frac{\tau}{m}\sum_{j=0}^{m-1}\frac{f’(\lambda+\tau e)i\theta j}{f(\lambda+\tau ej)i\theta}e^{i\theta}j$ (5)

(5) を用いる反復法を総称して数値積分誤差法 (NIEM) と呼ぶ。

3 NIEM の反復の修正量
$\nu_{k}=z_{k}-\lambda(k=1, \cdots, s)\in C$ とする。 このとき以下の定理が成り立つ [5]。

定理 1すべての $k(=1, \cdots, s)$ に対して $\tau^{m}\neq\nu_{k}^{m}$ ならば $T$ を次のように表わすことがで

きる。

$T( \lambda, \tau, m)=\sum\frac{n_{k}}{1-(\nu_{k/\tau})^{m}}k=1$
(6)

以降、すべての根は $\lambda$ からの距離によって番号付けされているとする。 つまり、

$|\nu_{1}|\leq|\nu_{2}|\leq\cdots\leq|\nu_{s}|$ (7)

である。

ここで、

$\triangle=\sum_{k=2}^{s}\frac{n_{k}}{n_{1}}(\frac{\nu_{1}}{\nu_{k}})^{m}\frac{1-(\mathcal{T}/\nu_{1})^{m}}{1-(\mathcal{T}/\nu_{k})^{m}}$ (8)

とすると、

$T= \frac{n_{1}}{1-(\nu_{1}/\tau)m}(1+\triangle)$

と表わせる。 $|\triangle|$ が小さければ上式より $\lambda+\tau\{(T-n_{1})/\tau\}\frac{1}{m}$ のうちの–つ ( $\mathrm{m}$ 乗根は $\mathrm{m}$

個の分枝を持つ) が $z_{1}$ のよい近似となることが期待できる。NIEM では

$\tau(\frac{T-n_{1}}{T})^{\frac{1}{m}}$ (9)

を反復の修正量として用いる。 実際にこの近似の定量的な評価として次の定理が成り立つ
$[5]_{0}$
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定理 2 $\tau<|\nu_{1}|<|\nu_{2}|$ ならば、 $| \nu_{1}/\nu_{2}|^{m}\frac{2n}{1-|\mathcal{T}/\nu 2|^{m}}<1/2$ を満す $m$ に対して以下が成り

立つ。

$( \frac{T-n_{1}}{T})^{\overline{m}}--z_{1}|\leq\frac{16n}{m}\frac{|\nu_{1}|}{1-|\tau/\mathcal{U}_{1}|^{m}}|\frac{\nu_{1}}{\nu_{2}}|^{m}$ (10)

この定理から $m$ を十分大きく取れば任意精度で $z_{1}$ の近似解を得ることができることが

分かる (ただし、 計算機の有効桁数などを考慮しない場合)。

また反復を ((9) などにより)繰り返し、ある段階で数値解が根に十分近くなれば $m$ が小

さな値でも $z_{1}$ のよい近似解が得られることが分かる。実際にすでに提案した我々のアルゴ

リズム [5] では、反復の最終段階においては $m=1$ としている。 このとき NIEM は本質的

に Newton 法と等価である ((5) (9) を見よ)。

以下では次の仮定の下で議論する。

$\tau<|\nu_{1}|$ (11)

4 大域収束アルゴリズム

本文では以下の定理に基づく大域的収束性を持つ代数方程式の解法のアルゴリズムを提

案する。

定理 3 $\alpha_{\text{、}}q_{1}\text{、}q_{2}\in R$ とする。 $0<\alpha<1_{\text{、}}0<q_{1}\leq 1<q_{2}$ に対して、$q_{1}<|(T-n_{1})/T|<$

$q_{2}$ という条件で、

$\min|\lambda+\tau(\frac{T-n_{1}}{T})^{-}m-z_{1}|<\alpha|z_{1}-\lambda|$ (12)

であるような $m$ が存在する。

反復が–回終了した段階で常に (12) が成り立ち、反復の各ステップが有限回の計算で終

了するならば、 アルゴリズムは大域的収束性を持つことが保証される。

ここで、

$R(n, \lambda)$ $=$ $\min(n|f(\lambda)/f’(\lambda)|, |f(\lambda)|^{\frac{1}{\mathrm{n}}})$

$C(T, q_{j})$ $=$ $\{$

$( \Re(T)-\frac{1}{1-q_{j}^{2}})^{2}+^{\alpha}S(\tau)^{2}-|\frac{q_{j}}{1-q_{\mathrm{j}}^{2}}|^{2}$ $q_{j}\neq 1$

$0.5-\mathrm{j}\Re(\tau)$ $q_{j}=1$

$\text{、}U(\lambda, \tau)$ を中心 $\lambda_{\text{、}}$ 半径 $\tau$ の円形領域とする。

アルゴリズム 4 (Globally Convergent NIEM の第 $k$ 段 (基本形))

$(\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}_{\mathrm{P})}\mathrm{o} r=R(n, \lambda^{(}k))_{\text{、}}T=T(\lambda^{(}k),$ $r,$ $3)$ を計算し、 $p=[|T|]+1_{\text{、}}\tau_{\max}=r_{\text{、}}\tau_{\min}=0_{\text{、}}$

$\tau=r/n_{\text{、}}m=5$ とする。
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(stepl) $U(\lambda^{(k)}, \mathcal{T})$ に根が存在するならば、 $\tau_{\max}=\mathcal{T}_{\text{、}}\tau=(\tau_{\max}+\tau_{\min})/2$ とし、 これを

$U(\lambda^{(k)}, \tau)$ に根が存在しなくなるまで繰り返す。

(step2) $T=\tau(\lambda^{()}k, \mathcal{T}, m)$ を計算し、 $C(T, q_{1})>0$ ならば $\tau_{\max}=\tau_{\text{、}}\tau=(\tau_{\max}+5\tau_{\min})/6$

とし、 $C(T, q_{2})>0$ ならば $\tau_{\min}=\tau_{\text{、}}\tau=(\tau_{\max}+\tau_{\min})/2$ として $T$ の計算を繰り

返す。

(step3) $((T-n_{1})/\tau)$荒の $pm$ 個の分枝を求め $x_{j}^{n_{1}}(j=1, \cdots, m, n_{1}=1, \cdots,p)$ とする。

(step4) $x_{j}^{n_{1}}$ の中から $|f(\lambda^{(k)}+\tau x_{j}^{n_{1}})|$ が最小となるものを $x$ とし、 $|f(\lambda^{(k)}+\tau x)|<$

$\alpha|f(\lambda^{(k}))|$ ならば $\lambda^{(k+1}$ ) $=\lambda^{(k)}+\tau x$ とし第 $k$ 段を終了し、そうでなければ $\tau=\sqrt{\tau}\text{、}$

$m=2m$ として (stepl) に戻る。

注意 5(stepl) の条件は Schur-Cohn のアルゴリズム [31で確認できる。 $U(\lambda, R(n, \lambda))$ は少

なくとも–つの根をその内部に含む $I^{l}\mathit{1}0$

次に、 このアルゴリズムの改良を考える。 以下の命題が成り立つ。

命題 $61<q_{2}’<q_{2}$ かつ、 $n_{1}>1$ に対して $n_{1}(q_{2}’+1)>q_{2}+1$ ならば、

$U( \frac{1}{1-q_{2}^{2}\prime},$ $| \frac{q_{2}’}{1-q_{2}^{2}\prime}|)\supset U(\frac{n_{1}}{1-q_{2}^{2}},$ $| \frac{n_{1}q_{2}}{1-q_{2}^{2}}|)$

である。

上の命題より、実際の計算においては $n_{1}>1$ に対しても $n_{1}=1(=on\mathit{8}tant)$ として考

えて差し支えないことが分かる。 しかし、 初期値が根から離れている場合には反復の初期

の段階で $n_{1}$ が大きな値の方が修正量が大きくなるため有効である。 これは、根から離れ

た位置からは複数の根が重根のように見えるからである。

また、 重根に対しては $n_{1}=1$ では十分な精度が得られない。 $n_{1}$ を重根の重複度と等し

く選らべばいわゆる 「1/重複度」 の精度の低下は起こらない。

$(T-n_{1})/T=(\nu_{1}/\tau)^{m}Y^{m}$ とおく。 このとき、

$\min|\lambda+\tau(\frac{T-n_{1}}{T})^{\frac{1}{m}}-z_{1}|=|\nu_{1}|\min_{l=0}^{m}|1-\mathrm{Y}e^{il}\frac{2\pi}{m}|$ (13)

と表わせる。 $q=|(T-n_{1})/T|$ とすると、 上式の右辺の最小値は、

$s(m, q)=\sqrt{(q^{\frac{1}{m}}-1)2+q\frac{1}{m}(\pi/m)2}$ (14)

で抑えられる。 したがって、 $s<1$ のとき ( $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}_{\mathrm{P}^{4)}}$ の $|f(\lambda^{(k)}+\tau x)|<\alpha|f(\lambda^{()}k)|$ が成立し

なくても $|\tau x-\mathcal{U}1|<|\nu_{1}|$ であり、 $\lambda^{(k)}+\tau x$ (は $z_{1}$ に近づいている。

以上を考慮し修正したアルゴリズムは以下となる。
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アルゴリズム 7 (Globally Convergent NIEM の第 $k$ 段 (実用形))
$(\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}_{\mathrm{P}}\mathrm{O})$ $r=R(n, \lambda^{(}k))_{\text{、}}\tau_{\max}=r_{\text{、}}\tau_{\min}=0_{\text{、}}\tau=r/n_{\text{、}}m=5$ とする。

(stepl) $T=T(\lambda^{(k}),$
$\tau,$ $m)$ を計算し、 $C(T, q_{1})>0$ ならば $\tau_{\max}=\tau_{\text{、}}\tau=(\tau_{\max}+5\tau_{\min})/6$

とし゛ $C(T, q_{2})>0$ なら $l\mathrm{f}\tau_{\min}=\tau_{\text{、}}\tau=(\tau_{\max}+\tau_{\min})/2$ として $T$ の計算を繰り
返す。

(step2) $((T-1)/T)^{\frac{1}{m}}$ の $m$ 個の分枝を求め賜 $(j=1, \cdots, m)$ とする。

$(\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{p}3)X_{j}$ の中から $|f(\lambda^{(k)}+\mathcal{T}X_{j})|$ が最小となるものを $x$ とし、 $|f(\lambda(k)+\tau x)|<\alpha|f(\lambda^{(k}))|$

または $s(m, q)<1$ ならば $\lambda^{(k+1}$ ) $=\lambda^{(k)}+\tau x$ とし第 $k$ 段を終了し、そうでなければ
$\tau=\sqrt{\tau}\text{、}m=2m$ として (stepl) に戻る。

5 平野法

非線形方程式の解法である Newton 法は大域的収束性を持たないという欠点がある。平
野の改良 Newton 法 (平野法)[2] は代数方程式に対して局所的収束速度を損なうことなく大
域的収束性が保証された方法である。 平野法については [4] に詳しい解説がある。
平野法のアルゴリズムを説明する。以下では、 $c_{l}(l=0, \cdots, n)$ を第 $k$ 段での近似解 $z^{(k)}$

の周りでの $f$ の Taylor 展開の係数とし、減速のためのパラメータを $0<\beta<1_{\text{、}}\lambda>1$ と

する。

アルゴリズム 8(平野法の第 $k$ 段 (基本形))

(stepl) $c_{l}(l=0, \cdots, n)$ を組み立て除法で計算する。 $\mu=1$ とする。

(step2) $\zeta\iota=(-\mu c_{n}/c_{n-\iota})^{\frac{1}{l}}(l=1, \cdots , n)$ とする。

(step3) $|(\iota|$ が最小である $l(1\leq l\leq n)$ を $m$ とする。

(step4) $|f(z^{(k)}+(_{m})|\leq(1-(1-\beta)\mu)|cn|$ ならば $z^{(k+1)}=z^{(k)}+\zeta_{m}$ として第 $k$ 段を終

了し、 そうでなければ $\mu=\mu/\lambda$ として (step2) に戻る。

注意 9(step2) の $l$ 乗根の分枝は $|z^{(k)}+\zeta_{l}|$ が最も小さくなるようなものを得らぶ。

平野法は $(_{m}$ を決定するために多くの計算量が必要であるが、通常 $m$ は小さな値である

ことがほとんどであるため次のような実用的変種が考えられている [4]。

アルゴリズム 10 (平野法の第 $k$ 段 (実用的変種))

(stepO) $c_{n\text{、}}c_{n-1}$ を組み立て除法で計算する。 $\zeta_{1}=-c_{n}/c_{n-1}$ とする。

$|f(z^{(k)}+\zeta_{1})|\leq\beta|c_{n}|$ ならば $z^{(k+1)}=z^{(k)}+\zeta_{1}$ として第 $k$ 段を終了し、 そうでなけ

れば $\mu=1/\lambda_{\text{、}}K=2$ として (stepl) へ進む。
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(stepl) $K\leq n$ ならば組み立て除法を続けて $c_{n-K}$ を計算し $\mathrm{C}_{K}=(-\mu c_{n}/c_{n-K})^{\frac{1}{K}}$ とする。

(step2) $\zeta_{l}=\zeta\iota/\lambda^{\frac{1}{l}}(l=1, \cdots, K-1)$ とする。 $K>n$ ならば $K=n$ とする。

($s$tep3) $|\zeta_{l}|$ が最小である $l(1\leq l\leq K)$ を $m$ とする。

(step4) $|f(z^{(k)}+\zeta_{m})|\leq(1-(1-\beta)\mu)|cn|$ ならば $z^{(k+1)}=z^{(k)}+\zeta_{m}$ として第 $k$ 段を終

了し、 そうでなければ $\mu=\mu/\lambda_{\text{、}}K=K+1$ として (stepl) に戻る。

平野法の実用的変種ではほとんどの場合 (stepO) で第 $k$ 段が終了する。 これは Newton 法

そのものである。

上のアルゴリズムで $l$ 乗根の分枝の選び方や科の選び方などは $z^{(k)}$ に近い数値解を得る

という方針に基づいているが、 これによって初期値が根から離れている場合には反復回数

が極端に増加するという性質がある (数値実験を見よ)。

6 数値実験

幾つかの例に対して行なった数値実験の結果を以下に示す。実験に用いた計算機の CPU
は Intel Pentium $\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}800\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{Z}$ である。実験 $1_{\text{、}}2$ は倍精度演算、実験 3は仮数部の桁数が 400

桁の多倍長演算で実行した。

また、 NIEM のパラメータは倍精度では $q_{1}=0.8_{\text{、}}q_{2}=1000_{\text{、}}\alpha=0.9_{\text{、}}$ 多倍長では
$q_{1}=1_{\text{、}}q_{2}=10\mathrm{o}\mathrm{o}0_{\text{、}}\alpha=0.9$ とし、 平野法のパラメータは $\beta=3/4_{\text{、}}\lambda=2$ としている。

6.1 実験 1(Newton 法では収束しない例)

$f(z)=z^{3}-3Z+3$ に対して初期値 $\lambda^{(0)}=2.5$ とした場合 [4] の結果を表 $1_{\text{、}}$ 表 2に示す。

表 8: GCNIEM

減速 Newton 法でこの例を実行すると $z=1$ に収束してしまい数値解が得られないが、
$\mathrm{N}\mathrm{I}\mathrm{E}\mathrm{M}_{\text{、}}$ 平野法ともに数値解が得られている。
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表 9: 平野法 (実用的変種)

NIEM では–回の反復で $f_{\text{、}}f’$ の計算を $m$ 回実行する必要がある。上の例で、 関数値お

よびその微分値の計算量のみ考慮すると平野法は NIEM の約 2/3の計算量で数値解が得ら

れている。

6.2 実験 2(平野法 (実用的変種) の収束が遅い例)

$f(z)=z20_{-1}$ に対して初期値を $0$ とした場合の結果を表 $3_{\text{、}}$ 表 4に示す。

表 10: GCNIEM

この例で平野法は、 $f$ の導関数の特殊性から原点近傍では大きな修正量が得られず反復

回数が増加する。最終的には数値解が–度単位円の外に出た後、根に 2次収束する。

また、収束が遅いもう –つの原因は $(-\mu c_{n}/C_{n}-i)^{\frac{1}{\mathrm{j}}}(i<j)$ の修正量を考慮しないことが

挙げられる。 平野法 (基本形) では 1回の反復で、 $m=20_{\text{、}}\mu=1$ により根 1が得られる。

NIEM では第–段で–度 $m=2m$ となるが、 3回の反復で数値解が得られる。
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表 11: 平野法 (実用的変種)

6.3 実験 3(多倍長演算による高次方程式の例)

根を $\pm 2\pm 2i$ の範囲の乱数とした高次方程式の場合の結果を以下に示す。

方程式の次数は 100次から 1000次とし、反復回数 (k) と計算時間 (time $[\sec]$ ) を示し

た。 表中の TO. は 3000 $[\sec]$ で数値解が得られなかったことを示す。 また、 初期値は $0_{\text{、}}$

$\mathrm{O}.1+0.1i_{\text{、}}1+i_{\text{、}}3+3i$ の 4種類とし、 終了条件は $|f|<10^{-20}$ とした。

表 12: GCNIEM

結果より、 平野法は初期値が原点の場合には少ない回数で数値解が得られることが分か

る。 逆に、 初期値が原点から離れるに従って反復回数が増加する。 これは先に述べたよう

な原因による。 NIEM の初期値による反復回数への影響は平野法ほど大きくない。

7 まとめ

NIEM の修正量を用いて近似解列が確実に根に近づくための条件を定理の形で明確にし

た。 また、 この条件を満たしながら反復を続けることにより大域的収束性を持つアルゴリ

ズムを提案した。提案したアルゴリズムは平野法 (基本形) と比較した場合には少ない計算
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表 13: 平野法 (実用的変種)

量で数値解を得ることができる。 しかし、 高階の微分値による修正量が必要でない場合に
は平野法 (実用的変種) は Newton 法と同じであるので、 これと比較すると圧倒的に計算量
は多い。

提案したアルゴリズムを平野法と比較するための数値実験を行なった。 これより、提案

したアルゴリズムは平野法と同様に大域的収束性を持つこと、初期値に対する反復回数の

依存性が少ないことが分かる。

パラメータの決定方法に対する理論的、 定量的な指針を設定することや、高次の方程式

に適用した場合の並列計算の可能性、 一般の解析関数への適用可能性などを検討すること

が今後の課題である。
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