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1 はじめに

可積分系の離散化は, 従来から, 非線形微分方程式の数値解析の観点などから研究が進め
られてきた. 近年, 数理工学や数理物理学の様々な分野において可積分な離散系が見いださ
れ, さらに活発な議論がなされてきている.
本稿では、与えられた可積分系から「可積分な」離散方程式を構成する手順として, 双線形

化に基づく 「可積分系の離散化」の手法について解説する. 代表的な可積分系であるソ )$\mathfrak{l}$ トン

方程式は, Lax(ラックス) ペア, 無限個の保存量, B\"acklund (ベツクルンド) 変換, Painlev\’e (パ

ンルベ) 性, $N$ ソリトン解などの特筆すべき性質を持っており、離散化されたソリトン方程式
についても同様な議論が可能である $[3, 5]$ .
可積分系の離散化については, 双線形化法以外にも, Date-JimbO-Miwa[1], Suris [8] らによる
いくつかの手法があるが, 以下では双線形化法を用いた可積分系の時問およひ空間変数の離散
化について, みてゆきたい.

2 離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式と Casorati 行列式
離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式

$a_{1}(a_{2}-a_{3})\tau^{k_{1}+a_{1},k_{2},k_{3}}\tau^{k_{1},k_{2}+a_{2},k_{3}+a_{3}}$

$+a_{2}(a_{3}-a_{1})\tau^{k_{1},k_{2}+a_{2},k_{3}}\tau^{k_{1}+a_{1},k_{2},k_{3}+a_{3}}$

$+a_{3}(a_{1}-a_{2})\tau^{k_{1},k_{2},k_{3}+a_{3}}\tau^{k_{1}+a_{1},k_{2}+a_{2},k_{3}}=0$ (1)

は, 広田・三輪方程式とも呼ばれ, 離散可積分系の基礎方程式とも言うべき双線形形式の一つ
である $[4, 6]$ . この双線形方程式は, 次の Casorati 行列式

$\tau=\det|\varphi_{i}(j-1)|_{1\leq i,j\leq N}$ (2)
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で表される厳密解を持つ [7]. ここで, 行列式の要素 $\varphi_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(s)$ は, 離散変数 $s$ , k,高, $k_{3},$
$\ldots$ の関

数であり, 次の線形方程式

$. \cdot\frac{\varphi^{k_{j}}(s)-\varphi^{k_{j}-a_{j}}(s)}{a_{j}}.\cdot=\varphi^{k_{j}}.\cdot(s+1)$, $j=1,2,3,$ $\cdots$ (3)

を満たすものとする. このような行列式要素の満たす線形方程式のことをソリトンの世界で
は通常, 分散関係式と呼んでおり, 以下でもこの呼称を用いる. また, シフトされていない離
散変数は, 混乱の恐れのない限り, 省略して良いものとする. この行列式 $\tau$ を用いることによ

り, $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の $N$ ソリトン解を得ることができる.
分散関係式 (3) を用いると, 独立変数 $k_{1}$ を $k_{1}+a_{1}$ にシフトした行列式

$\tau^{k_{1}+a1}=\det|\varphi_{*}^{k_{1}+a_{1}}.(j-1)|_{1\leq i,j\leq N}$

は、行列式の操作を経て

$a_{1}\tau^{k_{1}+a_{1}}=\det|\varphi^{k_{1}}.\cdot(j-1),$ $1\leq j\leq N-1|\mathrm{I}|\varphi^{k_{1}+a1}.\cdot(N-2)$ $|_{1\leq i\leq N}$

と表わされ, $\tau^{k_{1}+a_{1\prime}k_{2}+a_{2}}$ の場合においても,

$(a_{1}-a_{2})\tau^{k_{1}+a_{1\prime}k_{2}+a_{2}}=$

$|\varphi^{k_{1},k_{2}}.\cdot(j-1),\iota\leq j\leq N-2\mathrm{I}\varphi^{k_{1},k_{2}+a_{2}}\dot{.}(N-2)||$ $\varphi^{k_{1}+a_{1},k_{2}}.\cdot(N-2)|_{1\leq i\leq N}$

と表すことができる. 離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式 (1) は, これら行列式を用いることにより, 行列式の恒
等式であるプリュッカー関係式に帰着させられる. これにより, Casorati 行列式 $\tau$ が離散 KP
方程式の解であることが示された.
離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式は, 離散変数 $k_{1},$ $k_{2},$ $k_{3}$ に対する双線形方程式であったが, より高次の方程
式として離散変数 $k_{1},$ $k_{2},$ $k_{3},$ $k_{4}$ に対する双線形方程式

$a_{1}^{2}(a_{2}-a_{3})(a_{2}-a_{4})(a_{3}-a_{4})\tau^{k_{1}*_{1\prime}k_{2\prime}k_{3},k_{4}}\tau^{k_{1},k^{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}},kr\}u\epsilon,k\text{\’{e}} u_{4}}$

- $a_{2}^{2}(a_{1}-a_{3})(a_{1}-a_{4})(a_{3}-a_{4})\tau\tau k_{1\prime}k_{2}+a_{2\prime}k_{S},k_{4}k_{1}*_{1},k_{2},k\aleph u\epsilon,k\text{\’{e}}_{44}$

$+a_{3}^{2}(a_{1}-a_{2})(a_{1}-a_{4})(a_{2}-a_{4})_{\mathcal{T}\mathcal{T}}^{k_{1},k_{2\prime}k\mathrm{d}u_{3},k_{4}k_{1}\mathcal{M}_{1},k_{2}+u_{2},k_{3},k\text{\’{e}} \mathrm{n}_{4}}$

- $a_{4}^{2}(a_{1}-a_{2})(a_{1}-a_{3})(a_{2}-a_{3})\tau^{k_{1\prime}k_{2\prime}k_{3},k_{4^{-\}}}\mathrm{n}_{4}}\tau^{k_{1}+a_{1},kx+a_{2\prime}ks\dagger u_{3\prime}k_{4}}$

$=0$ (4)

も得られる. Casorati 行列式 $\tau$ が上式の厳密解であることは, 離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の場合と同様
にして示すことができる. この離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式の系列は,

$|\begin{array}{lllll}\mathrm{l} a_{1} a_{1}^{2} a_{1}^{\mathrm{n}-2} a_{1}^{n-2}\tau_{1}\tau_{\hat{1}}1 a_{2} a_{2}^{2} a_{2}^{n-2} a_{2}^{n-2}\tau_{2}\tau_{\hat{2}}\vdots \vdots \vdots \vdots \vdots\mathrm{l} a_{\mathrm{n}} a_{n}^{\mathit{2}} a_{n}^{\mathrm{n}-2} a_{n}^{n-2}\tau_{n}\tau_{\hat{n}}\end{array}|=0$ (5)
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$k\mathrm{E}k\emptyset-\mathrm{c}\ovalbox{\tt\small REJECT}\doteqdot\ovalbox{\tt\small REJECT}\tau=kl^{\dot{1}^{\vee}}C’ \mathrm{g}$ . $==T\tau.\cdot,$ $\tau_{\hat{i}}\emptyset_{\hslash}^{\mathrm{g}}\mathrm{E}\doteqdot\}^{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{e}n\epsilon n$ ,

$\tau\dot{.}=\tau^{k_{1},k_{2},\cdots,k:+1}-1,k:+a:,k,\cdots,k_{h}$ ,
$\tau.*=\tau^{k_{1}+a_{1},k_{2}\cdots,k+ak:,k_{+1}+a:+1\prime\cdots,k_{n}+a_{n}}+a_{2\prime:-1}:-1$,

を表している.

32重 Casorati 行列式
本節では, Casorati 行列式をその特殊の場合に含む 2重 Casorati 行列式について考察する.

2重 Casorati 行列式

$\tau_{m}(s,\tilde{s})=$

$|\begin{array}{lllll}\varphi_{1}(s) \varphi_{1}(s+m -1)|\mathrm{I} \psi_{1}(\tilde{s}) \psi_{1}(\tilde{s}+M-m-\mathrm{l})\varphi_{2}(s) [\varphi_{2}(s+m-1) \psi_{2}(\overline{s}) \psi_{\mathit{2}}(\tilde{s}+M-m-1)\vdots \vdots \mathrm{I} \vdots\vdots \vdots \mathrm{I} \vdots\vdots \vdots \mathrm{I} \vdots\varphi_{M}(s) -1)\varphi_{M}(s\dotplus m||] \psi_{M}(\overline{s}) \psi_{M}(\tilde{s}+M-m-1)\end{array}|$ (6)

において, $\varphi i(s)$ は, $k_{1},$ $k_{2},$ $\cdots$ に関する関数であり, 離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 系列の分散関係式 (3) を満たす.
さらに $\psi_{i}(\tilde{s})$ は, 新たな変数 $l_{1},$ $l_{2},$ $\cdots$ に関する関数とし, 分散関係

$\frac{\psi_{i}^{l_{j}}(\tilde{s})-\psi_{i}^{l_{j}-b_{j}}(\tilde{s})}{b_{j}}=\psi_{i}^{l_{j}}(\tilde{s}+1)$ , $j=1,2,$ $\cdots$ (7)

を満たすものとする. 変数 $m$ は $\varphi i(s)$ と $\psi_{\grave{l}}(s)$ の境界位置を決定する離散変数であり, $m$ が

-1 あるいは $M+1$ の時,

$\tau_{-1}(s,\tilde{s})$ $=\tau_{M+1}(s,\overline{s})=0$ (8)

とする. この行列式もまた, 離散 KP 系列の解であり, Casorati 行列式 (2) との対応関係も
ある.

2重 Casorati 行列式 $\tau_{m}(s,\tilde{s})$ の満たす双線形方程式としては, 離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 系列以外にも,

$\tau_{m}(s,\overline{s})\tau_{m}(s+1,\tilde{s}+1)-\tau_{m}(s+1,\overline{s})\tau_{m}(s,\tilde{s}+1)$

$-\tau_{m-1}(s+1,\tilde{s})\tau_{m+1}(s,\tilde{s}+1)=0$ (9)

など, 様々な方程式の導出が可能である. 特に (14) は, 離散 2 次元戸田分子方程式とも呼ば
れ, 非常に重要な方程式である. $m=-1,0,$ $\cdots,$ $M+1$ で定義されたこの解は, 両端で切断さ
れた有限格子点上の解となり, 分子解と呼ばれている.
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4NLS 方程式と $\mathrm{D}\mathrm{S}$ 方程式

前節までの議論より, $\tau_{m}(s,\tilde{s})$ は, 独立変数 $s,$ $k_{1},$ $k_{2},$ $k_{3},$ $\ldots,\overline{s},$ $l_{1},$ $l_{2},$ $l_{3},$ $\cdots$ およひ $m$ の関数
であり、 双線形方程式の変数として $k_{1},$ $k_{2},$ $k_{3}$ を選択すると離散 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式、 $s,$ $m,$

$\overline{s}$を選択す
ると離散 2 次元戸田分子方程式を導くニとができた. 独立変数の選択や双線形方程式の組み合
わせ方により, 様々な方程式を導くことが可能となる. 以下では, 非線形 Schr\"odinger (NLS)
方程式と Davey-Stewartson (DS) 方程式の場合を例にあげて, この様子を見てゆく.

4.1 連続時間

NLS 方程式と $\mathrm{D}\mathrm{S}$ 方程式の双線形形式は, 2 次元戸田分子方程式

$D_{x_{1}}D_{y1}\tau_{m}\cdot\tau_{m}=2\tau_{m+1}\tau_{m-1}$ (10)

と 2 成分 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式

$(D_{x_{2}}+D_{x_{1}}^{2})\tau_{m+1}\cdot\tau_{m}=0$ (11)
$(D_{y2}+D_{y1}^{2})\tau_{m+1}\cdot\tau_{m}=0$ (12)

から導くことができる. ます, 2i� =–\partial \partial x2+\downarrow とおくと (11), (12) より,

$(2iD_{t}+D_{x_{1}}^{2}+D_{y1}^{2})\tau_{m+1}\cdot\tau_{m}=0$ (13)

が得られる. さらに $2N$ 次の 2重ロンスキアンに対し, $m=N$ と固定し, 次の条件

$\tau_{N}\in \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{l}$, $\overline{\tau_{N+1}}=\tau_{N-1}$

を課すことにより, $\mathrm{D}\mathrm{S}$ 方程式が得られる [2]. ここでーは複素共役を表し, この条件を Reality
条件と呼ぶ. NLS方程式の場合は, さらに, Reduction 条件

$\frac{\partial\tau_{N}}{\partial x_{1}}=\frac{\partial\tau_{N}}{\partial y_{1}}$

を課すことにより,「時間 1 次元+空間 1 次元」の方程式が得られる.

4.2 離散時間

連続時間の場合を参考に, 離散化を試みる. ます, 次の双線形離散方程式を用意する.
離散 2 次元戸田分子方程式

$\tau_{m}(s,\tilde{s})\tau_{m}(s+1,\tilde{s}+1)-\tau_{m}(s+1,\tilde{s})\tau_{m}(s,\tilde{s}+1)$

$-\tau_{m-1}(s+1,\tilde{s})\tau_{m+1}(s,\tilde{s}+1)=0$ (14)
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離散 2 成分 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式

$\tau_{m}^{t_{1}}$ ( $s$ , s\tilde )tmtl看 $(s-1,\tilde{s}+1)-\tau_{m}^{t_{1}+1}(s,\tilde{s})\tau_{m+1}^{t_{1}}(s-1,\tilde{s}+1)$

$=a_{1}\tau_{m}^{t_{1}}$ ($s-1$ , s)rmtl看 $(s,\overline{s}+1)-b_{1}\tau_{m}^{t_{1}+1}(s,\tilde{s}+1)\tau_{m+1}^{t_{1}}(s-1,\tilde{s})$ (15)

ここで離散変数は $t_{1}$ は $\frac{\partial}{\theta t_{1}}=a_{1^{\frac{\partial}{\partial k_{1}}}}+b_{1}\frac{\partial}{\partial l_{1}}$ により導入した. 双線形方程式 (14),(15) は, 定数

係数を一般化した次式のように変形する事が可能である.

$f_{m}^{t_{1}}(s,\tilde{s})f_{m}^{t_{1}}(s+1,\tilde{s}+1)-f_{m}^{t_{1}}(s,\tilde{s}+1)f_{m}^{t_{1}}(s+1,\tilde{s})$

$-f_{m-1}^{t_{1}}(s+1,\tilde{s})f_{m+1}^{t_{1}}(s,\overline{s}+1)=0$ (16)
$\alpha_{2}f_{m}^{t_{1}}$ ( $s$ , s\tilde )fmtl看 $(s-1,\tilde{s}+1)-\beta_{2}f_{m}^{t_{1}+1}(s,\tilde{s})f_{m+1}^{t_{1}}(s-1,\tilde{s}+1)$

$=\alpha_{1}f_{m}^{t_{1}}(s-1,\tilde{s})f_{m+1}^{t_{1}+1}(s,\overline{s}+1)-\beta_{1}f_{m}^{t_{1}+1}(s,\tilde{s}+1)f_{m+1}^{t_{1}}(s-1,\tilde{s})$ (17)

次に Reality 条件を考える. この場合, $\tau_{m}(s,\tilde{s})$ を $2N$次の行列式とすると,

$f_{N}^{t_{1}}(s,\tilde{s})\in \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{a}1$, for $s,\tilde{s},t_{1}=\ldots,$ $-2,$ $-1,0,1,2,$ $\ldots$

の条件を課すと, (16) より,

$\overline{f_{N+1}(s,\overline{s}+1)}=f_{N-1}(s+1,\tilde{s})$

も満たす事が必要である. 以上から, 離散 $\mathrm{D}\mathrm{S}$ 方程式の導出が期待されるが, 実際に得られる

方程式は離散 NLS 方程式である. Reality 条件を満たすようソリトン解中の任意パラメータ
や差分間隔に関連した $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$

$\beta_{1},$ $\beta_{2}$ を制限していくと, Reduction 条件

$f_{N}(s+1,\tilde{s})=f_{N}(s,\overline{s}+1)$

まで満たしてしまう.

離散 NLS 方程式
ここで得られる離散 NLS 方程式は次の通りである.

$f_{N}^{t_{1}}(s-1)f_{N}^{t_{1}}(s+1)-f_{N}^{t_{1}}(s)f_{N}^{t_{1}}(s)-f_{N-1}^{t_{1}}(s)f_{N+1}^{t_{1}}(s)=0$

$\alpha_{2}f_{m}^{t_{1}}(s)f_{N+1}^{t_{1}+1}(s)-\beta_{2}f_{N}^{t_{1}+1}(s)f_{N+1}^{t_{1}}(s)$

$=\alpha_{1}f_{N}^{t_{1}}(s-1)f_{N+1}^{t_{1}+1}(s+1)-\beta_{1}f_{N}^{t_{1}+1}(s+1)f_{N+1}^{t_{1}}(s-1)$

$\alpha_{2}f_{N-1}^{t_{1}}(s)f_{N}^{t_{1}+1}(s)-\beta_{2}f_{N-1}^{t_{1}+1}(s)f_{N}^{t_{1}}(s)$

$=\alpha_{1}f_{N-1}^{t_{1}}(s-1)f_{N}^{t_{1}+1}(s+1)-\beta_{1}$ fNtl� ll $(s+\mathfrak{y}f_{N}^{t_{1}}(s-1)$

$\alpha_{2}=i/\delta-1,$ $\beta_{2}=i/\delta+1,$ $\alpha_{1}=-1,$ $\beta_{1}=1$ とおき,
離散 NLS 方程式の従属変数 $\varphi_{s}^{t}$ を

$\varphi_{s}^{t}=\frac{f_{N+1}^{t}(s)}{f_{N}^{t}(s)}$ (18)
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とすると, その複素共役 $\overline{\varphi_{\mathit{8}}^{t}}$ は

$\overline{\varphi_{s}^{t}}=\frac{f_{N-1}^{t}(s)}{f_{N}^{t}(s)}$ (19)

と表される.

離散 $\mathrm{D}\mathrm{S}$ 方程式
fflたに $t_{2}$ 方向 \emptyset 時間発展を記述する離散 2 成分 $\mathrm{K}\mathrm{P}$ 方程式を用意する. $( \frac{\theta}{\theta t_{2}}=a_{2^{\frac{\partial}{\partial k_{2}}}}+b_{2}\frac{\partial}{\partial l_{2}})$

このとき, Reality 条件は

$f_{N}^{t,-t}\in \mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{l},\overline{f_{N+1}^{t,-t}(s,\tilde{s}+1)}=f_{N-1}^{t,-t}(s+1,\tilde{s})$

となる. 離散 $\mathrm{D}\mathrm{S}$ 方程式は

$f_{N}^{t_{1},t_{2}}(s,\overline{s})f_{N}^{t_{1},t_{2}}(s+1,\overline{s}+1)-f_{N}^{t_{1},t_{2}}(s,\tilde{s}+1)f_{N}^{t_{1},t_{2}}(s+1,\tilde{s})$

$-f_{N-1}^{t_{1},t_{2}}(s+1,\tilde{s})f_{N+1}^{t_{1},t_{2}}(s,\tilde{s}+1)=0$ (20)
$\alpha_{2}f_{N}^{t_{1\prime}t_{2}}(s,\tilde{s})f_{N+1}^{t_{1}+1,t_{2}}(s-1,\tilde{s}+1)-\beta_{2}f_{N}^{t_{1}+1,t_{2}}(s,\overline{s})f_{N+1}^{t_{1},t_{2}}(s-1,\tilde{s}+1)$

$=\alpha_{1}f_{N}^{t_{1},t_{2}}(s-1,\tilde{s})f_{N+1}^{t_{1}+1,t_{2}}(s,\tilde{s}+1)-\beta_{1}f_{N}^{t_{1}+1,t_{2}}(s,\overline{s}+1)f_{N+1}^{t_{1\prime}t_{2}}(s-1,\tilde{s})$ (21)
$\overline{\alpha_{1}}f_{N}^{t_{1\prime}t_{2}}(s,\tilde{s})f_{N+1}^{t_{1},t_{2}+1}(s-1,\overline{s}+1)-\overline{\beta_{1}}f_{N}^{t_{1\prime}t_{2}+1}(s,\tilde{s})f_{N+1}^{t_{1\prime}t_{2}}(s-1,\tilde{s}+1)$

$=\overline{\alpha_{2}}f_{N}^{t_{1\prime}t_{2}}(s-1,\tilde{s})f_{N+1}^{t_{1},t_{2}+1}(s,\tilde{s}+1)-\overline{\beta_{2}}f_{N}^{t_{1\prime}t_{2}+1}(s,\tilde{s}+1)f_{N+1}^{t_{1},t_{2}}(s-1,\tilde{s})$ (22)

と表される. 従属変数を

$U_{s,\overline{s}}^{t}= \frac{f_{N+1}^{t,-t}(s,\tilde{s}+1)}{f_{N}^{t,-t}(s,\tilde{s})}$

とおくと, $\overline{U_{s,\tilde{s}}^{t}}$ は

$\overline{U_{s,\overline{s}}^{t}}=\frac{f_{N-1}^{t,-t}(s+1,\tilde{s})}{f_{N}^{t,-t}(s,\tilde{s})}$

と表される. $\mathrm{D}\mathrm{S}$方程式に特徴的な解であるドローミオンの厳密解の時間発展 $|U_{s,\tilde{s}}^{t}|$ を図 1 に
示す.

5 まとめ

双線形方程式から非線形な離散方程式を得る手法において, 双線形方程式の組み合ゎせ方
や, 従属変数の選択など, 様々な自由度があり, 新しい方程式を導く際には非常に有用であ
る. さらに, 離散可積分系の様々な分野への応用なども, 期待される.
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図 1: 離散 $\mathrm{D}\mathrm{S}$ 方程式の厳密解 (dromion解)
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