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概要

MAX DICUT 問題に対して Goemans&Williamson が与えた近似解法は近似比
0796 であった. その後 Feige&Goemans が 0.859-近似を与えた. 本研究では Fe-ige&Goemans
が示唆した別の解法に対する解析を行なった. またそれに基づき 0862-近似解法を与
えた.

1 問題の定式化と Goemans&Williamsonによる近似解法,
及び Feige&Goemansによる改善

MAX DICUT

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{l})\mathrm{u}\mathrm{t}$ : $D=(\mathrm{I}^{r}, A)$ グラフ

$\mathrm{t}^{r}.’=\{1,2, \ldots, n\}$ 頂点集合

$A=\{(i, j)|i\in \mathrm{V}^{7}, j\in \mathrm{T}^{\prime^{\mathrm{P}}}\}$ 辺集合

$w_{ij}(\geq 0)$ 辺 $(i,j)$ の重み

(DI) Maximize
$\sum_{i\in U,j\in V\backslash U}w_{ij}$

,

subject to $U\subseteq \mathrm{I}^{\Gamma}.$.

$\Downarrow$
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$(\mathrm{D}\mathrm{I}’)$ Maximize $\frac{1}{4}\sum_{i,j}w_{ij}(1+v_{0}v_{i}-v_{0}v_{j}-v_{i}v_{j})$ ,

subject to $v_{0}=1$ ,
$v_{i}\in\{-1,1\}\forall i\in V$.

Goemans&Williamson による緩和をおこなう.

(DI) Maximize $\frac{1}{4}\sum_{i,j}w_{ij}(1+v_{0}\cdot v_{i}-v_{0}\cdot v_{j}-v_{i}\cdot v_{j})$ ,

subject to $v_{0}=(1,0, \ldots, 0)^{t}$ ,
$v_{i}\in S^{n}\forall i\in V\cup\{0\}$ .

{-1, 1} を取る変数を, $n+1$ 次元超球の表面上の任意の点を取る変数と置き変えている
これは $\mathrm{S}\mathrm{D}\mathrm{P}$ として扱え, 多項式時間で解く事が出来る.

近似比の計算

$(\overline{v}_{1},\overline{v}_{2}, \ldots,\overline{v}_{n})$ : $(\overline{\mathrm{D}\mathrm{I}})$ の最適解

に対し, $r\in S^{n}$ である $r$ を超球面上一様ランダムに発生させ,

$U=\{i|\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(r\cdot v_{0})=\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{n}(r\cdot\overline{v}_{i})\}$

とする. この $U$ による (DI) の目的関数値の ( $r$ の分布による) 期待値 $E$ は,

$E= \sum_{i,j}w_{i,j^{\frac{\arccos(\overline{v}_{i}\cdot\overline{v}_{j})+\arccos(v_{0}\cdot\overline{v}_{j})-\arccos(v_{0}\cdot\overline{v}_{i})}{2\pi}}}$ .

ここで,

$\alpha=\mathrm{i}\mathrm{n}\frac{E\sigma)8i,j|_{-}^{\sim}\ovalbox{\tt\small REJECT} 5\text{する}\mathrm{I}\mathrm{H}}{(\overline{\mathrm{D}\mathrm{I}})\text{の}\Xi\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{h}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathfrak{B}\mathrm{A}\text{の}\xi i,jlarrow\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{H}\text{する}\ovalbox{\tt\small REJECT}}\overline{v}\dot{.},\frac{\mathrm{m}}{v}\in js^{n}$

とすると, $\alpha=0.79607\cdots$ であり, これが近似比である.

Feige&Goemans による改善
(DI) に以下の制約式を追加.

$v_{0}\cdot v_{i}+v_{0}\cdot v_{j}+v_{i}\cdot v_{j}\geq-1$ ,
$-v_{0}\cdot v_{i}-v_{0}\cdot v_{j}+v_{i}\cdot v_{j}\geq-1$ ,
$-v_{0}\cdot v_{i}+v_{0}.\cdot v_{j}-v_{i}\cdot v_{j}\geq-1$ .

132



これだけでは向上しないので, $v_{0}$ の特殊性に着目.
$v_{0}$ と近い頂点は $U$ に人って欲しい.
一各 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ について $\sim 0$ と或す角によって $v_{0}$ に近づく /遠ざかる方向に動かす $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ldots$ 「shift」

「 $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{t}$ 」 による近似比

$\theta$ : $v_{0}$ と $\overline{v}_{i}$の或す角

$\theta’$ : $v_{0}$ と「 $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{t}$」 後の $\overline{v}_{i}$の或す角

$\theta’=\frac{1}{2}(\theta+\frac{\pi}{2}(1-\cos\theta))$ とすると, 近似比 0857 を達或. より込み人った変換を行なう事
によって近似比 0.859 を達或.

2 一様では無い分布による方法
「 $\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{t}$ 」 するかわりに切断超平面の発生確率をいじったらどうか ?

・法線と $v_{0}$ との或す角によって発生確率を変える.

・ある角の中では ( $v_{0}$ と垂直な方向では) 一様分布.

この様にすれば良さそうであるが, 問題がある.

な
$v_{0}\mathrm{A}\backslash ,$ $\overline{!v}_{i},$

$\overline{v}_{j}$ が張る球面上で考えたいが, この上で任意の分布関数を実現できるわけでは

確率分布の高次元から 3 次元へのの射影
特別な ( $S^{n}$ 上の) 分布関数においてなら, $S^{2}$ 上に射影した時の分布関数が計算できる.
定理
$P(\theta)$ を $S^{\mathrm{n}}$ 上で $r_{0}$ と或す角が $\theta$ である $r$ を発生する単位而積当りの確率とす
る. $F(\theta)$ が

$\overline{i\in}\mathrm{I}\Sigma$

$P(\theta)$ $*_{\llcorner}$ $S^{\mathrm{n}}$ $4_{\mathrm{i}^{-}}C^{\backslash }\backslash$ $r_{0}\geq\Re$
. Tffi $\eta$} $\backslash ^{\backslash }\backslash$

$\theta$ $\tau^{\backslash \backslash }$ $h$ $\epsilon$

$r$
$k^{\nearrow \mathrm{e}}\pi.\pm_{-}\succ \mathrm{B}^{-}6$ $\mathrm{g}^{\backslash 1}\{\underline{\backslash "\prime}\mathrm{i}ffi \mathrm{P}_{\mathrm{F}_{\backslash }}^{\backslash }4’$ $\mathfrak{h}$ $\emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\in jT_{\backslash }’"[succeq]\tau$

$Z)$ . $F(\theta)$ $\mathrm{r}\backslash ^{\backslash }\backslash$

$P(_{\backslash } \theta)=\frac{1}{a}$
$\sum_{k=0}^{\propto}$ $a_{k}$

$\cos^{k}$ $\theta$

$[succeq] h$ $6$ $b$ $\# 6$ $t_{\varpi}^{\mathrm{B}} \bigwedge_{\overline{\square }}$ , $r\not\in$: $v_{0}$
$k$ $\angle\backslash \mathrm{i}\exists$ $L^{\mathrm{Y}}$ $3$ $’\lambda\backslash \overline{\pi}\mathrm{I}^{\backslash },\uparrow^{\backslash }\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}|_{\vee}^{-}\#\backslash 1\Xi \mathrm{i}’,|,$

$(3\nearrow \mathcal{F}_{\mathrm{c}\overline{J\mathrm{C}}\mathrm{I},]_{\overline{(}}}\backslash \backslash \cdot\ovalbox{\tt\small REJECT} 1\emptyset)$
$\mathrm{E}^{\backslash 1}|_{\mathfrak{l}}[perp]$

“
$\overline{\mathbb{H}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\wedge\backslash }^{\neq}\mathrm{g}^{=\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash \prime}$

$\mathfrak{l}$) $\mathit{0}$) $\ovalbox{\tt\small REJECT}\not\in^{\mathrm{r}_{A\backslash }}-+arrow’\succ$

,
$Q(\phi)\downarrow \mathrm{f}$ ,

$\cap(A\backslash --1$ $\nabla\infty$ $\underline{S^{(k+n)}.}$(1)
$\mathrm{r}$ . $\Omega\wedge \mathrm{C}k$ ,$\mathrm{A}$

$\forall\backslash \Psi’-\overline{a}$
$k=0\angle_{-}\overline{s(k+2)(1)}^{\iota\iota}k$

$\mathrm{L}\cup \mathrm{D}$
$\Psi$

$[succeq] t_{\mathrm{A}^{>}}\delta$ .

$a$ : 正規化係数
$S^{n}$ (r) : 半径 $r$ の $(n+1)$ 次元超球の表面積
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$\Gamma(0)=1,$ $\Gamma(\frac{1}{2})=\sqrt{\pi},$ $\Gamma(x+1)=x\Gamma(x)$ .

$\int_{0}^{\frac{\pi}{2}}\sin^{p}x\cos^{q}xdx=\frac{\Gamma(^{L}\frac{+1}{2})\Gamma(_{2}^{L+\underline{1}})}{2\Gamma(_{2}^{L^{+}A^{\underline{+2}}})}$ .

$S^{n}(r)= \frac{2\pi^{\underline{n}\pm\underline{1}}2}{\Gamma(\frac{n+1}{2})}$ .

\phi (と $d\phi$ ) を固定する. $r\sim r+dr$ である部分 (図の斜線部) に射影される, (天頂角が
$\theta-d\theta\sim\theta$ である) 球面上の部分の面積は,

(半径 $r\sin\phi$ の円) $\cross$ (半径 $\sqrt{1-r^{2}}$ の $(n-2)$ 次元超球面)
$\cross$ (d\phi (こよる厚み) $\cross(dr$ (こよる厚み)

である.

よって,

より,

$Q( \phi)=\int_{0}^{1}P(\arccos(r\cos\phi))S^{(n-3)}(\sqrt{1-r^{2}})r^{2}\frac{dr}{\sqrt{1-r^{2}}}$ ,

とわかる.
$r=\sin\alpha$ と変数変換し.’ $P( \theta)=\frac{1}{a}\Sigma_{k=0}^{\infty}a_{k}\cos^{k}\theta$ を代入すると,

$Q(. \phi)=\int_{0}^{\frac{\pi}{2}}(\frac{1}{a}\sum_{k=0}^{\infty}a_{k}\sin^{k}\alpha\cos^{k}\phi)\frac{2\pi^{\frac{n-2}{2}}}{\Gamma(\frac{n-2}{2})}\cos^{n-3}a\sin 2\alpha d\mathrm{o}$.

$= \frac{1}{a}\sum_{k=0}^{\infty}\frac{2\pi^{\frac{n-2}{2}}}{\Gamma(\frac{n-2}{2})}a_{k}\cos^{k}\phi\int_{0}^{\prime_{-}i}\sin^{k+2}\alpha\cos^{n-3}\alpha d\alpha\overline{\prime}$

$= \frac{1}{a}\sum_{k=0}^{\infty}\frac{2\pi^{\frac{n-2}{2}}}{\Gamma(\frac{n-2}{2})}a_{k}\cos^{k}\phi\frac{\Gamma(_{2}^{k}-\pm 3)\Gamma(\frac{n-2}{2})}{2\Gamma(^{n}-\pm_{2}k\pm 1)}$

$= \frac{1}{a}\sum_{k=0}^{\infty}\frac{\Gamma(_{2}^{k}-\pm 3)}{2\pi^{\underline{k}}2\pm s}\frac{2\pi^{n}\mathrm{A}_{2}^{k1}}{\Gamma(_{2}^{\mathrm{A}nk1})}a_{k}\cos^{k}$ ウ

$= \frac{1}{a}\sum_{k=0}^{\infty}\frac{S^{2+k}(1)}{S^{n+k}(1)}a_{k}\cos^{k}\phi$ ,

となる. 口
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$3\backslash \prime \mathrm{A}7\mathrm{c}h^{\backslash \grave{\iota}}arrow-\supset(\mathrm{f}\not\equiv_{\mathrm{f}/\Lambda\overline{\mathrm{E}}(=\overline{\ovalbox{\tt\small REJECT}}T}^{\mathrm{R}\backslash \wedge}$,

数値実験
$v_{0},$ $\overline{v}_{i},$ $\overline{v}_{j}$ のなす角は $[0, \pi]$ の間を 64等分に区切り, さらに良い値の周囲を 64 等分に区

切り、 また良い値の周囲を 64等分に区切って探索した.
数値積分部分については $[0, \pi/2]$ の間を 4096等分し下限を取るように計算した.

$Q(\phi)$ について, $\cos\phi$ の 2 次の項までに制限して探索した場合 $Q$ の係数については, 合
計 3 として, 0.0001 刻みで調べた.
結果 .$\cdot$ $Q(\phi)=1.140400+0$ 775400 $\cos\phi+1.084200$ $\cos 2\phi$ 一近似比 0859.

$Q(\phi)$ を $\sqrt{\cos\acute{\varphi}}$ とした場合

結果 .. 近似比 0862.
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