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1 序

等径超曲面については最近, 数学 53[22] に多くのことを書いたので, こ

こでは主として \’Elie Cartan の仕事と, [22] に書かなかった Gauss 写像
の退化性や, スペシャルラグランジアン部分多様体論との関係についてふ
れることにする. 等径超曲面の一般的解説については [27],[33] も参照して
いただきたい.

\’Elie Cartan は 1938-1940 年にかけて, 等径超曲面に関する論文を 4 篇
書いている. 等径超曲面の研究は Cartan 以前にも行われていて, 前期,
中期, 後期と大きく 3 つにわけられる. 前期 (1918-1924) には幾何光学
の立場からイタリアの Laura, Somigliana, B. Segre による論文がそれぞ
れ 1918,1919,1924 年にかかれた [16], [30], [28]. ここでは $\mathbb{R}^{3}\cross \mathbb{R}$ 上の関
数 $\phi(x, y, z;t)$ に対する波動方程式

$\frac{\partial^{2}\phi}{\partial t^{2}}=\triangle\emptyset$

の解で, $\phi$ のレベル集合が互いに平行であるようなものが研究され, これ
らの波面は平面力 $\mathrm{a}$ , 同心球面, または円柱面しかないことが, Somigliana
により示された. Segre はこの結果を, $\mathbb{R}^{3}$ の曲面族に対し, 各曲面上で定
数となる任意の関数 $f$ が, $\triangle f$ も曲面上で一定であるという性質をみた
g-なら, 曲面族は上の 3 つしかないという形に拡張した. 応用として $\mathbb{R}^{3}$

の熱伝導が 1 次元に還元されるのは等温面がこれらの場合のみであるとい
う結果が得られる.
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これに続く中期 (1937-1940) には Levi-Civita [18] が独立に同じこと
を $\mathbb{R}^{3}$ で証明し (1937) , これをみた B. Segre が手紙 [29] で Somigliana
の結果を Levi-Civita に知らせて (1938), この手紙の中で類似の結論が $\mathbb{R}^{n}$

でも成立することを示した. 等径超曲面 (isoparametric hypersurface) と
いう名前は Levi-Civita によりつけられたもののようである. 1938 年 9 E.
Cartan はこの問題を $n$ 次元単連結空間型 $M(c)$ の中で統一的に扱い, 顕
著な結果を導いた. Levi-Civita が $\mathbb{R}^{3}$ 上で考えた第 1, 第 2ベルトラミ微
分径数 $\triangle_{1}f=|\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}f|^{2},$ $\triangle_{2}f=\triangle f$ がまた $f$ の関数になっているような
関数 $f$ を $M(c)$ 上で考え, 等径関数とよぶ. そのレベル面を等径超曲面,
その 1 径数族を等径超曲面族とよぶ. 主要な結果として, 球面内には上記
の 3種以外にも等径超曲面が存在することが示された.
後期は 1970 年以降から現在に至る期間である. M\"unzner は等径超曲

面の大域的位相の考察を行って重要な結果を導き, 尾関-竹内は初めて非
等質な例の存在を示し, Ferus-Karcher-Miinzner はこれらを Clifford 代数
の観点から統一した.

2 等径超曲面に関する Elie Cartan の仕事
\’Elie Cartan は $M(c)=\mathbb{R}^{n},$ $H^{n},$ $S^{n}$ (それぞれ $c=0,$ $-1,1$ ) の等径超曲面
を統一的に考察し, 次の結果を得た. 上で定義した等径関数について,

Proposition 2.1 [3] $f$ : $M(c)arrow \mathbb{R}$ が等径関数 \Leftrightarrow f のレベル面はすべ
て平均曲率一定 \Leftrightarrow f のレベル面は主曲率一定 $\backslash$

Corollary 22 任意の主曲率一定の超曲面 $M$ に対し, ある等径関数が存
在して, $M$ はそのレベル面.

このことは定主曲率をもつという局所的性質から, 大域的性質が得ら
れるという点で興味深い. さて, 次の基本公式も \’Elie Cartan によるもの
である.

Proposition 23[5] $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda_{g}$ を等径超曲面の相異なる主曲率, $m_{1},$ $\ldots,$ $m_{g}$

をそれぞれの重複度とすると, 各 $i,$ $1\leq i\leq g$ に対し, 次式が成り立つ.

$\sum_{1\leq j\leq g,j\neq i}\frac{(c+\lambda_{i}\lambda_{j})m_{j}}{\lambda_{i}-\lambda_{j}}=0$ .
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この公式から次のことが得られる.

Corollary 2.4 $g\geq 3\Rightarrow c>0$ .

すなわち, $\mathbb{R}^{n},$ $H^{n}$ の等径超曲面は高々2 個の主曲率をもち, これからも
Cartan 以前の等径超曲面の分類が得られる. さらに Cartan は言及して
いないが, この公式は等径超曲面の焦部分多様体が極小部分多様体である
ことを同時に示している ([25], 4.1 参照).
球面内の等径超曲面に関して, Cartan ?よまず $S^{4}$ に $g=3$ の等径超曲

面族がただひとつ存在することを示し, それを 5 変数の 3 次斉次多項式
で記述した [3]. 次に $\mathbb{R}^{n+2}$ 上の 3 次斉次多項式で与えられる調和関数の
中から等径関数を探し, その存在が, Hurwitz 代数と関係することを示す
ことにより, これが $n=3,6,12,24$ の時にのみ存在することに気づいた
[4]. そしてこの関数を不変に保つ $\mathbb{R}^{n+2}$ の直交群を求める中で, “$n=24$
は特に面白い, なぜならここには 7次元楕円型空間の 3 対原理とスピノー
ルの理論があらわれ, 52 次元の例外型単純群が幾何学と解析に初めて登
場するから” と序文にかいた. 現在 Cartan 超曲面と呼ばれているこれら
の超曲面は, 位相的には各々 $\mathbb{R},$ $\mathbb{C},\mathbb{H},$ $\mathbb{O}$ 上の射影平面上の球面束となって
いる. いま $\mathrm{K}$ を上のいずれかとし,

$H(3, \mathrm{K})=\{X\in M(3, \mathrm{K})|X=X^{*}\}$ , $M(3, \mathrm{K})$ は 3 次正方行列

の二つの元 $X,$ $\mathrm{Y}$ の Jordan 積

$X \mathrm{o}\mathrm{Y}=\frac{1}{2}(X\mathrm{Y}+\mathrm{Y}X)$

に関する Jordan 代数を考えると, その自己同型群はそれぞれ, SO(3),
$SU(3),$ $Sp(3),$ $F_{4}$ の随伴作用で得られる. ここで Cartan を魅了したのは
今ではケーリー射影平面の等長群として知られる 52 次元の例外群 $F_{4}$ の

出現である. このとき軌道は $M=F_{4}/Spin(8)$ と表せるが, これは対称
空間 $E_{6}/F_{4}$ のイソトロピー表現の軌道で, $M$ のイソトロピー群 Spin(8)
の作用で $T_{p}M$ が $E_{1}\oplus E_{2}\oplus E_{3}$ と 3 つの固有空間に分解される. 各固有
空間 $E_{1}$. への Spin(8) の作用は各々異なり, ひとつはベクトル空間へ通
常の作用, 他の二つは Haff Spinor の 2つの異なる作用となっていて, こ

れは 3 対原理とよばれる. さらに特異軌道は $M_{\pm}=F_{4}/Spin(9)$ で表さ
れるケーリー射影平面で, Spin(9) の $T_{p}^{[perp]}M_{+}(\cong \mathbb{R}^{9})$ への作用は通常のも
の, $T_{p}M_{+}(\cong \mathbb{R}^{16})$ への作用はスピン表現になっている. このように単純
群の分類から得られていた例外群 $F_{4}$ とその表現が幾何学に登場したこと
は Cartan をことのほか喜ばせたようである. Cartan は
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1. $g\ovalbox{\tt\small REJECT} 3$ の等径超曲面は $m,$ $\ovalbox{\tt\small REJECT} m_{2}\ovalbox{\tt\small REJECT} m_{3}$ をみたす.
2. 一般に同じ重複度の $g$ 個の主曲率をもつ等径超曲面の等径関数は

$g$ 次の斉次多項式で

$\triangle_{1}F=g^{2}(x_{1}^{2}$ 刊. . $x_{n+2}^{2})^{g-1}$

を満たす

という事実を示し, $g=3$ の等径超曲面が Jordan 代数上の随伴軌道で与
えられることを証明した. なお, Cartan 超曲面は 1901 年に Severi が発
見した Severi variety とよばれる 4種の射影ヴアラエテイの実部となって
いて, これらは Gauss 写像の退化性, 代数幾何的には余次元の低い埋め
込みの観点からも重要なヴアラエテイである [36].
次に Cartan がとりくんだのは $g=4$ の場合で, 主曲率が同じ重複度

を持つならば等径超曲面は $S^{5}$ と $S^{9}$ にしか存在しないことを証明なしで
述べた (論文には, 再現できないほどの長い計算で得られた結果, と書か
れている). これは後に, 重複度 1 のときは高木 [32], 2 のときは尾関-竹
内 [26] により証明され, 等しい重複度を持つものがこれだけであること
は Grove-Helperin により示された [11].
ここまでの研究で, Cartan 1よ次の問題を提出し, その後はこの研究

から遠ざかってしまった.

1. 各 $g$ に対し, 同じ重複度の $g$ 個の主曲率を持つ等径超曲面は存在
するか ?

2. $g\geq 4$ で重複度の異なる主曲率をもつ等径超曲面はあるか ?
3. 等径超曲面は等質か ?

3Cartan $1\backslash \mathcal{A}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

Cartan の問題はその後, 1 は M\"unzner により否定的に $[23, 24]$ , 2 は野
水 [25], そして高木-高橋 [34] により肯定的に, さらに 3 は尾関-竹内 [26],
および Ferus-Karcher-M\"unzner [10] より否定的に解決された. 野水は日本
に Cartan の等径超曲面の仕事を紹介した最初の数学者であり, 1973 年,
等径超曲面の焦部分多様体が極小であることを示し, また 2 の問題の反例
を $(m_{1}, m_{2})=(1, n-1)$ として与えた [25].
これより前 (1971) に, 等径超曲面の研究とは独立に, Hsiang-Lawson

による球面内の等質超曲面の分類が行われ [12], それらが階数 2 の対称空
間のイソトロピー軌道で得られることがわかった. 等質超曲面は主曲率一
定だから等径超曲面である. 1972 年には高木-高橋 [34] がこれらの主曲率
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を計算して, $g$ は 1,2,3,4,6 の値しか取らないことを示した. 同時にこれら
等質なものについて, 主曲率の重複度は高々2種 $(m_{1}, m_{2})$ で, $g=4$ のと
き, $(m_{1}, m_{2})=(1,p-2),$ $(2,2p-3),$ $(4,4p-5),$ $(2,2),$ $(4,5),$ $(6,9),$ $g=6$
のとき, $(m_{1}, m_{2})=(1,1),$ $(2,2)$ のいずれかであることが示された.
このころ M\"unzner は等径超曲面の法円周上, 焦点の生或する 2面体群

の作用で重複度 $m_{i}$ 力坏変であることを用 $\mathrm{A}\mathrm{a}$ , $m:=m:+2$ が modulo $g$ で

成り立つことを示した. ただし $\lambda_{i}$ は大きさの順にならべてある. これから
すぐに $g$ が奇数なら重複度は共通であることが分かる. さらに M\"unzner
は $S^{n}$ 上の等径関数 $f$ が $F:\mathbb{R}^{n+1}arrow \mathbb{R}$ なる $g$ 次の斉次多項式で

$\{$

$\rceil \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}F|^{2}$ $=g^{2}r^{2g-2}$ , $r(x)=$ 国
$\triangle F$ $= \frac{m-m}{2}g^{2}r^{g-2}$

をみたすものを $S^{n}$ に制限したもので与えられることを示し, これは Cartan-
M\"unzner 関数とよばれるようになった. したがって

Corollary 3.1 $S^{n}$ の等径超曲面は代数的で, 一意的にコンパクト化され
る.

さらに M\"unzner は二つの焦部分多様体 $M_{\pm}$ が球面を $M_{\pm}$ 上のふたつの円板
束に分解することを示し, これから代数トポロジーの議論で $\dim H^{*}(M, \mathbb{Z}_{2})$

$=2g,$ $g=1,2,3,4,6$ であることを示し, 問題 1 を完全に解決した.
さて, 次のエポツクは 1976 年の尾関-竹内による非等質な等径超曲面

の発見であろう [26]. 手法は 4 次の Cartan-M由\sim ner 関数の構或で [34]
の表にないものをみつけた. ここで使われた Clifford 代数を用い, さらに
多くの非等質等径超曲面が [10] でつくられた. 後者で注目に値するのは,
分類表を用いずに非等質性が示されたことである. 実際焦部分多様体の型
作用素の核の動きを調べて, 等質でないものが判別された. 多くの例の構
或の中から

Proposition 3.2 $[26, 35]$ $g=4,$ $(m_{1}, m_{2})=(4,3)$ をみたす等径超曲面で,
等質なもの, 非等質なものが両方存在する. また微分同型だが合同でない
二つの等径超曲面が存在する.

これは $g=4$ の分類問題の困難性を示すものである. $g=4$ の等径超曲面
の分類問題についての手がかりとしては 1997 年の Stolz の結果がある.

Proposition 3.3 [31] $(m_{1}, m_{2})$ は既知のもので尽くされる.

特に $g=4$ の等径超曲面で重複度 1, または 2 の主曲率を含むもの $(m_{1}\neq$

$m_{2}$ でもよい) は等質であることが示されている [32], [26]. $g=6$ の等径
超曲面で重複度 1 のものは等質である [7], [20].
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4 等径超曲面から構成される Special Lagrangian
submanifolds

4.1 Austere submanifolds
Harvey-Lawson は 1982 年, 最小質量をもつカレントの研究として, cml-
ibrated geometry を提言した [13]. ケーラー多様体の複素部分多様体が
Wirtinger の定理により体積最小になるという事実を拡張する試みであっ
た. 特にシンプレクテイツク多様体のラグランジアン部分多様体はそのよ
い候補である. なかでも special Lagrangian submanifolds を構或するアイ
ディアとして, 複素部分多様体をまねた austere submanifold の概念が提
唱され, 多くの最小体積を持つ部分多様体の例が得られた.

\’Elie Cartan の研究には Gauss 写像が退化する超曲面を一般化した定
曲率部分多様体論があるが, 我々は最近この Gauss 写像が退化する球面内
の超曲面を研究 (5 参照) する中で, austere submanifold に遭遇し, また
そのよい例として極小等径超曲面やその焦部分多様体があげられること,
従ってこれらが special Lagrangian submanifolds の例を多数与えることに
気づいた [15]. 以下, これについて述べる.

定義球面 $S^{N}$ の部分多様体 $M^{n}$ が austere $\Leftrightarrow M$ の任意の型作用素は固
有値を正負の対でもつ.

必然的に austere submanifold は極小部分多様体である. $g$ 個の主曲率
をもつ等径超曲面の主曲率は

$\lambda_{i}=\cot(\theta+\frac{i-1}{g}\pi)$ $0< \theta<\frac{\pi}{g},$ $1\leq i\leq g$

で与えられる. 特に $\theta=\frac{\pi}{2g}$ のとき, すなわち極小等径超曲面の時は $\lambda_{g-i}=$

$-\lambda_{i}$ となり, austere である. さらに焦部分多様体 $M_{\pm}$ の型作用素がアイ
ソスペクトラル, すなわち固有値 $\mu_{i}^{\pm}$ が法方向のとりかたによらないこと
がよく知られ, それは

$\mu_{i}^{\pm}=\frac{1+\lambda_{\pm}\lambda_{i}}{\lambda_{\pm}-\lambda_{i}}$ , $\lambda_{\pm}$は最大最小主曲率で $\lambda_{i}\neq\lambda_{+}$または $\lambda_{i}\neq\lambda_{-}$

から得られる. この形が Cartan の基本公式 Proposition 23 に現れたも
のである. これから焦部分多様体の極小性より強い austere 性がただちに
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得られる. 実際 $g$ の値に応じて

$g=2\Rightarrow\mu_{i}=0$

$g=3\Rightarrow\mu_{i}=\pm 1/\sqrt{3}$

$g=4\Rightarrow\mu_{i}=\pm 1,0$

$g=6\Rightarrow\mu_{i}=\pm\sqrt{3},$ $\pm 1/\sqrt{3},0$

がわかる.

Proposition 41[15] 極小等径超曲面および, 等径超曲面の焦部分多様
体は austere submanifold である.

4.2 Special Lagrangian submanifolds
$\mathbb{R}^{n}\oplus \mathbb{R}^{n}\cong \mathbb{C}^{n}$ の自然な複素構造を $J$ , ケーラー形式を $\omega=\subset-12\sum dz_{j}\wedge d\ovalbox{\tt\small REJECT}$

とする. $(\mathbb{C}^{n},\omega)$ はシンプレクティック多様体である.

定義向き付けられた実 $n$ 平面 $\zeta\subset \mathbb{C}^{n}$ が Lagrangian
\Leftrightarrow すべての $u\in\zeta$ に対して $Ju[perp]\zeta$

$\Leftrightarrow\omega|_{\zeta}=0$

$e_{1},$
$\ldots,$ $e_{n}$ を $\mathbb{C}^{n}$ の標準正規直交基底とするとき, $\mathbb{C}^{n}$ の任意の正規直

交基底 $\epsilon_{1},$

$\ldots,$
$\epsilon_{n}$ のはる実 $n$ 平面 $\zeta=\epsilon_{1}\wedge\cdots\wedge\epsilon_{n}$ に対し, ユニタリ群の

元 $U\in U(n)$ が存在して, $\epsilon_{1}\wedge\cdots\wedge\epsilon_{n}\wedge J\epsilon_{1}\wedge\cdots\wedge J\epsilon_{n}=U(e_{1}\wedge\cdots\wedge$

$e_{n}\wedge Je_{1}\wedge\cdots\wedge Je_{n})$ とかける. $\zeta_{0}=e_{1}\wedge\cdots\wedge e_{n}=\mathbb{R}^{n}$ とおく.

定義向き付けられた実 $n$ 平面 $\zeta\subset \mathbb{C}^{n}$ が special Lagrangian
$\Leftrightarrow\zeta$ は Lagrangian で, $SU(n)$ の元 $A$ が存在して $\zeta=A\zeta_{0}$ .
“special” が special unitary の special であることに注意しよう. さて

変分法の視点から,

Theorem 42 $(\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{L})\alpha=\Re dz=\Re dz_{1}\wedge\cdots\wedge dz_{n}$ は comass one, すな
わち $\alpha(\zeta)\leq|\zeta|$ で等号は $\zeta$ が special Lagrangian の時に限る.

多様体上の comass one の閉 $n$ 次形式を special Lagrangian caribration
という. $\alpha=\Re dz$ は special Lagrangian caribration である.

定義 $\mathbb{C}^{n}$ の向き付けられた $n$ 次元部分多様体 $M$ が special Lagrangian
\Leftrightarrow すべての接空間 $T_{p}M$ が special Lagrangian
このときおなじホモロジー類の中で $M$ が体積最小であることは次の

ようにしてすぐに分かる. $M,$ $M’$ が�M $=\partial M’$ をみたし, $H_{n}(M, \mathbb{R})$ に
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おいて $[M-M’]=0$ であるとき $\alpha(T_{p}M)=|T_{p}M|=1,$ $d\alpha=0$ および
$\alpha(T_{p}M’)\leq|T_{p}M’|$ を用いて

$\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(M)=\int_{M}\alpha=\int_{M’}\alpha\leq \mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}(M’)$ .

よく知られている事実として

Theorem 4.3 $(\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{L})M$ を多様体 $X$ の部分多様体とするとき, $M$ の

法束 $NM$ は $T^{*}X$ に自然にはいるシンプレクティック構造に対する La-
grangian submanifold である. 特 $\mathrm{V}_{}^{arrow}$

(1 ) $X=\mathbb{R}^{n}$ のとき, $NM$ は $T^{*}\mathbb{R}^{n}$ の Lagrangian submanifold で,
これが $special\Leftrightarrow M$ は austere. このとき $M$ は極小部分多様体である.

(2) $M$ を $S^{n-1}$ のコンパクトな austere submanifold とすると
$CN(M)=\{(tx, s\nu(x))\in \mathbb{R}^{n}\oplus \mathbb{R}^{n}|x\in M, t, s\in \mathbb{R}\}$

は $\mathbb{R}^{2n}$ の $n$ 次元 special Lagrangian cone. ただしここで $\nu(x)$ は $M$ の
$S^{n-1}$ における単位法ベクトルすべてをとる.

(2) は $M$ が $S^{n-1}$ の austere submanifold ならそのコーン $CM=\{tx|$
$x\in M,$ $t\in \mathbb{R}\}$ は austere だから (1) よりただちにわかる.

Corollary 4.4 $\Sigma$ を $S^{3}$ のコンパクト極小曲面とするとき, $CN(\Sigma)$ は
$\mathbb{R}^{8}$ の 4 次元 special Lagrangian cone である.

特に $\Sigma$ として Lawson のコンパクト極小曲面 [17] をとれば, 様々な
special Lagrangian submanifolds がえられ, これらの原点における特異性
もいろいろな形で現れる. [13] ではさらに次の例が与えられている.

(1 ) $S^{2}arrow S^{n}$ を定曲率の極小球面 (等質である) とする. とくに
ヴエロネーズ曲面 $V\cong P\mathbb{R}^{2}\subset S^{4}$ から $\mathbb{R}^{10}$ の中の $\mathbb{R}^{5}$ と同相な special
Lagrangian cone を得る.

(2) Clifford 超曲面 $S^{n-1}\mathrm{x}S^{n-1}arrow S^{2n-1}\subset \mathbb{R}^{2n}$ の主曲率は $\pm 1$ だ
から $CN(S^{n-1}\cross S^{n-1})$ は $\mathbb{R}^{2n}$ の special Lagrangian cone である.
我々はただちにいずれの例も等径超曲面に関係していることに気づく.

実際 4.1 からより一般に次を得る.

Proposition 4.5[15] $M$ を $S^{n-1}$ の極小等径超曲面, または等径超曲面
の焦部分多様体とする. このとき $CN(M)$ は $\mathbb{R}^{2n}$ の special Lagrangian
cone である.

したがって我々は極小等径超曲面, およびその焦部分多様体から, 無
限個の等質, および非等質な special Lagrangian cone を得る.
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5 Gauss 写像の退化性と等径超曲面
石川剛郎は球面, または実射影空間の Gauss 写像が退化する等質超曲面
は Cartan 超曲面と射影同値であることを示した [14].

定義連結 $\ell$ 次元部分多様体 $f$ : $Marrow S^{n}$ , または $f$ : $Marrow \mathbb{R}\mathrm{P}^{n}$ の Gauss
写像が退化する $\Leftrightarrow \mathrm{G}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{s}$ 写像 $\gamma$ : $Marrow G_{l+1}(\mathbb{R}^{n+1})$ が $\ell$ より小さい階数
をもつ.

これは射影変換で不変な概念である $[1, 2]$ が我々は多くの例を得ると
いう立場から, 以下ではリーマン幾何学を用いて考察する. $S^{n}$ の Gauss
写像が退化する部分多様体から 2重被覆 $\pi$ : $S^{n}arrow \mathbb{R}\mathrm{P}^{n}$ で $\mathbb{R}\mathrm{P}^{n}$ の同様な
部分多様体が得られるので, ここでは話を球面の部分多様体に限る. りー

マン幾何学的には Gauss 写像が退化する部分多様体は, 型作用素が固有
値 0 をもち, さらにすべての型作用素に共通の 0 固有方向が存在すること
で特徴付けられる. ちなみに $\mathbb{R}^{3}$ の Gauss 写像が退化する曲面は, 平面,
円柱, 円錐, そして, 空間曲線の接包絡面であるが, いずれも非コンパク
トである力 $\mathrm{a}$ , 特異点をもつ. ここでは $S^{n}$ の Gauss 写像が退化する部分多
様体で, コンパクト非特異なものに対象を絞る.

Gauss 写像が退化すると, 退化次数が一定の領域は全測地的球面でフオ
リエイトされる. 退化次数が大きい ( $=$階数が非常に小さい) と, 部分多
様体はそれ自身全測地的になってしまうが, Ferus [9] により, 次のこと
が知られている.

Proposition 5.1 [9] 球面内の連結コンパクトな $\ell$ 次元部分多様体 $f$ :
$Marrow S^{n}$ に対し, $r$ を Gauss 写像 $\gamma$ の最大階数とする時, $\ell$ のみに依存
する Ferus 数とよばれる数 $F(\ell)$ が存在して, $r<F(\ell)$ ならぼ $r=0$ と

なり, $M=S^{\ell}$ で $f(M)$ は全測地的.

Ferus 数は Adams 数 $A(k)$ を用いて,

$F( \ell):=\min\{k|A(k)+k\geq\ell\}$ ,

で与えられる. ここに $A(k)$ は $S^{k-1}$ 上の線形独立なベクトル場の最大個
数で, $k=(2m+1)2^{\mathrm{c}+4d}$ と分解すると

$A((2m+1)2^{\mathrm{c}+4d})=2^{\mathrm{c}}+8d-1$, ここに $0\leq c\leq 3,0\leq d$.

で与えられる.
我々は次の問題を考える.
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問題: 不等式 $r<F(\ell)$ は $r=0$ を結論する最適値を与えるか ?すなわ
ち等号 $r=F(\ell)$ をみたす全測地的でない Gauss 写像が退化する部分多様
体は存在するか ?
この問題は Cartan 超曲面により肯定的に解決される. この場合, $\ell=$

$3,6,12,24$ に対しそれぞれ $r=2,4,8,16$ となり, これは $F(\ell)$ に一致し
ている. さらに一般の等径超曲面, またはその焦部分多様体によっても
$r=F(\ell)<\ell$ をみたす多くの例が与えられるので結果だけを述べよう. 等
径超曲面以外からも多くの例がつくられる [15].
超曲面の Gauss 写像が退化するのは主曲率 0 をもつときで, 等径超曲

面なら $g$ は奇数でなければならないから, 全測地的でなければ Cartan 超
曲面のみである. 等径超曲面の焦部分多様体 $M_{\pm}$ の Gauss 写像が退化す
るのは 4.1 において型作用素が固有値 $\mu_{i}^{\pm}=0$ をもつときで, $g=2,4,6$
がその候補となる. $g=2$ なら $M_{\pm}$ は全測地的である. $g=6$ で等質なら
ば, 焦部分多様体 $M_{\pm}$ はいずれも Gauss 写像が退化している [21]. これ
らは対称空間 $G_{2}/SO(4)$ または $G_{2}\cross G_{2}/G_{2}$ のイソトロピー軌道で与えら
れ, しかも Ferus の等式を $(\ell, r)=(5,4),$ $(10,8)$ としてみたしている.

[26], [10] で与えられた $g=4$ の等径超曲面の例において, 主曲率
$\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$ $\lambda_{3},$ $\lambda_{4}$ を, $\lambda_{\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}}$ と \lambda 。ve。の重複度が $m_{1}\leq m_{2}$ となるよう, 大きさ
の順に並べる. [26] にある例は [10] で次のように分類された.

(i) Clifford 型の等質超曲面 : $(m_{1}, m_{2})=(1, k),$ $(2,2k-1),$ $(4,4k-$
$1),$ $(6,9)$

(ii) Clifford 型でない等質超曲面 : $(m_{1}, m_{2})=(2,2),$ $(4,5)$

(iii) Clifford 型の非等質超曲面: $(m_{1}, m_{2})=(3,4k),$ $(7,8k)$

[10] に従って $\dim M_{-}=2m_{1}+m_{2},$ $\dim M_{+}=m_{1}+2m_{2}$ とおく.

Proposition 52[15] $M$ を $g=4$ の等質超曲面とする. $(m_{1}, m_{2})=$

$(1, k-2),$ $k\geq 3$ のとき, 焦部分多様体 $M_{+}$ の Gauss 写像は退化し,
$(\ell, r)=(2k-3,2k-4)$ が成り立つ; 他方 $M_{-}$ の Gauss 写像は退化しない.
$(m_{1}, m_{2})=(2,2k-3),$ $(4,4k-5),$ $k\geq 2$ のとき, $M_{-}$ の Gauss 写像は退
化し, $(\ell, r)=(2k+1,2k),$ $(4k+3,4k)$ が成り立つ; 他方 $M_{+}$ の Gauss 写
像は退化しない. とくにこれらから無限個の Ferus の等式を満たす Gauss
写像の退化する部分多様体が得られる.

実際, $p\geq 1,$ $q\geq 2$ ならば $F(2^{p}+1)=2^{p},$ $F(2^{q}+3)=2^{q}$ が成り立つの
で, $(m_{1}, m_{2})=(2,2^{p}-3),$ $p\geq 2,$ $(4,2^{q}-5),$ $q\geq 3$ をみたす等径超曲面
の焦部分多様体 $M_{-}$ がその例を与えている.
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Proposition 53[15] $M$ を $g=4$ の等質超曲面とする. $(m_{1}, m_{2})=(2,2)$

のとき, 焦部分多様体 $M_{+}$ の Gauss 写像は退化し, $(\ell, r)=(6,4)$ が成り
立つのでこれは Ferus の等式を満たす; 他方 $M_{-}$ の Gauss 写像は退化し
ない. $(m_{1}, m_{2})=(4,5)$ では $M_{-}$ の Gauss 写像は退化し, $(\ell, r)=(13,12)$

をみたすが, $M_{+}$ の Gauss 写像は退化しない.

(iii) の型の非等質な等径超曲面については, $M_{+}$ の Gauss 写像が退化
しないことが [10] Theorem 58 からわかる. Clifford 型の他の場合を考察
するのは興味ある今後の課題であり, $g=4$ の分類問題にも関係しそうで
ある.
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